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LEHRBUCH 

DIFFERENTIAL-GLEICHÜNGEJN 


D,,  ANDREW  EUSSELL  FOESYTH, 


MIT  EINEM  ANHANGE; 

RESULTATE  J)  E  H  IM  L  E  H  R  B  U  C  H  E  ANGEFÜHRTEN 
ÜR  UNO  SAUF  GABEN  ENTHALTEN  1), 


H.  MASEB. 


AUTOEISIETE    ÜBBRSETZUNtt. 


BEAÜNSCHWEIG, 

DRUCK   UND   VERLAG   VON   FRIEDRICH   VIEWEG   UND   SOHN. 
18   8  9. 
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VORWORT  DES  HERAUSGEBERS. 

Uie  mehr  und  mehr  wachsende  Bedeutung,  welche  die  ana- 
lytische Behandlung  der  Lehre  von  den  Differentialgleichungen 
in  neuerer  Zeit  fiir  die  Elitwickelung  der  geaammten  Mathe- 
matik gewinnt,  veranlasst,  dass  auch  in  den  UniversitätsTor- 
lesimgen  gi'ÖBsere  Eücksicht  darauf  genommen  und  der  elemen- 
tarere Theil  dieser  Theorie,  nämlich  die  Angahe  der  Methoden, 
welche  zur  wirklichen  Integration  einer  hei  irgend  einei  Untei- 
suchung  auftretenden  Differentialgleichung  führen  können  auf 
das  Notbwendigste  beschränkt  werden  mues.  Ea  Weiht  gioss- 
tentiieils  dem  Privatfleisse  des  Studirenden  überlassen,  =(ich 
genügende, Fenntniss  der  Integrationsmethoden  und  die  nothige 
{"ei-tigkeit  in  der  Handhabung  derselben  zu  verschaffen.  Lehr- 
bücher aber,  welche  diesem  Zwecke  in  ausreichendem  Maaaae 
dienen  könnten,  giebt  es  nur  sehr  wenige.  Fast  ausschliesslich 
wird  die  Lehre  von  der  Integi'atiou  der  DiB'erentialgleicliungeü 
in  Lehrbüchern  über  Differential-  und  Integi-alrechnung  als 
Anhang  zur  letzteren  gegeben;  dies  bedingt  von  selbst,  dass 
nur  die  hauiitsächUchsten  Methoden  kurz  angeführt  wei-den 
können.  Das  vor  zwei  Jahren  erschienene,  ganz  elementai- 
.gehaltene  ForsytIi'sche'Werk  „Ä  Treatise  on  Differential 
Equationa"  zeichnet  sich  vor  anderen  dieser  Art  besonders 
durch  die  Mannigfaltigkeit  der  Integratiouamethoden  aus,  fiir 
deren  Änfiiluimg  jedoch  dem  Verfasser  stets  die  praktische 
Brauchbarkeit  entscheidend  ist.  In  dieser  Beziehung  ist  her- 
Voi'zuhelien,  Aasa  die  praktisch  sehr  bequemen,  leicht  zum  Ziele 
führenden  symbolischen  Methoden,  ftir  welche  die  englischen 
Mathematiker  ja  überhaupt,  eine  gewiaae  Vorliebe  zeigen,  wäh- 
rend man  ihnen  in  deutschen  oder  französischen  Werken  nur 
"selten  begegnet,  eine  Berücksichtigung  erfahren  .haben,  dass 
dagegen  die  theorctiscli  allerdings  sehr  wichtige,  praktisch  aber 
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VI  Tü!woi-t  des  Heraiiagebers. 

immerhin  nur  fragliclien  Werth  besitzende  Methode  des  inte- 
grirenden  Factors  ganz  übergangen  ist  Die  Anwendung  auf 
Geometrie  wird  nicht  vernachlässigt  und  die  geometrische 
Bedeutung  der  allgemeinen  Resultate  überall  da,  wo  eine 
solche  möglich  ist,  gegeben..  Namentlich  aber  wird  auf  die 
in  der  mathematischen  Physik  häufiger  auftretenden  Differen- 
tialgleichungen Rücksicht  genommen,  ihre  Integration  in  den 
einzelnen  besonderen  Fällen, wird  gezeigt  und  die  hauptsach- 
lichsten Eigenschaften  der  durch  sie  definirten  Functionen 
werden  mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen  abgeleitet.  Die 
überaus  zahlreichen,  jedem  Paragraphen  angefügten,  auf  dessen 
Inhalt  bezüglichen  Beispiele,  sowie  die  Uebungsaufgaben  am 
Schlüsse  .eines  jeden  Capitels  bieten  dem  Studirenden  die  be- 
quemste Gelegenheit,  sich  selbst  von  dem  sicheren  Besitze  der 
angegebenen  Methoden  Gewissheit  zu  verschaffen.  Dieselben 
dienen  aber  auch  dazu,  auf  einzelne  Punkte  hinzuweisen,  die 
im  Texte  selbst  nicht  abgehandelt  werden  konnten.  Bei 
schwierigeren  Aufgaben  -ist  stets  der  Autor  angegeben,  dessen 
Abhandlungen  sie  entnommen  sind,  wie  denn  überhaupt  an 
den  verschiedensten  Stellen  auf  die  Quellen,,  aus  denen  der 
Leser  weitere  Belehrung  schöpfen  kann, .  hingewiesen  wird. 

Aus  mehrfachen  Gründen  erschien  es'  vortheilhaft,  dem 
Buche  einen  Anhang  anzufügen,  welcher  die  Resultate  oder 
kurze  Andeutiuigen  über  die  Auflösung  der  im  Buche  ge- 
stellten Aufgaben  enthalt.  Wenn  auch'  das  Volumen'  des  Ban- 
des dadurch  erheblich  vergrössert  worden  ist,  so  wird '  dieser 
Uebelstand  hoffentlich  doch  i-eichlich  durch  den  Nutzen  auf- 
gewogen, werden,  welcher  dem  Studirenden  dadui'ch  ei^wäcliat. 
Denn  da  das  Buch  für  solche  bestimmt  ist,  die  eben  erst  in 
das  Studium  der  Differentialgleichungen  eintreten,  so  ist  den- 
selben durch  den  Anhang  nicht  allein  die  Prüfung  ihrer 
eigenen  Rechnungen  ermöglicht,  sie  werden  auch  mit  manchen 
Bechnungskunstgriffen  bekannt,  die  man  eben  nur  ail  einzelnen 
Beispielen  erlernen  kann.  Einen  grossen  Theil  der  Resultate 
habe,  ich  den  vereclüedensten  Werken  und  Abliandlungen,  zu- 
weilen wortlich,  entnommen,  nicht  aber  ohne  vorher  strenge 
ControUe  geübt  zu  haben,  wobei  es  sich  öfters  ergab,  dass 
Irrthümer,  wie  dies  leider  häufig  der  Fall  ist,  aus  einem  Werke 
in  das  andere  übergegangen  waren.    Der  andere  Theil  ist  von 
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Vorwort  dea  TerfiisBers.  Vll 

mir  im  Verein  mit  Herrn  Gymnasiallehrer  A.  Baerthel,  dem 
ic!i  für  seine  freundliche  Unterstützung  aii  dieser  Stelle  meinen 
Dank  auszusprechen  mich  verpflichtet  fühle,  bearbeitet  worden, 
und  düri'ten  wohl  auch  alle  diese  Resultate  correct  sein.  Hin- 
sichtlich der  Ableitung  derselben  möge  bemerkt  werden,  dass 
die  zur  Amvendung  gekommenen  Methoden  keineswegs  als  die 
einzigen  oder  besten  und  kürzesten,  welche  zur  Lösung  führen, 
betrachtet  werden  sollen;  vielmehr  richten  sich  dieselben 
«treng  nach  den  Paragraphen  des  Textee,  zu  deren  Erläute- 
rung die  Aufgaben  dienen;  nur  in ,  einzelnen  Fällen  und  be- 
sonders da,  wo  durch  die  Aufgaben  selbst  eine  Erweiterung 
des  Textes  angestrebt  wird,  sind  andere  möglichst  zweck- 
mässige Methoden  benutzt  worden.  Möge  der  Nutzen  dieses 
Anhanges  der  dafür  aufgewendeten  Mülie  entsprechen. 

H.  Maser. 


VORWORT  DES  VERFASSERS. 


Jln  dem  vorliegenden  Bande  habe  ich  mich  bestrebt,  die  darin 
behandelten  Theüe  des  Gegenstandes  so  eingehend  wie  mög- 
lieh zu  diaeutiren;  man  wird  vieles  finden,  was  bisher  nur  in 
mathematischen  Journalen  veröffentlicht  ist.  Gleichwohl  er- 
hebt das  Buch  keinen  Anspruch  auf  Vollständigkeit.  Nicht  auf- 
ginönunen  sind  die  Untersuchungen  von  Fuchsüber  die  Inte- 
gration der  linearen  Diiferentialgieichungen,  die  von  Königs- 
berger über  die  Irreducibilität  von  Differentialgleichungen, 
die  Discussion  der  Pfaff'schen  Gleichung,  die  neuen  Unter- 
suchungen von  Hermite  und  Halphen  und  die  geome- 
tnschen  Anwendungen  der  hypergeometrischen  Reihe  von 
Klein.  Nur  eine  sehr  kurze  Skizze  der  Jacobi'schen  Me- 
thode für  die  partiellen  Differentialgleichungen  ist  zu  geben 
versucht  worden,   während   die  Methoden   von   Cauchy,   Lie 
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VllI  Vorwort  dex  Vetfiissere. 

und  Mayer  keine  Berücksichtig «ng  erfahren  haben.  Diese 
und  andere-  hier  übergangene  Gegenstande  hoft'e  ich  späterhin 
in  einem  zweiten. Bande  zu  geben. 

Bei  der  Abfassung  diese?  Bandes  habe  ich  viele  Quellen- 
schriften in  Gestalt  von  Lehrbüchern,  Abhandlungen  und  dergl. 
zu  Rathe  gezogen.  Wenn  ich  auch  nicht  auf  alle  im  Einzelnen 
hinweisen  kann,  so  will  ich  doch  als  solchej  die  mir  von 
grossem  Nutzen  gewesen  sind,  Boole's  „Treatise  on  Differential . 
Equations"  und  dessen  Supplement,  ferner  Moigno,  Imsch'e- . 
netsky  und  Mansiori  erwähnen.  In,  geringerem  Maasse 
habe  ich  (Jregory's  „Examples",  Serret  und  de  Morgan 
benutzt.  Manchen  Hinweis  auf  Originalabhandlungen  wird  man 
in  den  einzelnen  Capiteln  finden. 

Es  kommen,  über  das  ganze  Buch  zei-streut,  zahlreiche 
Uebungsaufgaben  vor,  im  Ganzen. mehr  als  achthiindert.  Die 
meisten  .'demselben .  sind  den  Prüfungsarbeiten  entnommen, 
welche  an.  der  Universität  und  deni  College  zu  Cambridge  zu 
verschiedenen  Zeiten  gegeben  wurden;  einige  sind  neu'  und 
viele  von  ihnen  sind  den  benutzten  Abhandlungen  entnommen. 
Bei  den  letzteren  dürfte  der  Urheber  stets  angegeben  sein. 
Bei  der  Reichhaltigkeit  der'  angefühi-ten  Resultate  kann  ich 
nicht  hofi'en,  dass  sie  sämmtlich  correct  und  alle  aufgenomme- 
nen Gleichungen  lösbar  seien*),  uncl  es  wird  mir-  lieb  sein, 
Berichtigungen  von  irgend  welchen  wirklich  gefundenen  Irr- 
thümern  zu  erhalten. 

*)  Die  deutsche  Aasgabe  dürfte  in  ditsev  Be?,ieliung  coiTSi^t  sei«.  Einen 
Tlieil  dej'  Berichtigungen  reiilankt  der  Herausgeber  einer  freundlichen  Mittlieilung 
des  Herrn  VerfaseerE  eelhst,  auf  dessen  Vei'ankssung  auch  einige  geringfügige 
Aenderungen  im  Teste  vorgenommen  wurden.  .Ein  gi'Bsaerer  Theil  fon  Druclt- 
fehiern  und  Irrt.hümerii  in  den  Anfguben  ist  vom  Herausgeber  Ijeroerkt  und  ver- 
bessert worden. 
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Bemerkung. 


"Vachdeo  1  e  o  i  egen  1  Uel  e  setzung  de  \\  e  kes  \  T  eat  es  on 
1)  fle  ent  al  Ii<quat  ons  Ly  A  R  E  orsyth  1  e  e  ts  voUataud  g  gel  kt 
^*a  erfnt  dei  He  ausg  be  daas  e  ne  neue  A  fl  <>■  dea  0  ginals  n 
Vo  be  e  tung  se  Es  erecb  en  dahe  gut  m  t  de  Ausgal  e  d  eses  B  ches 
noch  1j  B  z  n  E  sei  e  nen  de  zwe  tea  Auflage  des  0  gin^B  zu  wa  ten 
um  auf  etwage  Aenkrungen  der  e  sten  A  flage  naott  agi  ch  E  cka  cht 
n  hmen  z  knnnen  E  ne  so  gfilt  ge  Ve  gle  ok  ng  le  n  nn  ekr  e 
s  h  enenen  zwe  ten  A  flage  m  t  le  e  aten  e  g  eht  jedoch  n  ho  hst 
o-er  ngfugige  Ahwe  hnngen  zwischen  hnen  Ahgeael  en  on  e  nzelnen 
an  e  n  gen  ven  g  n  SteJlen  ne  h  nzugetuirten  Leb  ncea  Igahen  haben 
nu  1  e  §§  92  —  95  de  ersten  4.  flage  e  ne  l  mge  f  al  un"  erfah  en  und 
1  e  dies  a  nd  m  letzten.  Cap  tel  e  n  ge  kle  ue  Zusätze  gemacht  worden 
D  e  S§  ''S  —  95  le  deutschen  Ausgabe  st  mmen  abe  iB  t  len  bet  efi^en 
den  Stellen  le  z  ve  ten  Auflage  les  0  giu  Is  g  ?st  nthe  1  wo  thch 
jedeniall  inhaltl  ch  dnroha  s  ubere  n  la  le  He  a  agebe  lu  ch  e  n 
M  tthe  lung  dP3  He  ii  Verfaase  a  n  den  Stani  gesetzt  wo  len  wa 
]ene  Aeuderungeu  re  t  tze  t  g  orz  nehme  I  e  Zu  atze  m  letzten 
Cap  tel  b  ziehen       h  a  f  f  Igen  le  St  llen      Man  lese  statt 

8©  te  409  Ze  le  11  V   o   b  a  Zeile  8  t   i 
e    ten  G  a  1         lade  nothwend  gen  Bed  n^ungen  fu     1  e  E      t  nz 
e  nea  Zw  sehen  nteg  als  de     \nuahme  noch  e  füllt   s  nd      o  fol<H      1  es 
wen  gstetas    eme     1er    Gle    I  ung  n    e  steu   G  adca      wenn  n        1 

Gle  oh  ng 

MdpJj  -f-  Tdqdv  =  Id    Ij 
nd     wenn   nthg    mt    l     =  plv  -\-  ql  /   eomb  ci  t  1     z        n   n 

Integ  ahjstera  fuhren  w  rd    wel  hes        ndletnt         1       n.        1 
daher  e  n  Zw  scheu  ntegral  von  le    Fo  m 

=  /(•) 

e  halten      Es  kana  abe     auch  de     Fall  e  nt    ten     da^       n     i  de    1 

be  den  Gle  chungen  e  aten  Cr^es     n  de    elben  "We  se  beh  udelt    z 

e  neu   Int  g  al  y  tem  von  de     gewuns  hten  Fo  »  f  h  t  als  lanu  w  rd 
man  zwe    Zw  s  hen  nteg  ale 

=  f{)  =      (    ) 

h  Iten 
Ist  iS    =:  iBT,  so  exiatitt  nui  eme  emzige&leicbung  cisttn  Gia.les, 
welclie  mit 

Bdy^  -+-  Tdx^  —  Sdxdy  =  0 
äquivalent  ist;   diese   eine  Gleichung  wird,   da  die  nothwendigen  Bedin- 
gungen erfüllt  sind,  durch  ein  ähnliches  Verfahren  au  einem  Zwiachen- 
intcgi'al  führen. 
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(TcLea  m  min  zu  iem  ^llo-Piie  i  i-n  Till  u!  ei  m  ■\\  1  Iilt.  f  m  ht 
gleich  "Null  isl  so  können  wii  iD  ahiiliLhei  "Irt  beweisen  lians  man 
jedenfaÜB  ein  ZwiBuhenintegKil  mogbaherweise  abei  auch  zwei  Zwischen 
integiale  aus  den  Hnlfsgleichungen  ableiten  kann  YOiauegetelzt  dasa 
die  für  die  Existena  Pines  Zwischcamtegials  ertmdei hieben  Be  1  nKuug  u 
eifullt  sind  Multipliuiien  wir  die  i  s  w 
Seite  411  Zeüe  13  bis  15  v   o 

Auf  einem  dei  Paare  weiden  uii  zwi  Int^gi  le  vnu  lei  ium 
II  z=  a  und  II  =:  6  erhalten  eomit  kjnnen  wii  diu  h  el  en  jenei  Paai 
ein  Zwisehenmtegral  fanden 

Mogliuherweiie  können  wir  abei  auch  wie  m  dem  emfa  heien  Falle 
dei  i)    233  durch  jedes  der  beiden  Paare  \on  Gieiehungeii  eisten  Giade 
ein  Zwiachenintegi ^I  eihalteu     Di  'e  beiden 
Seite  411  Zeile  14  bis  9  v   u 

■Wh  können  min  weiiei  forffahien  in  der  Intc^iüou  hci  e»  d  i 
linearen  Gleiuhung  dei  ^  233  odei  dei  allgemeineien  Foim  de«  ^  2äi 
Nehmen  wir  daf.  eine  ethaltene  Zwieehenintegial  wenn  es  nui  ein  Boli.heB 
giabt  odei  jedes  dei  Zwiauheuintegiile  wenn  es  deien  zwei  giebt  bo 
eihiltcn 

Seite  461  Zeile  14  bis  17  v   o 
le   11  h    .11     ]  len   d  lieh  Jl  mint    a  ^   i    —     ml    m  h>e    ^el 
DiviBjon  duich  Ü  eigiebl 

Diese  letzte  Gleichung  ist  untei  dei  offenbiitn  inuihmt  da=a  l 
nicht  gleich  Null  ist  abgeleitet  wuiden  iRt  abei  (7  ^^  0  so  kann  min 
tie  leii-ht  ant  den  Gleichungen 


'  +  '-,. 


ilx 

äs  =^  pdx  +■  qdy 
-ibleiten ,  wenn  m'Mi  iui  dx,  dy,  Üi:  ihre  Ausdrücke  durch  dp  nnd  dq 
in  die  Geichung  dW  ^=  ii  substituirt  und  den  Coefficicnten  von  dj) 
gleiuh  Null  setzt  Die  Gleichung  kann  daher  benutzt  werden  in  dem 
falle,  wo  C  ;=  0  ist,  die  beiden  ersten  Gleichungen  sind  in  diesem 
Falle  eiaer  einzigen  äquivalent,  welche  mit  der  neuea  Gleichung  com- 
1  iwit  uiificn  inus&fi 
Die  Fun,  twn  ir 
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Erstes    Ciipitel. 

linleitun! 


Wpnn  Pint  YP^^llllelllche  Glosse  if  ome  Function  eniei   mderen 
yer^nderliclieii  Giof^i  x  lat    so  kann  die  Bo/iehunff  awii-flien  den 
beiden  durch  eine  CTlöiclnmg  dargestellt  werden  a  B   dm  oh 
<p{x,y)  =  0 

Jn  diesei  Glfiohung  können  Constanten  voikonimen ,  eine  von 
diesen  Constinten  möge  mit  a  bezeichnet  weiden  Wiid  die  Glei- 
chung lufgeloat  nich  y,  so  wud  diese  Constante  a  m  den  Ausdruck 
für  y  eingehen  und  man  wird,  indem  man  a  verschiedene  Werthe 
beilegt,  im  Allgemeinen  eine  Anzahl  entspi eckender  Weithe  für  y 
erbilten  "Wdi  man  m  der  Giundbe Ziehung  den  Umstand  andeuten, 
dass  der  "Werth  von  y  von  dem  "Werthe  von  o  abhangt,  so  kann 
dies  dadurch  gcchehen,  dass  man  die  obige  Gleichung  m  der  Form 
schreibt 

(1)      ,p{i,ya)  =  () 

M-in  kinn  nun  -lu«  diesei  Gleichung  eine  uidere  ab- 
leiten, welche  alle  die  "Werthe  von  y  in  sich  schhesst,  die 
man  dadurch  erhalten  kann,  dass  man  der  Gonstanten  a 
alle  möglichen  Werthe  beilegt.  Der  Differentialquotient  von 
y  nach  X  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung : 

'^'      dx  +  dydx~^' 

in  welcher  tt—  und  tt—  eine  partielle  Differentiation  bezüglich  nach 

dx  oy 

X  und  y  andeuten.     Die  Gleichung  (2)  wird  im  Allgemeinen  die  in 
(1)  vorkommende  Constante  a  ebenfalls  enthalten ;  wird  die  Constante 

Fotaylh,    UlltoronÜalglcichmiBen.  1 
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zwisclitsn  lion  heiden  Gleichungen  eliminirt,  s 
der  Elimination  von  der  l'orni  sein : 


wird  das  Resultat 


(3)   fi 


.  ^y\ 


=  0, 


wobei /eine  bestimmte  von  der  Form  der  Function  qü  in  Gleichung  (1) 
abhängende  Function  ist.  Gleichung  (3)  ist  nun  eine  solche,  welche 
alle  die  Werthe  von  y  in  aich  sohliesst,  die  man  aus  (1)  erhalten 
kann  denn  obwohl  sie  aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2), 
deien  jede  a  enth'ilt  abReleitet  lat  so  i^t  doch  dei  hesondeie  Werth 
dieaci  Glosse  dibei  nicht  m  Betracht  gekommen  und  es  würde 
sieh  wenn  man  m  den  einzelnen  Theilen  de3Elimin<4tionsveifahrens 
fui  a  iigend  eine  andere  Constante  a'  gesetzt  hätte  dieselbe  Eesultat 
ergeben  haben  da  die  Tonstanfe  in  dem  Eei^ultite  n  cht  mein  yor- 
kommt 

Analog  kjnn  i      wenn  w  von   zwei  Constinten  a    inl  I    in  der 
durch  die  Gleicliui  g 

0  {x,  y,  a,b)  =  0 
definirten  Weise  abkängt  und  die  den  ersten  und  zweiten  Differen- 
tialquotienton   von  y  nach  x  bestimmenden  Gleichungen    mit  hin- 
geschrieben  werden,  die   beiden  Constanten  a  und  b   eliminirt  wer- 
den, und  die  resultirende  Gleichung  wird  von  der  Form  sein: 


«4-^.S)=«- 


Die  Functionen  /  und  F  können  in  jedem  Falle  wirklich  hergeleitet 
werden  {mittelst  der  Methoden  der  Differentialrechnung  und  der 
^ebra),  sobald  die  Formen  von  q)  und  (]}  gegeben  sind. 


eine  solche  Form,  aus  welcher  «  eliminirt  werden  soll,  so  erhalten 
wir  als  diejenige  Gleichung,  welche  sämratliche  Werthe  y  umfasst, 
.ogldck, 

d^        d  9'  dif 
Öse        dy  dx  ' 

ohne  daas  noch  eine  Elimination  nöthig  wäre. 
So  führt  z.  B.  die  Gleichung 
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welches   die  allgemeine  Gfleichung  aller  Parabeln  ist,   die   dieselbe 
Achse  und  denselben  Scheitel  haben. 

§.2. 

DerartigeEeziehungen  wie  (3)  und  (3')  werden  „Diffe- 
rentialgleichungen" genannt;  die  Gleichung  (1),  welche  frei 
ist  von  allen  Differentialquoticntcii,  heisst  eine  Lösung 
■von.  (3).  Gerade  so  wie  beim  Uebergange  von  (1)  zu  (3)  eine 
einzige  willkürliche  Constante  weggeschafft  worden  ist,  wird  man 
umgekehrt  beim  Uebergange  von  (3)  zu.  (1)  mit  Recht  erwarten, 
dass  eine  einzige  willkürliche  Constante  eingeführt  werden  wird ; 
und  da  man  zur  Elimination  von  n  willkürlichen  Constanten  die 
die  n  ersten  Differentialquotienten  bestimm  enden  Gleichungen  zu- 
sammen mit  der  ursprünglichen  Gleichung  nöthig  hat,  so  darf  man 
umgekehrt,  wenn  man  von  einer  solchen  Eelation  zwischen  Diffe- 
rentialquotienten  bis  zum  mten  einschliesslich  übergeht  zu  einer 
Gleichung,  die  frei  von  den  letzteren  und  äquivalent  zu  jener  Eelation 
ist,  erwarten,  dass  n  willkürliche  Constanten  werden  eingeführt 
werden. 


Es  ist  nicht  schwer  zu  sehen,  wie  diese  willkürlichen  Grösse» 
in  die  Lösung  der  Gleichunjf  eintreten  müssen.  Zur  grösseren  Ein- 
fachheit wollen  wir  eine  Gleichung  von  der  Form 


betl^chten  m  welcher  M  m  d  N  Functionen  von  a  und  y  "^  ä  Es 
möge»  X  tmd  if  die  C  artp'Jisohen  Cooidtnatrn  eines  Punktes  P  m 
einoi    auf  awei  rechtwinklige  Achsen  bezogenen  Ebene   bedeuten 

il  dann  ist  die   Gleichung  (1)  die  Gleichung  einer  Curve  und  — 

ist  die  tngonoiietiiBche  Tangente  des  "Winkels  welchen  die  Tan 
gente  dei  Cuive  im  Punkte  P  mit  der  i  Ach  e  bildet  si  dass  die 
obige  Diffeientialgleiohung  die  Eicltung  einer  Linie  m  ledem  be 
liebigen  Punkte  der  Ebene  bestimmt  "Wir  nehmen  iigend  einen 
Punkt  A  auf  dei  ;/  Achse  an  und  gehen  von  Ä  aus  eine  ganz  kurze 
'^tieeke  m  deiienigen  Eichtung  f  rt   welche  dutch  den  im  Punkte  A 

fflteiden    ^eith   von   — -   bpatimmt   w  rd     wu   gelangen    daduich 

zu  einem  anderen  Punkte  Jf,     Von  B  aus  gehen  wir   wieder  eine 
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ganz  kurze  Strecke  in  derjenigen  Eichtung  fort,  welche  durch  den 
im  Punkte  B  geltenden  Werth  von  -^  bestimmt  wird,  und  gelan- 
gen so  zu  einem  anderen  Punkte  C.  Setzt  man  dieses  Fortschreiten 
für  eine  Anzahl  von  Richtungen  weiter  fort,  so  wird  eine  Figur  in 
der  Ebene  verzeichnet  werden,  und  wenn  jede  der  Strecken,  welche 
der  die  Figur  beschreibende  Punkt  der  Annahme  nac5i  durchlaufen 
soll,  unendlich  klein  wird,  so  wird  die  Figwr  in  eine  durch  den 
Punkt  Ä  gehende  Curve  übergehen.  Diese  Curve  wird  eine  he- 
stimmte  GleicHung  taben,  welche  dargestellt  werden  kann  in  der 
Form : 

F(x,y,y^)  =  0, 

worin  yt^  die  Ordinate  von  Ä  ist,  Hätte  man  an  Stelle  von  A  einen 
anderen' Anfangspunkt^'  gewählt,  so  würde  man  eine  andere  Curve 
erhalten  haben,  in  deren  Gleichung  die  Grösse  der  Ordinate  von  A' 
vorkommen  würde;  dasselbe  Resultat  würde  sich  ergeben,  wenn 
man  der  Reihe  nach  jeden  Punkt  auf  der  J(-Achse  nähme,  da  im 
Allgemeinen  eine  und  nur  eine  Curve  durch  jeden  solcben  Punkt 
hindurchgeht.  Da  jede  Gleichung,  oder  eine  einzige  Gleichung  als 
Eepräsentanttu  aller,  als  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  be- 
trachtet werden  kann,  so  ist  klar,  dass  die  Lösung  des  betrachteten 
Beispiels  eine  willkürliche Oon staute  enthalten  wird;  und  wenn  man 
somit  auf  irgend  welche  Weise  eine  von  Differentialquotienten  freie 
Gleichung  erhalten  kann,  darf  man  erwarten,  dass  eine  willkürliche 
Constante  in  dieser  Gleichung  vorkommen  wird.  Diese  auf  die 
letztere  Art  erhaltene  willkürliche  Constante  braucht  aber  nicht 
nothwendig  die  Ordinate  des  Punktes  zu  sein,  in  welchem  sich  die 
durch  die  Lösung  dargestellte  Curve  und  die  «/-Achse  schneiden; 
es  würde  ein  willkürliches  Element  in  die  Gleichung  auch  einge- 
treten sein,  hätt«  man  das  Verzeichnen  der  Curve  von  einem  Punkte 
der  Ebene  beginnen  lassen,  der  nicht  auf  einer  der  Coordinaten- 
achsen  liegt. 

In  dem  betrachteten  Beispiel  hat  die  Gleichung,  aus  welcher 


sich  -r—  bestimmt,   i 
dx 

Form: 


m 


■   einzige  Wurzel;  ist  dieselbe  i 


+  ^ir.  +  f^^-o. 


>  wird  die  Integralgleichung  von  der  Form  gein : 
A-'    h  AP  f  e'  =  0, 
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[§.  4  u.  ä.]  Einleitung.  5 

worin  A  eine  willkürliche  Constaiite  ist,  und  es  ist  nicht  schwer  zu 

sehen,  dass,   wenn  die  Differentialgleichimg  in  Bezug  auf—  vom 

«ten  Grade  ist,  aladann  die  entsprechende  Integralgleichung  eine 
willkürliche  Coiistante  in  der  Kten  und  in  niedrigeren  Potenzen 
enthält. 

§.4. 

Aus  dem,  was  iiher  die  eine  der  Methoden,  Yermittelst  deren 
Differentialgleichungen  gebildet  werden  können,  gesagt  worden  ist, 
könnte  man  entnehmen,  dass  es  leicht  sein  miisste,  von  der  Diffe- 
rentialgleichung zur  Integralgleichung  zurückzukehren ;  dem  ist 
aber  nicht  so.  Die  einzelnen  Stadien  einer  Elimination  lassen  sich 
nicht  wieder  rückwärts  durchlaufen,  und  es  muss  daher  eine  andere 
Methode  oder  andere  Methoden  Platz  greifen.  Die  Methoden, 
welche  zur  Integration  von  gewissen  verschiedenen  For- 
men von  Differentialgleichungen  am  erfolgreichsten  zur 
Anwendung  gebracht  worden,  sollen  später  genauer  aus- 

§.5. 

Wenn  man  von  einer  gegebenen  Integralfxmetioa  zu  der  ent- 
sprechenden Differentialgleichung  übergeht,  so  kann  sich  die  letztere 
von  einer  Form  erweisen ,  die  nicht  unter  den  bereits  bekannten 
enthalten  ist  Umgekehrt , ,  wenn .  man  von  einer  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung ausgeht,  darf  man  nicht  erwarten,  dass  man  noth- 
wendig  au  einer  Function  gelangen  müsse,  welche  unter  denen 
enthalten  wäre ,  mit  deren  Eigenschaften  man  bekannt  ist.  Es  ist 
daher  wünschenswerth  anzugeben,  was  man  in  einem  solchen 
Falle  unter  der  Lösung  der  Differentialgleichung  zu  vor- 
stehen habe. 

Wenn  wir  in  der  Algebra  fragen,  ob  irgend  eine  beaondei'e 
Gleichung  aufgelöst  werden  könne,  so  wollen  wir  dabei  wissen,  ob 
der  Werth  der  in  ihr  vorkommenden  Veränderlichen  sich  mittelst 
bekannter  Functionen  ausdrücken  lasse,  So  kann  z.  B.  bei  der 
Gleichung 

dx  ^=  i) 
der  Werth  voji  x  unmittelbar  durch  Division  erhalten  werden.     Um 
dagegen  die  Gleichung 
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au  lösen,   mtiaseii   wiv   eine  Function   einführen,   was   für   die   erste 
Gleichung  nicht  nöthig  war,  und  indem  wir  |  in  der  Form 

ausdrücken,  beti'achten  wir  die  Gleichung  als  gelöst.  Femer  kön- 
nen Gleichungen  vom  dritten  und  vierten  Grade  gelöst  werden  mit 
Hülfe  von  Functionen,  die  dieser  gana  analog  sind,  nämlich  mit 
Hülfe  von  dritten  und  vierten  Wurzeln  aus  Grössen;  allgemeine  Glei- 
chungen vom  fünften  und  höheren  Grade  lassen  sich  aber  nicht  mehr 
mittelst  dieser  Functionen  oder  deren  Verbindungen  mit  analogen 
Functionen  lösen.  Daraus  darf  nicht  gefolgert  werden,  dass  Lösun- 
gen dieser  Gleichungen  überhaupt  nicht  existiren;  sie  können  aber 
nur  gelöst  werden,  wenn  Functionen,  die  bei  der  Lösung  von  Glei- 
chungen niederer  Grade  nicht  gebraucht  werden,  eingeführt  werden. 
Wenn  wir  analog  im  Falle  einer  Differentialgleichung  sagen, 
sie  könne  gelöst  werden,  so  meinen  wir  damit  nicht,  dass  die  Lö- 
sung sich  müsse  ausdrücken  lassen  durch  rein  algebraische  Func- 
tionen, durch  Exponentialfunctionen  (einschliesslich  der  Sinus  und 
Cosinus)  und  durch  logarith mische  Functionen  (einschliesslich  der 
inyersen  Kreiafunctionen).     Die  Gleichung 

li?  _-  .,„ 
dx 

ist  gleichbedeutend  mit 

Nahmen  wir  aber  an,  dass  die  Eigenschaften  des  Logarithmus 
unbekannt  seien,  und  dass  die  Differentialgleicliung 

t^y  _   1 

dx         X 
zur  Äullüsung  vorgelegt  sei,  so  würden  wir  erhalten: 


setzton,  würden  wir  die  Gleichung  beweisen: 

und  würden  so  bekannt  werden  mit  den  Eigenschafton  dieser  neuen 
Function,  so  dass  wir  sie  unter  die  bekannten  Functionen  aufneli- 
inen  würden.     Aber  auch,  wenn   wir  nicht  die  Eigenschaften  von 
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f{x)  herauleiten  i 
den  durcli 


A  + 


n 


dargestellten  Werth  von  y  als  Lösimg  der  Differential gleicliung  be- 
trachtet haben.  In  der  That:  Jede  Differentialgleichung 
wird  als  gelöst  betrachtet,  wenn  derWerth  der  abhängigen 
Veränderlichen  dargestellt  ist  als  Function  der  unab- 
hängigen Veränderlichen,  sei  es  mittelst  bekannter  Fuac- 

güHig  ist,  ob  in  den  letzteren  die  Integrationen  mitHülfe 
,üh    wirklich    aus- 


■änderlichei 
5  mit  Hülfe 
in  den  letz 
bekannten 
1   oder  nicht 

von  Integ 
teren  die  I 
Function! 
.     So  ist  z.  : 

» 

y  = 

obwohl  derWerth  von  y  nicht  anders  als  in  dieser  Form  dai^est^llt 
werden  kann,  wenn  man  nicht  eine  neue  Function  einführt,  deren 
Eigenschaften  sich  ermitteln  lassen.  Auf  diese  Weise  giebt  die 
Lösung  von  Differentialgleichungen  beständig  neue  Func- 
tionen an  die  Hand,  welche  der  Eeihe  der  bereits  bekannten 
Functionen  hinzuzufügen  sind. 

§.  (i. 

Bevor  wir  weiter  gehen,  ist  es  gut,  die  Erklärungen  einiger 
bei  diesem  Gegenstände  gebräuchliolier  Ausdrücke  zu  geben. 

Jede  Gleicbung,  welche  eine  Beziehung  zwischen  ab- 
hängigen Veränderlichen,  ihren  Differentialquotienten 
von  irgend  welcher  Ordnung  und  unabhängigenVerändor- 
lichcn   darstellt,  wird  eine  Differentialgleichung  genannt. 

Die  Differentialgleichungen  werden  eingetheilt  inawei 
Arten,  nämlich: 

I.  In  gewöhnliche  Differentialgleichungen,  das  sind 
solche,  in  denen  nur  eine  einzige  unabhängige  Veränder- 
liche, sei  es  explicit,  sei  es  implicit,  vorkommt,  und  in  denen 
alle  Differentialquotienten  auf  diese  Veränderliche  bezogen  sind. 
Sollten  mehrere  abhängig?  Veränderliche  vorhanden  sein ,  so  ist 
die  Anzahl  der  Gleichungen,  welche  nothwendig  sind,  um  die- 
selben als  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  vollständig 
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leich   der  AnKalil  jener  Veränderliclien.     So  kann 

^  +  K  =  0, 
)  Function    der    einen    un abhängigen   Veranderliclien  ( 

0 


dP 


worin  x  und  i/  beides  Functionen  von  (  sind. 

11.  In  partielle  Differentialgleichungen,  das  sind  solche, 
in  deaen  mindestens  zwei  unabhängige  Veränderliche  und 
partielle  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  einige  oder  sämmtliche 
Ton  diesen  Veränderlichen  vorkommen.  Sind  mehrere  abhängige 
Veränderliche  vorhanden ,  so  muss  die  Anzahl  der  verschiedenen 
Gleichungen  dieselbe  sein  wie  die  Anzahl  der  verschiedenen  ab- 
hängigen Veränderlichen ;  jedoch  kommen  solche  Systeme  von  Glei- 
chungen verhältnissmässig  selten,  vor. 

Als  Beispiele  partieller  Differentialgleichungen  können  wir  an- 
führen : 


und: 


.8,7  ="■ 


drp  __        dt] 
dx  '^        djf\ 

dtp 9^1 

dy  dx } 

Die  Ordnung  einer  Differentialgleichung  ist  die'  näm- 
liche wie  die  Ordnung  des  höchsten  in  ihr  enthaltenen  DifEerential- 
quotienten. 

Der  Grad  einer  Differentialgleichung  ist  der  Exponent 
der  Potena ,  zu  welcher  dieser  höchste  Differentialquotient  erhoben 
ist,  sobald  die  Gleichung  auf  rationale  Form  gebracht  und  frei  von 
Brüchen  ist. 

Die  Gleichung 

„, .^y  _t_  « 


1  der  ersten  Ordnung  und  vom  zweiten  Grade;  die  Gleichung 
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1     ^  \dxj  f  dx^ 


ist  von  der  zweiten  Ordnung  und  vom  zweiten  Grade. 

Wenn  eine  Differentialgleic5imig  bo  beschaffen  ist,  dass  in  ihr, 
nachdem  sie  rational  gemacht  und  von  Brüchen  befreit  ist,  die 
Differentialquotienten  und  die  abhängige  Veränderliche  in  der  ersten 
Potenz  und  fiberdies  keine  Product«  dieser  Grössen  vorkommen, 
während  die  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder  entweder  Gonsfcanten 
oder  Functionen,  der  unabhängigen  Veränderlichen  sind,  so  heisst 
die  Gleichung  linear.  Die  folgenden  Gleichungen  sind  Beispiele 
linearer  Gleichungen : 

S^F        ^äj       8aF_ 

du    .      ds 

Die  Relation,  welche  zwischen  den  Veräiiderlichen 
selbst  beHteht,  ohne  deren  Different.ialquotienten  zu  ent- 
halten, und  die  allgemeinste  ist,  welche  es  gieht,  wird  zuweilen 
die  allgemeine  Lösung,  zuweilen  die  Stammgleichung  der 
Differentialgleichung  genannt. 

§■7. 

Der  V7eg  den  mm  em^J  li  t  um  in  ei  ei  gegi.1  cnei  Diäe 
rentialgleichung  die  Stammgleichung  zu  erhalten  wiid  häufig  dei 
seil  dass  mau  ein  eistea  Integial  dei  Diffeientialgleichung  ah 
leitet  d  h  eine  Gleichung  deien  Ordnung  um  eine  Einheit  niedn 
ger  ist  als  die  der  ursprünglichen  Gleichung  und  die  eine  willkui 
liehe  Constante  enthalt  sodann  ein  erstes  Integial  dieser  letzteren 
Gleithung  welches  dann  ein  zweites  Integral  dei  uisprunghchen 
Gleichung  ist  u  s  f  bis Difieientialquotienten  nicht  melii  auftreten 
Dies  wild  dei  Fall  sein  wenn  die  Ojjeiation  so  oftmal  wiedeiholt 
woiden  ist  als  die  Ordnung  dei  «ispinnglichenDiffeientialgleiehung 
betiagt  Nun  witd  jede  Transformation  welchei  die  Gleichung  vir 
der  Integration  unterwoifen  werden  kann  auf  die  Foim  des  eisten 
TntegraK  v  n  Einflu&s  sein  inf  da  eu  e  gegel  ene  Gl  ichmt,  auf 
mehieie  ve!si,h  edene  Arten   ti   i    foimi  t  weide      kini  will  es 
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eine  entsprechende  Anzah.1  verschiedener  erster  Integrale 
gehen.  Indessen  werden  diese  nicht  sämmtlicii  nothwendig 
von  einander  unabhängig  sein;  und  in  der  That:  Wenn  die 
Gleichung  von  der  Mten  Ordnung  ist,  so  kann  sie  nicht  mehr  als  n 
von  einander  unabhängige  erste  Integrale  haben.  So  hat  z.  B.  die 
Differential  gleichung 


3  folgenden  ersten  Integrale : 


Is, 


:  4"  y  sin  3 


—  —  stn  X  -\-  y  cos  X  =  C 

^~y  cot  {X  +   a); 

diese  sind  indessen  nicht  sämmtlich  von    einander  unabliäagig,  da 
die  vier  Constanten  A,  B,  C,  a  durch  die  Gleichungen  verbunden 

B  ^=  ÄC08  a 

Wenn  man  in  irgend  eiuem  F^lle  en  System  von  c  t  n 
Integidlen  ethalten  hat,  so  kann  es  ih  e  n  simultanes  System,  be 
nutzt  werden,  lus  dem  sich  die  höchsten  Difierentialquitienten 
elimiiiiien  lassen  und  wenn  man  oben  ?o  viele  von  einindei  unab 
hangige  eiste  Integiale  der  Gleichung  erhalten  hat,  als  dieOidnung 
dei  Gleichung  betlägt  so  kann  man  aammtliohe  Diffeientialq^uo 
tienten  aus  ihneti  eliminiren  um  die  Stammgleicl  ung  zu  eihalten 
So  können  wii  aus  dem  zweiten  und  diitten  Ii  te^nl  in  dem  v  i 
stehenden  Beispiel  heileiten 

p  ^  B  iiin,  r  -{-  t    OS  x 
ui  l  11  s  dem  ei  ten  ui  d  vieite 

y^Ä     n(x  +  f.; 
R  sultite     deien   ]edes    eine    Stamm((leichung   ist     diese    Losungen 
lallen  abei    wie  man  mit  Rucksicht  auf  die  zwischen  den  Cnnstanten 
bestehenden  Relationen  eikennt   zusammen 
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Wir  gellen  nun  zum  Beweise  der  in  dem  letiiten Paragraphen 
aufgestellten  Behauptung  iilior. 

Eine  Differentialgleichung  von  der  mten  Ord- 
nung hit  n  und  niüht  mehr  als  n  von  einander 
unabhängige  erste  Integrale. 
\us  dem  bishei  (resagten  erhellt,  dass  eine  Integralbeziehung 
zwischen  y  und  x  mit  )'  von  einander  unabhängigen  willkürlichen 
Ciin&tinten  zu  emei  Differentialgleichung  «ter  Ordnung  führt.  Wird 
die  gegebene  Integialgleiclmng  (n  —  1)  mal  hinter  einander  diffe- 
lenturt,  so  werden  die  w  —  1  entatehendeu  Gleichungen  sämmtliche 
Diffeientaalquohenten  bis  zum  (w — l)ten  einschliesslich  enthalten, 
und  TaAa  wird  au's^mmon  mit  der  ursprünglichen  Gleichung  im 
Ganzen  n.  (rlenhungen  haben  Nun  können  aus  n  Gleichungen,  iir 
denen  n  GT-Ossen  vorkommen  alle  diese  Grössen  mit  Ausnahme 
emei  einzigen  elimmirt  werden.  Wir  wollen  die  n  willkürlichen 
Constanteu  mit  Cj,  O3,  .  .  .  C„  bezeichnen  und  aus  den  n  Gleichun- 
gen, welche  wir  haben,  alle  willkürlichen  Constanten  ausser  Gi 
elimmiren.  Die  resultirende  Gleichung  wird  die  Veränderlichen  und 
die  Ableitungen  von  p  bis  zur  (n  —  l)ten  einschliesslich  und  ferner 
noch  die  willkürliche  Constante  Oj  enthalten;  sie  wird  daher  ein 
erstes  Integral  der  Differentialgleichung  wter  Ordnung,  welche  der 
gegebenen  Integralbeziehung  eutspricht,  sein.  Wir  eliminiren  ebenso 
alle  willkürlichen  Gonstanten  mit  Ausnahme  von  Cj;  die  resultirende 
Gleichung  wird  nun  C^  und  wie  vorher  die  Ableitungen  von  y  bis  zur 
(m — l)ten  einschliesslich  enthalten  und  wird  daher  ein  erstes  Integral 
der  Differentialgleichung  sein';  eswird  dies  jedoch  unabhängig  sein 
von  dem  vorigen,  da  t~j  unabhängig  ist  von  Gi.  Verfahren  wir  in 
diesei  Weise  dei  Reihe  nach  mit  allen  Constanten,  so  werden  wir  n 
von  einander  unabhängige  eiste  Integrale  erhalten,  deren  jedes  sich 
ergicbt  durch  Elimination  aller  n  unabhängigen  Constanten  mit 
Ausnahme  emei  einzigen 

Da  nicht  mehi  als  n  unabhängige  Constanten  in  der  allgemei- 
nen Intogralgliichung  vorkommen,  30  mus''  jede  andere  in  ihr  etwa 
auftietende  Lonstante  von   C'i,  C^,  C„   abhängen.     Ist  A   eine 

solche  Constante  und  wud  die  Uelation  zwischen  üinon  dargestellt 
durch 

■*  {A  Cu  0-2,  .  .  .  C„)  —  0, 
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.Ol  t 


[« 


so  kann  man  zwischen  diesei  Gleichung  dei  uispiunghcheii  Inte 
grilgleichung  und  den  5J  —  1  duich  Diifeientiation  erhaltenen 
file  chungen  (was  im  Ganzen  !  -\-  1  Gleichungen  smd)  die  n  Con 
stanten  C  ehminiren  und  da?  Pesultat  wud  lann  die  Differential 
quotienten  biB  zim  («  —  l)t<^n  oin schliesslich  und  die  Lon'itante 
jl  enthilten  Dassel!  e  wuide  ein  eistes  Integial  der  Differential 
gleichung  spin  es  ist  jedoch  nicht  unabhängig  von  den  n  beieita 
erhaltenen  denn  man  denke  sich  aus  den  veischiedenen  Gleiohun 
gen  m  denen  je  nui  eine  einzige  der  Gl  Dssen  C  voikommt  die  he 
zugbchen  Werthe  diesei  Glossen  als  Functnnen  dei  ^eiandeihchen 
und  der  Differential  Quotienten  Ton  y  hergeleitet  unl  in  die  G!ei 
chung  »(f  :=  0  substituirt  so  wird  diese  Gleichung  die  Differentiil 
quotienten  bis  aum  (w  —  l)ten  und  die  L  nttante  4  j  thalten  und 
dpmgemass  dieselbe  sein  wie  die  voiher  eihaltene  In  du  That 
sind  beide  Arten  des  Veifahre  bloss  verscl  ledpne  Methoden  zur 
Eneichung  eines  und  de  selben  Re^ultits  und  die  zweite  Ait  zeigt 
dass  das  so  erhalte  le  exste  Integnl  aus  len  andeien  n  eisten  Inte 
gralen  abgeleitet  weid  n  kann  Ei  hat  dabei  die  Difleientulglei 
chung  dei  Ktei  Oi  1  u  ir  1 1  ht  mein  ils  «  v  n  eina  dei  unabhängig 
liste  Inte^  ale 


Es  ist  hiei  dei  Ort  um  zwei  Hulfsaatze  anzufügen,  von  donen 
in  der  Folge  häufig  Gebiauoh  gemicht  wei  len  wird. 

Hülfssatz  I      Es  seien  «i    m  m„  w  Functionen  der  » Ver- 

andeihchen  Vi    %  Xa    welche  letzteren  vtn  einander  unabhän- 

gig, sem  siUen      Wenn  dann  duich  dtese  Functionen  eine  Relation, 
welche  dllgestellt  sein  möge  duich 

(1)      F{it_   M  w„)  =  0 


identisch  erii  Üt  -s 

Vll 

d    so  dass  Ml 

It 

.  .  1  ioM  im.bli 

ein^udei  sind   so 

wird  die  Gleich 

1116 

'  sF. 

8%     du, 

du. 

(2) 

g^'    d7,' 

■'  dZ 

=  0 

du, 

■'  es« 

identisch  erfüllt. 
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[§.  9.]  Einleitung.  1;> 

Da  Gleichung  (1)  identiscli  befriedigt  wird,  wenn  man  für 
«1,  Mj,  .  .  . ,  Mb  ihre  Werthe,  ausgedrückt  durch  die  unabhängigen 
Veränderlichen,  substituirt,  ao  sind  die  partiellen  DifferentiaIc[uo- 
tienten  erster  Ordnung  Ton  F  in  Bezug  auf  jede  dieser  Veränder- 
lichen für  sich  gleich  NulL     Wir  erhalten  daher ; 

dFdu 


dF  dui        dF  du2    . 
d  Ui  d  Xi        B  Mj  8  a^i 
dFdui        dFdUj    . 


dF  dui        dF  diii 


•  + 


dF  du„ 


Werden  die  Verhältnisse  der  n  partiellen  Differentialquotienten 
1  F  nach  jedei 


1  Gleichungen  eliminirt, 

8  Xi '    dxi' 
8  Mi      8  Ms 


}  ist  das  Resultat  der  Elimination: 


dui      du,  i 

8a^'    dx„'  '   < 

und  dieses  ist  identisch  erfüllt  Dei  Werth  einer  Detei  min  ante 
wird  aber  nicht  geändert,  wenn  man  die  Zeilen  mit  den  Colonneii 
und  die  Colonncn  mit  den  Zeilen  veitauscht,  nimmt  man  diese  Ver- 
tauBchung  toi,  so  geht  die  voistehendu  Gleichung  m  die  Gleichung 
(2)  über,  welche  somit  identisch  erfüllt  i'.t 

Hülfssfttz  II,     Die  Umkehrung  hiervon  ist  ebenfalls  richtig; 
Wenn  «i,  «a,  .  .  .  M«  «Functionen  von   n   unabhängigen  Veränder- 


liehen  Xi,  %,  .  -  . 

cc„  sind,  und  we 

nn  die  Gl 

ichung 

8  Ml 

"''dx„ 

8^     8m,     _ 

'  dx^ 

=  0 
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identisch  erfüllt  ist,  so  sind  die  Functionen  m,,  m^,  .  ,  .  m„  nicht  von 
einander  unahhnngig,  sondern  durch  eine  Beziehung  von  der  Form 

F(M|,  «a,  .  .  .,  m„)  =  0 
mit  einander  verhunden. 

Sind  die  m  —  1  Functionen  u^,  u^,  .  .  , ,  Mn— i  nicht  von  ein- 
ander unabhängig,  so  ist  der  zu  beweisende  Satz  ohne  Weiteres 
richtig;  wir  können  daher  annehmea,  dass  sie  unabhängig  von  ein- 
ander seien. 

Zwischen  den  «Functionen  m  können  wir  w  —  l  der  Teränder- 
lichen  eiiminiren;  wird  dadurch  die  ührighleihende  Teränderliche, 
etwa  Xn,  nicht  mit  eliminirt,  so  kann  das  Resultat  in  der  Forni  ge- 
schrieben werden : 

!i„  =  9  (M|,  iSj,  .  .  . ,  Wb— t,  Xn)- 

Schreibt  man  die  Bedingungsgleichung  in  der  Form : 

d  («1,  Mj,  .  .  , ,  M„)  _^ 

0  (Xi,   X2,  ■  ■   ■,  Xn)  ' 
SO  lässt  sich  das  Multiplicationstheorem   der  Determinanten   in  der 
Form  schreiben: 

Ö(Mi,M.j,  .  -  -,  M») 0(Ml,Ma,  ■  ■  .,«*„_!.  90)  0(Mi,M2,  .  .  .  "««—i,  31«) 

d{xi,  %,.,.,  x„)      8(wi,M9, . .  .,ii„—i,Xn)       d(Xi,x^,  - . .  T„_i, a:„) 

Die  linke  Seite  ist  gleich  Null  nach   Voraussetzung.     Da  die 

Functionen  Ui,  %,  .  .  .  M«— i  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist 

der  erste  Factor  auf  der  rechten  Seite  gleich  - —   und  der    zweite 

,    .  ,    0(Mi,  Ms,  -  .  .,   Mn-l)        T^.  j-  ,    , 

gleich  jr-H^ --■     Emer    von    diesen    muss    daher  ver- 

schwinden,  Ist  es  der  erste ,  so  ist  95  explicit  unabhängig  von  Xn, 
so  dass  Mb  eine  Function  von  «i,  %,  .  .  .  Mn-i  allein  ist,  und  es 
giebt  daher  in  diesem  Falle  eine  Relation  zwiselien  den  ursprüng- 
lichen «  Functionen. 

Ist  der  letzte  Factor  gleich  NuU,  so  haben  wir; 

d  (%,  Mfl,  .  ■  ■ ,  M„-0  __^ 

d(xi,  X2,  .  .  .,  X„^i)  ' 

eine  Gleichung,  welche  der  gegebenen  Bedingungsgleichung  analog 
ist,  in  welcher  aber  nur  «  —  1  Functionen  von  n  —  1  Teränder- 
liehen  auftreten,  da  für  die  noch  vorkommenden  Differentiationen  Xrt 
als  Constante  betrachtet  werden  kann.  Diese  Gleichung  wird  in 
derselben  Weise  behandelt  wie  vorher,  und  wir  finden,  daas  ent- 
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Bsteht  zwischen  «i,  Mj,  .  .  .  Mn— i.  betrachtet 
als  Functionen  von  Xi,  x^,  .  ■  .,  x„—i,  oder  dass  eine  neue  Bedin- 
gungsgleichung mit  n  —  2  Functionen  von  n- — 2  Veränderlichen 
gelten  muss.  Existirt  die  Relation  zwischen  «i ,  ff^,  .  .  .,  M«  i,  so 
wird  sie  von  der  Form  sein : 

Tp  (M|,  «ä ,  Mn-i,  x:„)  —.  0, 

und  diese  wird  x«  enthalten,  da  wir  vorausgesetzt  hahen,  dass 
M],  %,...,  u„—}  von  einander  unabhängig  seien.  Zwischen  ^  =  0 
und  M„  1=  y  können  wir  dann  Xn  eliminiren  und  erhalten  so  eine 
Eelatioa  zwischen  Ui,  Mj,  ,  .  ,,  «„. 

Indem  wir  in  dieser  Weise  weitergeken  und  jedesmal  die  An- 
zahl der  Functionen,  welche  in  dio  Bedingungsgleichung  eingehen, 
um  eine  Einheit  vermindern,  können  wir  beweisen,  dass  eine  der 
nothwendigen  Folgerungen  jeder  Reduction  die  in  unserem  Satae 
enthaltene  Behauptung  ist.  Und  wenn  die  Eednction  (w  —  1)  mal 
wiederholt  worden  ist,  so  bleibt  schlieBslich  als  einzige  Folgerung 
nur  die  übrig,  dass  jede  beliebig  gewählte  Function  so  beschaffen 

sein  muss,  dass  durch  sie  die  Gleichung  rr"^  =  0  erfüllt  würde  für 

0  3^8 

jede  beliebig  au  wählende  Veränderliche  x.  Da  dies  augenscheinlich 
nicht  der  Fall  ist,  so  ergiebt  sich  hiermit  die  Eichtigkeit  unseres 


§.10. 

Ah  einen  besonderen  Fall  des  allgemeinen  Hülfssataes 
erhalten  wir  den  folgenden ;  Es  seien  U  und  V  awei  Functionen 
von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  :c  und  y;  wenn  dann  F 
dargestellt  wprden  kann  als  eine  Function  von  U  allein,  so  mnss 
die  Gleichung  gelten : 

du  dv      8rr8F_ 

dx   dy         dy   'dx  ' 

und  umgekehrt,  ist  diese  Gleichung  erfüllt,  so  besteht  für  alle  mög- 
lichen Worthe  von  x  und  y  zwischen  Ü  und  V  eine  Itelntion  von 
der  Form : 

7=/(6'). 

1.  Aufgabe.     Sind  dio  Functionen 

X  \-  2y  -y's,  a:  —  2j/  -1-  3s,  2xy  ~  xg  +  iys  —  22= 
von  einander  unabhängig  V 
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Ei-BteR  Capitel. 
Die  BediiigTingsgleichiing  ist: 

1,        2j/  — g 
—  2,        2x  -^  4  g 
3,  —x  +  iij  — 
und  dicao  ist  oifcnbar  erfüllt,  da 

die  3.  Zeile  =  2  X  (1.  Zeile)  — ^  X  (2.  Zeile) 
ist,  und  daher  sind  die  Functionen  von  einander  abhängig,     üo 
dio   Relation  awischen  ihnen    zu  finden,    bezeichnen   wir    sie  mi 
Ml,  «3,  %  und  haben  dann: 

2x^Ui  -\-  «a  -^is 
4j/  =  Mi  —  %-|-2s 
und  dalier  durch  Substitution  dieser  "Werthe 
,4  Mg  =  u^  ~  u^. 
2,  Aufgabe.     Man  beweise,  daS3  die  Pimctionen 

a-cä-l-öyi'  +  cas,       Asü  +  By  +  C^. 

-2ahc{BCyz  -{-  GAza:-\-ABxy) 
nictt  von   einander  nDaliliängig  sind ,   und  suche  die  Beziehung   zwlsclie: 
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Zweites    Capitcl. 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 


Die  allgemeine  Differentialgleichui 
g^es  teilt  werden  durth 

„■'ii\ 


.(„,ff)^o, 


worin  -F  in  Bezug  auf  den  Diffprenti'ilqiiotienten  eine  rationale  und 
algebraische  Function  ist.  In  diesei  allgemeinen  Form  lässt  sich 
die  Gleichung  nicht  integmen  es  Kielft  jedoch  gewisse  besondere 
Formen,  auf  deren  eine  odei  andeie  ^ich  viele  Gleichungen  redu- 
ciren  lassen  und  die  eine  unmittelbare  Losung  zulassen.  Diese 
Formen  können  wir  Hauptformen  nennen. 

§.  12. 
Bevor  wir  dieselben  im  Einzelnen  betrachten,  wollen  wir  einen 
Satz  beweisen,    der  nur  ein   besonderer  Fall  des    allgemeinen  im 
§.  8  angeführten   Satzes  ist,    nämlich,    dass   eine  Differential- 
gleichung, die  sich  darstellen  lüsst  in  der  Form 

lix 
wo  Jlf  und  N  eindeutige  Functionen  von  X  und  p  .sind,  nur  eine 
einzige  unabhängige  Stammgleiohung  haben  kann. 

Angenommen,  man  hätte,  falls  dies  möglich,  wäre,  zwei  Staram- 
gleichungen 

<Pi  (a^,  y)  ^  " 
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Zweites  Capit.el. 

[§■  1»^ 

,  so  bestimmt  sich  nach   der  ersten    v 

011  (lies 

e„  de 

■  Wert! 

durch 

^  +  t^  =  °' 

=  0, 


Behandelte  man  die   aweite  Gleiohnng  in  derselt 
würde  inau  die  Gleichung  erhalten: 

Die  EliiHinatioj!  von  M  und  N  zwischen  diesen  ?. 
gen  gielit : 

f)x  '     dy 

dx  '      dy 

und  diese  zeigt  (§.  10),  dass  tpt  eine  Function  von  ^i  ist.  Ea  sind 
daher  die  beiden  Stammgleichungen  nicht  unabhängig  von  einander, 
und  die  aweite  kann  dargestellt  werden  in  der  Form : 

PCfi)  =  Ii, 

welche   algebraisch  auflösbar  ist  in  Gleichungen  von  der  Form : 

deren  jede  nur  eine  Wiederholung  der  ersten  der  beiden  Stamm- 
gieichungen  ist. 

Wenn  man  also  bei  der  Auflösung  einer  solchen  Diflerential- 
gleichung  irgend  eine  Stammgleiehung  erhalten  hat,  so  kann  die- 
selbe angesehen  werden  als  die  allgemeine  Losung  der  Gleichung, 
denn  aus  ihr  können  alle  anderen  Stammgleicliungen  abgeleitet  werden. 


Hauptform  1. 

Die  Gleichung  Mdy  =  Ndx  kann  stets  gelöst  werdei 
wenn  die  Veränderlichen  sich  separiren  lassen;  denn  in  di 
sem  Falle  kann  die  Gleichung  umgeändert  werden  in  die  Form: 

Ydy  =  Xdx, 
worin  Y  eine  Function    von  1/  allein  und  X  eine  Function   von 
allein  iat. 
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[§.  1;!.]  Diffsreutialgleiohuiigen  erster  Ordnuiif 

Die  Gleichung  lässt  sich  dann  integriren  in  d( 
fYdy  —   fxdx  -\-  A, 

wo  A  eine  willkürliche  Coustante  ist. 

1.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 


ii  j_  i"^  —  y' 

dx 


(^- 


0. 


Die  Veränderlichen  lassen  sich  trennen  und   die  Gleichung  wird: 

dii          ,          dx 
^'1  ^ r  =  0. 

Ein  Integral  derselben  ist: 

arc  sin  y  -Y-  arc  sin  x  =  c. 
Die  Gleichung  lässt  sich  aber  auch  in  der  Form  schreiben ; 

und  diese  giobt  nach  einer  partiellen  Integration : 

■^  (i-iT  ■'  (i-s>)" 

Nun  ist  aber: 

und  daher  ist  daa  Integral : 

S/(l— it'f +.j)(l  — j»)=  =  C. 

Dies  giebt  eine   E^liuteiung    dii   S»tzea    im   vorhergehenden 

Paragiaphen,  denn  die  letztere  Stamm gleichung  kiinn  aus  dei  etste- 

len  d^duich   abgeleitet  werden,   dass  man   auf  beiden  Seitpn    den 

Smu'i   nimiiit   und  /wischen    dm  ConstantJ'n    die  Relatiun   iestuetzt : 

G  =  sin  C. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleicbung: 

{x  —  y'^ydx  -\-  ixydy  =  0. 
Die  Veränderlichen   sind   zwar   nicht   unmittelbar   eu    trennen, 
sie  werden  aber  separirbar  nach  einer  Substitution.     Schreibt  man 
y^  =  V,  so  wird  die  Gleichung : 

xäx  -{-  xäv  —  vdx  ^  0, 
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v+''©=' 


=  0, 
somit : 

loff  X  -\-  ■—  =■-  coiisl, 

s;e''  =  A. 
3.  Aufgabt.     Mau  löse  die  Oleichuiigeii : 


(2)  (y-  x)i\  +^=)'^  =  «(1  4-2/^)'. 

(3)  i.^yf-bl^^a-. 

(4)  {l-\-y^)dx~-  [y  -|-(1  -^yf]  (1  ^  xf  dy  =  0. 
(Jj)  seä^  !C  tang  yda:-^  sec^  y  lang  xdy  =:  0. 

§.  14. 

Hauptform  II.     Die  lineare  Form. 

Wenn  die  Gleicliuiig  erster  Ordnung  linear  ist,  so  kann  sie  in 
der  Form  geschrieben  werden : 

worin  P  und  Q  Functionen  yon  x  und  expHüit  uiiabliäiigig  von  y 
sind.     Multiplicirt  man  jede  Seite  mit 

so  geht  die  Gleichung  wegen 


dx  \  \ 


dx  ^■'dx  ^ 

Durch  Integration  (die  linko  Seite    ist  nunmehr  ein  vollkommener 
Diiferentialquotient)  erhalten  wir  als  die  Stammgleichung: 


!,/"-  r^  c  hjg 
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[§-  15.]  Differentialgleichimgen  erster  Ordmuig. 

d.  i.  y  ~  Ce-fP^''  4-  e-/i'ä*  fqe^''^'^  dx. 

\.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gloioliuiig : 

dji x_ 1 

dx^  \   -ir  x^^        x{l'-\-xi)' 
Wie  im  allgemeinen  Falle  ist: 

somit: 

,j(i  +  j!'f  =  e  +  f — ^2--, 
^  I  (1  +  I')' 

=  C  +  hg j 

1  +  (1  + 1')' 

2.  Aiifgabo,     Man  lüse  die  Gleichungen; 


(2)  g  +  !,™.  =  l»2.. 

(S)        y'£  +=!/•  =  •■  eo>  («  +  fl- 

3.  Aufgabe.   Man  zeige,  dass  die  Lösuug  der  a]  Igein  ei  neu  Gleich  iing 
dargestellt  werdeu  kann  in  der  Form  ■ 


.|_,-/p^^(c+y,/^''^^l). 


§.  15. 

Eine     wichtige     hiermit     auHammenhäugende    For 
irelehe   nacli   derselben  Methode  gelöst  werden  kann,  i 

forin  P  und  Q  Functionen  von  x  allein  sind. 

Dividirt  man  die  Gleichung  durch  j/".  so  wird  dieselbe: 
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Zweites  Capitel, 


r-' 

welches  die  vorige  Hauptl'orm  ist.     Die  allgemeine  Lösung  ist: 


•:=  G—  (!J— 1)  Töe-C^'^^'^^dai. 


deren  Stammgloicliimg  ist: 

V  J  ^ 


4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung; 
«^  ?/    .  ■      „  -, 

Dieselbe  geht  nach  einer   zu   der  obigen   analogen  Transferm 
lg  ist: 
1    __   ___  rdx.logx 

=  c  +  ^  +  i. 

mithin:  ~  ^  l   +   Cx  +  log  x. 

Tl.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleicliuiigen : 
^  '  da:     ' 

m     (l-..')|i-x.  =  «A 

(3)  g  +  »s  =  »>  Bin  I. 

(4)  ||(l'j/'  +  !tj)   =    l. 

6.  Aufgabe,     Man  Keige,  dasa  die  viur  Gieiohiii 
sei  lj  eil  Stamm  gleich  ung  führen. 
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Dilfmuiitialglniuhungen  erster  Ordnung. 


Hauptform  III.     Homogene  Gleichungen. 

Ist  die  Gleichung  vom  ersten  Grade  und  dargestellt  in  dev  Foi 

so  heiast  sie  homogen,  wenn  Jf  und  N  homogene  Functionen  i 
X  und  y  von  einerlei  Grade  sind.  In  diesem  Falle  können  ■ 
setzen : 


f  und  N  ist.      Substituiret 


0  diiss  V  als  neue  abhängige  Veränderliche  betrachtüt  worden  kann, 
0  gellt  die  Gleichung  über  in ; 


('  +  "T^fi')  =  *(!'), 


in    welcher    die   Veränderlichen    sepai'irt    sind,        TJas    Integral    die- 
aer  ist : 

109  ^  +  f^^rn  =  ^■ 

'    J  v(p(v)  —  ii>{v) 
Die  Stammgleichung  erhält  man,   wenn  man  naeli  Ausführung 
der  Integration  —  für  v  subatituirt. 

Ist  die  Gleichung  jedoch  nicht  vom  ersten  Grade,   aber  immer 
noch   homogen  in  a:  und  y,   so   kann   aie    in   der   Form   geschrieben 


Es  giebt  nun  zwei  Wege,  auf  denen  man  weitergehen 
kann;  der  erste  besteht  dann,  dass  man  die  Gleichung  nach  -r— 
iiuflöst;  eine  der  Auflösungen  möge  dargestellt  werden  durch 
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dx       ■'\x)' 
Lscutirte  Fall, 
(teht  cEariii ,  das 


oder; 

!/  =  »!/,(?). 

worin  p  für  ||  gsiolir 
ans  dieser: 

ieben  ist,     Uurcli  Differentiaiion 

r  ■ 

=/.o.)  +  .«/;wf|, 

»nd  d.l.er: 

Dies  ist  der  bereits  diacutirte  Fall. 

Der  zweite  Weg  besteht  d'ariii,  dass  man  die  Gleitbung  nach 

—  auflöst;  ftlsdann  erhält  man: 


c  folgt 


X        P—fi(p) 
Diese  Gleichung  gieht  durch  Integration : 

J  p  —flip) 

=  C  +  i>{p). 
Kliuiiuii't  Dian  j>  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

Bo  ergiebt  sich  die  Stamm gleichuiig.  Jedoch  ist  es  nicht  imm^r 
.zweckmässig,  p  zu  eliminireii,  vielmehr  kann  dasselbe  beibe- 
halten werden  als  der  Parameter  eines  Punktes  auf  der  entsprechen- 
deli  Gurve,  in  welchem  Falle  der  Gebrauch  desselben  analog  ist 
der  Anwendung  des  oxcentrischen  Winkels  bei  einem  Punkte  der 
Ellipse. 

1,  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 


(i,  so  geht  die  Gleichung  über  i 
vdv 


+  log  (1  —  i^)  +  Ug  x  =  A, 


yGoosle 


[§.  16.]  DifferentiatgleichiiTige!)  erstei*  Oiiliii 

{x^ti},—  =,''=  C. 
2.  Aufgabe.     Mai]  löse  die  öleichongeu : 


(2]        y^  +  a 


3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleicliung: 

Setzt  man  x  =  h   -f  |,  ^;  =  &  +  ij  und  wälilt    ii 

ah  -\-  hk  -^  c  ~  Q 
Äh  -\-  Bk\-  C=0 
ist,  so  geht  die  Gleiuliung  über  in : 

T"   "  'i     

"welclie  lioniogen  ist. 

Ist  iedoch  —  ^  — , 
■'ah 

verachieden  ist,  so  tonnen  die  Gleichungen,  welche  &  und  fc  he.' 
stimmen,  nicht  zusammen  bestehen.  Wird  Jeder  der  beiden  gleichen 
Bruche  gleich  m  gesetzt,  ao  ist: 

(^aa-.  ^  hy  ^  c)^^  =  m{ax  ^ly)  +  C. 

Sotzt  man : 

ax  ^  hy  ~V, 

und  hiermit  sind  die  Veränderiichen  getrennt. 

Ist  —  ^  ~  =  —  =  n,  m  ist  die  Gleichung : 
a  b  c 
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4.  Aufgabe.     Man  lose  die  Gleicliuiigeu ; 

(1)  3!,-7:t  +  7  =  (3:t-7i,-S)  Jj. 

(2)  (2a!  +  l.!/+,8)!i|  =  2j,  +  i  +   1. 
(8)  (S«:  +  5j  +  8)i|  =  7!,  +  «-f  2. 

fi.  Aufgahe.     Mau  zeige,  daES  die  Gleioliuug: 

(r+ 8"!)  ff  =  «  +  «?, 

in  welcher  F,  Q,  H  hoipogenu  Functionen  von  x  und  y  und  zwar  P  uuii 
B  von  dam  nämlioliea  Grade  sind,  durch,  die  Substitution  y  ^=  v x  gelost 
werden  kann. 

6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gloichung: 


Wünn  man  die  Curven,  deren  Gleichungen  die  vollständigen 
Stammgleichungen  homogener  Differentialgleichungen  sind,  sich  ge- 
zeichnet denkt,  so  bilden  dieselben  ein  System  ahnbcher  Cuiven 
Denn  zieht  man  durch  den  Coordinätenanfangspunkt  einen  Radius- 
vector,  welcher  alle  diese  Curven  schneidet  und  mit  dei  i-Aghae 
einen  Winkel  &  bildet,  so  wird  die  Neigung  der  Tangente  an  eine 
der  Curven  in  dem  Punkt« ,  in  welchem  dieser  Radiiisvectoi  ""le 
schneidet,  gegen  die  a!-Achse  bestimmt  durch: 

""■«  f  =  fl  =•'•  (f)  =/'  <"'""  *'' 

und  daher  sind  alle  Tangenten  in  den  Punkten,  welche  auf  jenem 
Eadiusvector  liegen,  parallel.  Es  sind  somit  die  CuiTen  eämmtlich 
einander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 


§.  18. 
Hauptform  IV. 

Es  treten  zuweilen  auch  Differentialgleichungen  auf, 
denen  eine  der  bejden  Veränderlichen  nicht  explicit  vo 
kommt-. 


yGoosle 


[§.  IM.]  Diffei'eutialgleicliuDgeu  el'st^^l•  Ordnung. 

Wir  betrachten    zunächst  diejenige   Classe,    in    der   d 
unabhängige  Veränderliche  fehlt.     Die  Gleichung   wird   dar 


K-fl)=»- 


Wie  hei  der   allgemeinen  Gleichung   unter  Hiniptform  III  kann 
11  auf  zweierlei  Art   weitergehen';     Falls    sich   dies   machen  lässt, 

inen  wir  die  Gleichung  nach  -j-^  auflösen,  so  dass  wir 


erhalten,  worin    die  Veränderlichen  getrennt   werden  können.     Die 
Stammgleicliung  wird : 

I  fiy) " 

Oder  wir  können,  wenn  es  geht,  die  Gleichung  nach  y  auflösen; 
ist  dann  eine  Lösung  dargestellt  durch 


Ik^-'^- 


m 


/.  rf  =/.w. 


so  erhalten  wir  durcli  Differentiation  nach  x: 

in  welcher  Gleichung   sich   die  Veränderlichen   trennen  lassen.      Das 
Integral  ist: 

wird  daraus  und  aus  der  Gleichung 

die  Grösse  p  eliminirt,   so   ergiebt  sich  die   Stanimgleichung.     In- 
dessen kann  es  zweckmässiger  sein,  p  nicht  zu  eliminiren. 

Wir  wollen  nun  diejenige 'Classe  von  Gleichungen  be- 
trachten, in  denen  die  ahhängige  Veränderliche  nicht  expli- 
cit  vorkommt.     Die  Gleichung  wird  dann  von  der  Form  sein: 


-(-ff)  = 


:0. 


dxdy 
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1  diese  Gleichung  geschricbon 


3  Gleicliang,  die  awr  ersten  Ciasso  geliürt  und  durch  die  bei  die- 
1  Metiioden  gelöst  werden  kann.  '  Diese  Methoden 
,  ohne  sie  erst 
die  Gleichung, 


lassen  sich  jedoch  auch  auf  die  Gleichung 
dieser  Transformation    zu  unterwerfen.     Löst 


wenn  es  geht,  i 

und  es  iat  somit  dic'Stammgleichwng; 

Oder  löst  man  sie,  falls  dies  geht,  nach  x  auf,  so  erhält  man : 
Gleichung   nach  ij  (der  fehlenden  Ver- 


DiiTeronlürt  man 
änderliehen),  so  folgt : 


p=r;(,;) 


if 


und  das  Integral  hiervon  ist : 


dy' 
'pF[{p)dp+  C. 


Wird  dasselbe  mit 

»  =  F,  (f) 
verbunden,  so  ergiebt  sich  die  Stammgleichung. 

Aufgabe.     Man  löse  dio  Gleichungen: 

«   '--U  +  HÜl 

«  1  +  (in)'  =  *^- 


'  +  ©  =1 
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Hauptform  V. 

Wenn  die  Gleichung  erster  Ordnung  7om  wten  Grade 
ist,  so  dentc  man  sich  dieselbe  nach  rotenzen  des  Differentialquo- 
tieuten  geordnet,  ao  dass  sie  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

^  j 


©"+-.(11)"+-.©""" 


+  -'-  +  -P-.j!  +  p.  =  o, 


=  0. 


in  welcher  Pi,  P^,  .  .  P„  Functionen  von  X  und  y  bczeielmen.     Be- 
trachten wir  diese  als  eine  algebraische  Gleichung  für  — ,    welche 

w  Wurzeln  ^i,  p^,  .  ■  . ,  j)„  (welches  Functionen  von  x  und  y  sind) 
besitzt,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

ai--)(ii-) (ff- 

Diese  kann  nur  dann  bestehen,  wenn  einer  oder  mehrere  der 
Factorea  auf  der  linken  Seite  verschwinden,  und  daher  wird  jede 
Beziehung  zwischen  x  und  y,  welche  einen  Fabtor  Bum  Verschwin- 
den bringt,  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
sein,  während  eine  Beziehung,  für  welche  kein  Factor  verschwindet, 
auch  keine  Lösung  sein  kann.  Nimmt  man  an,  dass  die  Stamm- 
gleiohungen  der  Gleichungen 

dx        ^'  dx        ^  dx 

(erhalten  durch  eine  oder  die  andere  der  früher  angegebenen  Me- 


9i  (^,  y<  Ol)  =  0,     91,  {X, )/,  C)  ^  0,  .  .  . ,  7-«  ix,  y,  G„)  =  0, 
so   werden    alle    möglichen  Lösungen    der    gegebenen  Differential- 
gleichung enthalten  sein  in: 

9i(*'2'.  Ci)g's(a:,Z/,C3)  ....  (p„ix,y,C„)  —  0. 
Die  Allgemeinheit  dieses  Integrals  wird  indessen  stets  gewahrt 
bleiben,  wenn  alle  Constanten  Ci,  C^,  -  ■  - ,  C«  einander  gleich  ge- 
setzt werden,  etwa  gleich  C;  denn  um  einen  Werth  yon  if  zu  finden, 
müssen  wir  irgend  einen  Factor  der  linken  Seite   der  neuen  Form 
gleich  Null  setzen,  was  eine  Gleichung  geben  würde  von  der  Fonu: 
(P,-(>',!/,C)  =  0. 
Nun  ist  C  eine  willkürliche  Conatante;  werden   derselben  alle 
möglichen  numerischen  Werthe  beigelegt,  ao  müssen  in  der  Reihe 
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der  sich  so  ergeVieiiden  Gleichungen  alle  Integrale  enthalten  sein, 
welche  in  analoger  "Weise  aus  dem  entsprechenden  Factor  des  ersten 
Products  abgeleitet  werden  können.  Daher  erhalten  wir  als  die 
allgemeine  vollständige  Stammgleiehung  der  ursprünglichen  Diffe- 
rentialgleichung : 

'Pii<«^y.C)<Pi(^,P^G) 9)„(i^.;/,C)^0. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

^'ipi  _  2xpp  +  y^  =  x^y^  +  x*. 
Hierhei  ist: 

isp  ~  y  =  ±  x(x^  +  ißf  , 
lind  diese  Gleichung  geht  durch   die  Substitution  y  -^^^  x  g  über  in 
die  folgende: 

(1  +  ^r 

I^immt  man  das  positive  Vorzoichen,  so  ist  die  Lösung : 

^  =  i  [e^+"  —  e-t^  +  ^)]  =  sink  {x  +  c). 
Bas  negative  Vorzeichen  giebt: 

n  =:  sink  (c.—  x), 
daher  ist  die  allgemeine  Losung: 

[y  —  X  sinh  (x  -\-  c)]  [y  —  x  sink  (c  —  x)]  =  0. 
2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleiclniiigeu : 

3.  Aufgabe.  Mau  lose  die  Gleichuugou; 

(1)  x'p'  +  Sijj)  +  2y'  =  0. 

(2)  aji^a  +  3a;2^j)  +  3yä  =  0. 
(S)  ,(p  +  j,)  =  «(!,  +  ,). 

(4)  p^  —  (,r*  +  3;i/  +  x/^)p^  +  («=y  +  s^^y^  +  xy^)p  ~  x^y»  =  0, 

(5)  (fflä  —  a:^]p3  ^  bx{a^  ~  x^  p^  —  p  —  hä!  =  0. 

('■>  (>~»"-|ä)f'-2f  •'+S  =  »- 

(7)  p"+(»  +  !/-2|-)r  +  l!/  + J-!(-^  =  0. 
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4.  AiifgabK.     Man   zeige,     (lass,    weun    die   allgemeius   Gleicliuüg 
liomogen  ist,  in  x  und  y,  sie  gelöst  werden  kann  iJiircli  die  SiilistitutioaeQ : 


Hiernach  löse  man  die  Gleicliiing: 

J  2  '      '     y  ^  2y 

§.  20. 
Hauptform  VI.     Die  Clairaut'acbe  Form. 
Die  Differentialgleicliung ,   welcher   diese  Bezeichnmig    gewöhn- 
lich gegeben  wird,  lautet: 


Bifferentiirt  man  die  Gleichung  nach  x,  so  wird: 

SO  dass  entweder 

dx 

ist.      Nimmt  man  das  evstere  hiervon  an,  so  erhält  man: 

j)  ^  consl  =  c, 
und  daher  lantet  die  Stammgleichung: 

^  r=cx  +/(c). 
Die  zweite  Gleichung  drückt  x  als   eine  Function  von  ß  aus; 
wird  daher  ji  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  Gleichung 

),=j)a  4-/(1') 
eliminirt,  so  erhält  man  eine  Bpziehung  zwischen  c  und  y 

Von  diesen  beiden  Resultaten  iit  das  eiste  augenscheinlich  eine 
Lösung  der  Differentiügien,hung  und  kinn  aus  ihm  sogleich  diese 
Differentialgleichung  hergeleitet  werden  denn  durch  Diftciintntion 
ergiebt  sich: 

p  —  C, 
und,  wenn  man  C  eliminirt,  so  folgt; 

■y  =  PX  +f(p). 
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Wenn  wir  nuii  zu  der  anderen  Relation  zwischen  X  und  i) 
Buräckkehreii ,  welche  durch  Elimination  Yon  p  zwischen  den  G]oi- 
chungon 

0=  »  +/wl 

erlialten  wird,  so  ist  sofort  ersichtlich,  dass  sie  keine  willkürliche 
Constante  enthält  wnd  daher  keine  allgemeine  Lösung  ist.  Indessen 
kann  sie  immerhin  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  sein;  denn 
differentiirt  man  die  erste  Gleichung,  so  erhält  man  Termöge  der 
Eweiten  Gleichung: 


wofern  nicht  etwa  -^—  v 
den  Gleichungen; 


adlich   ist.      Elimiii 


und  dieses  ist.  die  ursprüngliche  Differentialgleichung. 

§.21. 

Die  Beziehung  zwischen  den  beidenLösungen,  imPaUe 
beide  existiren,  kann  leicht  durch  geometrische  Betrachtungen 
klar  gemacht  werden.     Die  erste  Lösung 

J  =  c«  +  /(«) 
stellt  eine  Schaar  von  geraden  Linien  dar;  haben  dieselben  eine 
Enveloppe,  so  wird  diese  gefunden  durch  Difierentiatioa  der  Glei- 
ehuug  nach  c  (in  der  That  ist  dies  gleichbedeutend  damit,  dass  c 
für  dieselben  Werthe  von  x  und  y  ein  Paar  gleicher  Werthe  er- 
hält), und  daraus  folgt: 

0  =  ^   +/(c). 


*)Ei 


kann    bemerkt  werden,    Üaas  zum  Zwenke  der  Elimination  p 
Grösse  ist,   die  vermuthiich   abliängt  von  a:  und  y;   sie   braucht 
ä  y  . 


niclit   nothwendig    mehr 


Anra.  d.  Verf. 
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Das  Eeaultat  der  Elinimii.tio!i  von  c  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen wird  dasselbe  sein  wie  das,  welches  mnn  durch  Elimination 
von  p.  aus  den  beiden  Gleichungen 

p  —  px  -{-  f(p) 

erhält,  und  daher  ist  die  durch  das  letzte  Eesultat  dargestellte 
Curve  die  Enveloppe  der  Schaar  von  geraden  Linien,  welche  durch 
die  erste  Lösung  dargestellt  werden,  vorausgesetzt,  dasa  diese  Linien 
üherhaupt  eine  Enveloppe  haben. 

Eine  solche  Lösung  der  Differentialgleichung,  welche 
nicht  in  der  Btammgleichung  enthalten  ist  (die  aber  in  der 
vorher  angegebenen  Weise  aus  ihr  abgeleitet  werden  kann),  wird 
eine  „singulare  Iiösung"  genannt. 

Wir  werden  in  Kurzem  auf  eine  eingehendere  Discussion  der 
singulären  Lösungen  zurückkommen. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung; 

Die  erste  Lösung  ist; 

Die  zweite  bestimmt  sich  durch  Elimination  von  p  zwischen 


und  der  urspiünglichon  Differentiilgleichung      Eliminirt  man^,  so 
ergiebt  sich: 

y'=  lar 

Die  letztere  ist  die  singulare  I  osuni^  die  durch  dieselbe  dar- 
gestellte Curve  wird  von  allen  den  Iiinien  berührt,  welche  in  der 
Stammgleichung  enthalten  smd 

2.  Aufgabe      Man  Iobb  die  Gleichungen 

(1)  y  =  px+  (l  +  pV- 

(2)  y  ^po!  +p  —  p^. 

(3)  ayp3  +  {2  x  —  h)p  =  y. 

(4)  x'^iy  —  xp)  =  yp\ 

(5)  y  =  2xp  -{-  y^p^. 
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Es  giebt  noch  eine  allgemeinere  Form  der  Differential- 
gleichung, welche  in  ähnlicher  Weise  behandelt  worden 
kann,  nämlich: 

V  =  ^fiP)  +  9if)- 

Um  diese  zu  lösen,  diiForentiire  man  die  Gleichung  nach  x; 
dann  ist : 

p-^fip)  ■!-■  [^f'(p)  +  Q^'C-P)]^- 

oder: 

dp  '^    f(v)-P~    P-f(p) 

Diese  Gleichung   ist  linear  in  X   und   gehört  eur  Uauptform  II. 

Ist  das  Integral  derselben: 

F(x,p,c)  —  0, 
so  wird  das  Resultat  der  Elimination  von  p  Kwischcn  dieser  und 
der   ursprünglichen  Differentialgleichung  die  Stammgleichung  sein. 

J,     Man  löse  die  Gleichung  : 

X  -\-  IIP  —  ap\ 


Durch  Differentiation  nach  X  folgt: 

dp         l  X  dp 

^  '"  '^J^~  'p    ^  p^J^' 


dp        p{\  ■\-  p'^)         1  -\-  p'' 
Das  Integral  hiervon  ist: 


und  dieses  stellt  zusammen  mit  der  gegebenen  Gleichung  die  Stamm- 
gleichung dar. 

Die  Gleichung   hätte   auch   durch   Differentiation   nach  j/   gelöst 
werden  können. 
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2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungeu  ; 

(1)  X  =  i/]p  -{-  ap\ 

(2)  p^xp  +  ax{l    fy^F 

(3)  y  =  xmp  +  n{l  +  p4- 

(4)  y  ^VP^  +  2p  X. 

(5)  y{l-\-p^)^  r=nlxi-  yp). 


Atia  der Untersuehimg  m  g  21  geht  heivoi  da?«  man  znireilen 
eine  Lösung  einer  Differentialgleichung  finden  kann  welche  nicht 
in  der  Stammgleichung  enthalten  ist  eine  deiartige  Losung  enthält 
in  ihrem  Ausdrucke  kerne  wiUkuiIiche  Constante  Die  einschrän- 
kende Bedingung,  ditis  sie  niclit  in  der  StammgleichuBg 
enthalten  sein  soll,  ist  die  wichtigste  denn  min  hätte  iu  der 
letateien  dei  willkürlichen  Con'*tanteu  einen  speciellen  Werth,  etwa 
den  Werth  Null,  beilegen  kinnea  woduich  sich  luoh  eine  Lösung 
ohne  eine  willküibche  Constinte  ergel  en  haben  wurde;  dieselhe 
würde  ahei  nicht  von  dei  ingegebenen  Beschaffenheit  sein. 

Wir  gehen  nun  uhei  zut  Datierung  dei  Theorie  dieser 
singulären  Losungen  der  allgemeinen  Ditferentialglei- 
uhung  erster  Ordnung,  die  sich  schreiben  läast  in  der  Form: 

Ist  die  Differentialgleichung  entweder  linear'  oder  in 
ein  System  von  rationalen  linearen  Gleiobungen  Zerlegbar 
(wie  bei  der  Hauptform  V),  so  hat. sie  keine  singulare  Lösung; 
jede  Lösung  derselben,  die  anscheinend  von  dieser  Beschaffenheit 
ist,  ist  nur  ein'  particuläres  Integral,  welches  aus  der  Stammgleichung 
dadurch  abgeleitet  ist,  daaa  man  der  darin  enthaltenen  willkürlichen 
Constanten  einen  speciellen  Werth  beilegt.  Für  den  vorliegfenden 
Zweck  kann  daher  die  Gleichung  in  p  als  unzerlegbar  betrachtet 
werden;  wäre  sie  in  Faotoren  zerlegbar,  die  nicht  linear  sind  und 
sich  nicht  in  lineare  Factoren  auflösen  lassen,  so  würdeh  wir  der 
Reihe  nach  jeden  dieser  unzerlegbaren  Factoren  betrachten. 

Wir  können  daher  gj  =  0  als  eine  rationale  und'  irreductible 
Gleichung  mten  Grades  betrachten.  Wir  werden  jedoch  fenler  no'cli 
annehmen,  dass  (p  eine  eindeutige  Function  ist,  und  dass  sie  keinen 
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von  2)  imabhäugigen  Factor  enthält ;  würde  ein  solcher  Factor  bei- 
behaitan  und  gleich  Null  gesetzt,  so  würde  er  zwar  die  Gleichung 
befiriedigen,  aber  nicht  den  Differentialc[uotienten  enthalten.  Treten 
in  irgend  einem  Falle  solclie  Factoren  auf,  so  nolimcn  wir  an,  dass 
sie  zunächst  weggeschafft  werden. 


Aus  den  in  der  Einleitung  angeführten  Betrachtungen  folgt, 
dass,  wenn  x  und  y  die  Cobrdinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene 
sind,  die  Differentialgleichung  eine  Sohaar  von  Curven  in  dieser 
Ebene  bestimmt,  welche  von  einem  einzigen  unabhängigen  yerander- 
lichen  Parameter  abhängen ;  und  da  die  DifEerentialgleichnng  in 
jedem  Punkte  eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Linie  ihrer  Rich- 
tung nach  bestimmt,  so  wird  es  n  durcJi  die  für  den  bctrciffenden 
Punkt  geltenden  Werthe  von  j)  bestimmte  Kichtungen  und  daher 
n  Curven  geben,  welche  durch  jeden  Punkt  in  der  Ebene  hindurch 
gehen. 

Um  dieses  System  algebraisch  darzustellen ,  brauchen  wir  eine 
rationale  algebraische  Gleichung  von  der  Form : 

/(a-,  y,  Ci,  <h,  ■  .  :  c„)  ~  0, 
in  welcher  die  Constanten  ebenfalls  rational  und  algebraisch  sind. 
Da  aber  aur  ein  einziger  unabhängiger  Parameter  erforderlich  ist, 
so  werden  zwisolten  diesen  »w  Constanten  m  —  1  algebraische  Rela- 
tionen bestehen.  Ferner  wird  diese  Function  /  eindeutig  sein ,  und 
jeder  Factor,  welcher  x  und  ^  (oder  eine  von  beiden),  aber  keine 
von  den  Constanten  enthalt,  wird  aus  ihr  aus  dem  nämlichen  Grunde 
wegzuschaffen  sein,  welcher  uns  zur  Beseitigung  analoger  Factoren 
aus  der  Differentialgleichung  veranlasnte.  Da  die  Differentialglei- 
chung nicht  in  einfachere  Gleichungen  von  niedrigerem  Grade  auf- 
lösbar ist,  so  ist  die  algebraische  Gleichung  ebenfalls  nicht  zerlegbar; 
denn  wäre  sie  es,  sn  würde  zu  jeder  algebraischen  Gleichung  von 
niedrigeren?.  Grade  eine  entsprechende  Difftirentialgleiohung  von 
niedrigerem  Grade  gehören  —  ein  Resultat,  das  nach  der  Voraus- 
setzung ausgeschlossen  ist.  Und  der  Grund ,  weshalb  wir  m  Con- 
stanten, die  durch  m  —  1  Relationen  Terhunden  sind,  in  die  Func- 
tion aufgenommen  haben  an  Stelle  einer  einzigen  Constanton,  ist 
folgender;  Die  Gleichung  im  letzteren  Falle  würde  dieselbe  sein, 
wie  diejenige,  welche  man  im  ersten  erhalten  würde,  wenn  man 
sammtliche  Con''tanten  mit  Aufnahme  einer  einzigen  eliminirfe,  und 
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da  diese  Elimination  gewölinlich  Operationen  (z.  B.  Erhobungen 
aiim  Quadrat  u.  a.  w.)  iiöthig  macht,  welche  andere  als  die  ge- 
wünschten Gleichungen  einführen,  so  wird  die  Folge  daTOn  sein, 
dass  die  Endgleichung  mehr  ausdrückt,  als  die  eine  gesuchte  Glei- 
chung. Man  nehihe  z.  B,  an,  dass  man  auf  irgend  einem  Wege  ein 
Integral  erhalten  habe  in  der  Form: 

\x'^  -\-  y''  —  a  (x  coa  K  +  Ji  sin  «)|^  =  «*  (x^  +  ;/'), 
oder,  indem  man  zu  algehraischen  Constaiiten  übergeht: 

{^s  +  ^^  —  a  (Ix  +  my)]^  =  «^(a:^  +yä), 
w  bei  ian      I  p  Conätant  n  det  B  dm^un^  uateiheg  n 

!     1    »    =1 
Alsdann  wiid    lie   entsprechende  Gleichung     w  Ichc  nui    e  ne  toi 
die^ien  Con^tanten   z   B   in   allem  enthält  nicht  nn  jene  Gle  cliung, 
sondern  auch  die  folgende 

{i^  +  y   —  a{—  li  +  my)]"  =  a  {z'  -\-  /) 
darstellen     mit    deiselben  emachiankeiiden  Bedingung     uil  daher 
wuide  sie  nicht  blo^-*  dei  eisten  von  diesen  aimvalent  sein 

^u  haben  fernei  duiuh  jeden  Punkt  in  dei  Flene  !?Cuven 
daher  mus^  die  Gleicbunq;  /  :^  0  zusammen  mit  den  m  —  1  Rela- 
tionen zwischen  den  Constaaten  fui  jeden  Pankt  n  WerthB^stpme 
für  diese  Constanten  liefern  Wird  die  Gesammtheit  doi  Constanten 
mit  G  bezeichnet,  so  wird  G  in  jeiem  Punkte  dei  Ebene  n  Weithe 
haben. 

§.  3S. 

Wir  wollen  nun  die  Bildung  der  Differentialgleichung 
aus  der  Stammgleichung 

betrachten.  Dieselbe  wird  erhalten ,  wenn  man  die  Constanten  aus 
den  »s  ^  1  Relationen,  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  Gleichung 

dx^  dy  dx 

Man  nehme  aber  an,  dass  iie  Grössen  C  durch  Functionen 
von  X  ersetzt  ^^ürden;  dann  wird  die  Ableitung  der  Differential- 
gleichung in  derselben  Weise  geschehen,  wie  vorher,  nur  dass  für 
die  Ii'tzte  Gleichung  zu  setzen  ist: 
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vird  genau  dasse 

dc  dx 


=  0 


Soll  diese  Gleichung  Ijefriedigt  werden,  sü  aiuss  entweder 
— —  ::=  0  sein,  wodurch  C  constant  Weiht,  oder  ea  muas  C  bestimmt 
werden  durch 


=  0. 


Wird  dei   si  liestimmte  Wertb  von  C  in   die  Function  /  auh- 
stituirt,  so  konnin  wu  somit  im  Allgemeinen,  um  eine  Lösung  der- 
selben Diifeieiiti*lgleii,hun.g   zu  erhalten,    die  Discriminante   von/ 
nach  G  gleich  NuD  setzen  was  wir  in  der  Form  schreiben ; 
Di'dcJiJi,y,G)^  0. 


Der  hierdurch  dargestellte  geometrische  Ort  ist  der 
Ort  aller  Punkte  der  Ebene,  in  denen  die  Parametercon- 
atanten  C  zwei  oder-metr  gleiche  Werthe  haben.  Derselbe 
wird  demnach  in  sich  sohUesBen: 

1.  Den  Ort  aller  Knotenpunkte  (Doppelpunkte,  dreifache 
Punkte  u.  a..  w.)  des  '^^stem?  voq  Curven;  denn  in  jedem  solchen 
Punkte  giebt  es  je  nach  dei  Anzahl  von  Curvenzweigen ,  die  durch 
ibn  hindurch  gehen  zwei  odei  meht  einander  gleiche  Werthe  von 
C,  da  die  Zweige  zu  emei  und  derselben  Curye  gehören. 

2.  Den  Ort  aller  Spitzen  des  bystems  aus  ähnlichen  (Jründeii. 

3  Die  Bnveloppe  des  Svtenis  von  Curven,  die  entweder 
eine  einzige  Cuive  oder  au?  mehreren  Curven  zusammengesetzt 
sein  kann  Denn  jedei  Punkt  dei  Enveloppe  kann  als  zu  zwei  ver- 
schiedenen aber  auf  einander  folgenden  Curven  des  Systems  gehörig 
betiichtet  weiden  da  die  Conitanten  dieser  auf  einander  folgenden 
■  Curven  Rchhesslii-h  8leii.h  weiden  (In  dem  Falle,  wo  die  Enveloppe 
aus  mehreien  Cuiven  zusammengesetzt  ist,  kanu  es  vorkommen, 
dasi  eine  von  diesen  nur  eine  »lecielle  Cuive  des  Systems/(a;, «/,  C)  =  ü 
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ist;  dann  ist  aber  iLre  Gleichung  auszuschliessen,  da  sie  ein  parti- 
culäres  Integral  darstellt.) 

Diese  drei  geometrisclien  Oerter  wollen  wir  bezüglich  nennen 
deu  Ort  der  Knotenpunkte,  den  Ort  der  Spitzen  und  die  Enveloppe. 

§■  27. 

Wenn  wir  nun  die  Differentialgleicliung 
^  (^,  J/.  f)  =  0 
zusammen  mit  dem  System  von  Curven  betrachten,  deren  Gleichung 
ihr  allgemeines  Integral  bildet,  so  ist  klar,  dass  die  Enveloppe 
des  Systems  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist; 
denn  in  jedem  Punkte  der  Enveloppe  (welches  ein. Punkt  auf  zwei 
auf  einander  folgenden  Curven  ist)  ist  die  Richtung  der  Taugente 
dieselbe,  wie  die  Richtung  der  Tangente  jeder  dieser  beiden  Curven 
in  dem  betreffenden  Punkte,  und  da  die  Differentialgleichung  durch 
die  Grössen,  welche  zu  einem  Element  einer  Curve  des  Systems 
gehören,  befriedigt  wird,  so  muss  sie  auch  durch  diese  (unveränder- 
ten) Grössen,  welche  zii  dem  Element  der  Enveloppe  gehören,  be- 
friedigt werden. 

Der  Ort  der  Knotenpunkte  ist  jedoch  keine  Lösung 
dei  Diffeieutialgleichung;  wäre  dies  der  Fall,  so  würde  die 
Difleientialgleichung  befriedigt  werden  durch  die  Werthe  von  a;  und 
y  in  irgend  einem  Knotenpunkte  und  den  entsprechenden  Werth  von 
p  m  demselben  Punkte  des  Ortes  der  Knotenpunkte.  Erinnern  wir 
uns,  dass  der  Oit  der  Knotenpunkte,  durch  eine  Reüie  von  Punkten 
auf  unserem  Cuivensystem  gebildet  wird,  so  sind  bekanntlich  die- 
jenigen Werthe  von  jp  in  jedem  solchen  Punkte ,  welche  die 
pifferentialgieichung  befriedigen ,  gerade  die ,  welche  durch  die 
■durcli  diesen  Punkt  gehende  Curve  des  Systems  bestimmt  werden. 
Da  aber  die  Tangente  des  Ortes  der  Knotenpunkte  in  einem  solchen 
Punkte  im  Allgemeinen  nicht  zugleich  Tangente  an  einem  der  Zweige 
der  Curve  des  Systems  in  diesem  funkte  ist,  so  folgt,  dass.  der 
Werth  von  p  für  den  Ort  der  KnotenpTjnkte  verschieden  ist  toh 
denjenigen  Werthen  von  p  für  die  Curve  des  Systems,  welche  zu- 
sammen mit  den  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes  die  Diffe- 
rentialgleichung  befriedigen.  Und  nur  durch  Zufall  könnte  es  ge- 
schehen, dass  der  Werth  von  p.  für  den  Ort  der  Knotenpunkte  über- 
einstimmt mit  einem  der  anderen  Werthe  von  p,  welche  nicht  zu 
der  Curve,  auf  welcher  der  Knotenpunkt  liegt,  gehören,  sondern 
durch   andere    durch   diesen  Punkt    gehende  Curven   des   Systems 
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geliefert  werden.  Es  wird,  daher  der  WerUi  von  p  für  den  Ort  der 
Knotenpunkte  ausammen  mit  den  Coordinaten  dieses  Punktes  die 
Differentialgleichung  nicht  befriedigen,  und  somit  wird  der  Ort  der 
Knotenpunkte  keine  Lösung  der  Differentialgleichung  sein. 

Genau  analoge  Betrachtungen,  angewendet  auf  den  Ort  der 
Spitzen,  führen  zu  einem  ähnlichen  Schlüsse;  —  der  Ort  der 
Spitzen    ist  keine  Lösung   der  Differentialgleichung. 

§.28. 

Die -Gleichung  der  Envsloppe  des  Systems  kann  nun 
aus  der  Differentialgleichung  allein,  d.  h.  ohne  dasa  man  die 
Stammgleichung  kennt,  abgeleitet  werden.  In  jedem  Punkte 
der  Enveloppe  lallen  mindestens  zwei  der  Zweige  der  verschie- 
denen Curven  ihiei  Eichtuni;  nach  ausammen;  wir  werden  daher 
in  jedem  aolchen.  Punkte  gleiehe  Werthe  von  p  haben,  die  'zu  ver- 
schiedenen aber  auf  euiander  folgenden  Gurren  gehören. 

Wenn  wir  nun  die  Bedingung,  dass  zwei  Werthe  von  p  gleich 
sein  sollen,  mittelst  der  Gleichung 

dp 
ausdiuüken    uni  p  zwischen   dieser    unl  dei   uispiungbchen  Glei- 
chung eliminiren  (d  i  die  Disciimmante  von  ff  gleich  Null  setzen), 
Bo  wird  dei  duich  die  Gleichung 

dii^eF-tellte  Oit  dei  Ort  solcher  Punkte  sein  m  de  eu  7wei  Werthe 
von  p  emandei  gleich  sind  und  dieser  wud  oftenbii  die  Enveloppe 
mit  enthalten 

4.her  lussei  dei  Enveloppe  wird  diese  Gleichung  auch  den 
georaetiiSL.hen  Ort  lUei  Punkte  geben 

1)  m  denen  zwei  Zweige  deiselben  Curve  einander  berühren, 
d  h  sie  wild  alle  Spitzen  bestimmen,  sie  giebfc  dahei  wie  vorher 
den  Ort  dei  Spitzen , 

2)  in  denen  zwei  verschiedene  aber  nicht  auf  einander  folgende 
Curven  sich  beruhien,  dieser  Ort  wird  der  Ort  der  BerührungB- 
punkte  genannt  Wenn  z.  B.  zwei  Schaaren  von  concentrischen 
Kreisen,  eine  um  je  einen  von  zwei  Punkten,  gegeben  sind,  so  wird 
die  gerade  Linie,  welche  die  Mittelpunkte  verbindet  (und  nach  bei- 
den Seiten  verlängert  ist),  der  Ort  der  Berührungspunkte  von  je 
zwei  Kreisen  sein,  von  denen  jeder  au  einem  anderen  Systeme  gehört. 
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Wie  zuvor  ist  der  Ort  der  Spitzen,  da  er  keine  Lösung  ist, 
beiseite  zu  lassen ;  und  genau  analoge  Gründe  wie  diejenigen,  welche 
uns  zur  Verwerfung-  des  Ortes  der  Knotenpunkte  veranlassten, 
zeigen,  dass    auch    der   Ort    der    Berührungspunkte    keine 


§.29. 

Demnach  wird  vua  allen  diesen  geometriachen  Oertern 
nur  allein  die  Gleichung  der  Enveloppe  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  darstellen,  und  dieae,  und  zwar  diese 
allein,  nennen  wir  die  „singulare  Lösung"  der  Differential- 
gleichung Jedei  Weg  die  Enyeloppe  zu  finden  kann  zu  einigen 
der  andeienOeiter  fuhren  die  wie  wir  soeben  gesehen  haben,  keine 
Li'ungen  smd  und  es  ist  daher  in  jedem  besonderen  Falle, 
wofein  mcht  die  erhaltene  Gleichung  augenscheinlich  die  Enveloppe 
und  nichts  weitei  als  die  Enveloppe  dai  teilt  nothwendig,  sich 
zu  überzeugen  ob  das  Resultat  dei  Diffeientialgieichung 
j,enugt  Sollte  dies  nicht  dei  Fall  sein  so  kann  es  möglich  sein, 
die  Gleichung  in  andeie  emfacheie  zu  zeilegen  und  eine  oder  meh- 
leie  von  diesen  können  dann  die  Diffeientitlgleiohung  befriedigen; 
diese  weiiäen  dinn  die  singulare  Losung  bilden  und  diejenigen, 
welche  dei  Diffeientialgieichung  nicht  genügen  werden,  sich  als 
Oertei  eiwe  se  i    welche  den  voihei  =ius  emandei  gesetzten  Prineipien 

§.30. 

Es  ist  selbstverständlich,  dasa  eine  irreductihle  Differen- 
tialgleichung nicht  nothwendig  eine  singulare  Lösung  zu 
haben  braucht.  Man  bezeichne  k.  B.  die  Discriminantc  in  Bezug 
auf  p  von 

mit  V,  wo  U  eine  Function  der  veränderlichen  Coefficienten  von  jp 
in  dieser  Gleichung  ist,  und  nehme  an,  dass  U  sich  nicht  in  ein- 
fache Factoren  zerlegen  lasse. 

Ist  die  Gleichung  U^=  0  eine  Lösung  der  Differentialgleichung, 
so  beatimmt  sich  der  Werth  von  p  aus  der  Gleichung : 

du  ,  du 
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^0 


du  ] 

identisch  bestehen  für  die  Wertbe  von  x  und  y,  die  durch  die  Glei- 
chung XJ  ^=^  ü  verbunden  sind;  mit  anderen  Worten,  es  muss  eine 
Relation  zwischen  den  Coefficientec  von  p  va  ip  und  ihren  Differen- 
tialq^uotienten  nach  x  und  y  bestehen.  Dies  wird  aber  im  Allgemei- 
nen nicht  der  Fall  sein. 

Betrachten  wir  inshespndere  die  Gleichung  zweiten  Grades  in 
der  Form: 

Lp^  4-  2  JHj)  -f  ff  =  0, 
so  ist  die  singulare  Lösung,  wenn  eine  solche  existirt,  S  =  0,  wo  S 
entweder  gleich  LN  —  Ä'  oder  ein  Factor  hiervon  ist.    Im  All- 
gemeinen lässt  sich  LN  —  JH*  nicht  in  Factoren  zerlegen,  und  es 
ist  selbst  keine  Lösung,  wofern  jj.iciit 

\dx/  dxdy  \dyj 


Allgemeinen  zwei  un- 
tmmung  von  x  und  y  als 


;hung  von  der  For 


ist,  wobei  LN=:  M';  und  dies  würden  i 
abhängige  simultane  Gleichungen  zur  Bestin 
von  einander  unabhängige  Grössen  sein.  Wi 
ist  die  Stammgleichung  der  Differentialgleii 

L'c"^  +  2M'c  -I-  .;tf'  =  0, 
und,  wenn  dies  eine  algebraische  Gleichung  ist,  so  wird  es  eine  all- 
gemeine Enveloppe  geben,  die  enthalten  ist  in 

L  N   —  M     =  Q 
unddid  gl       L        gmwdDEklingd         h 

baren  "W  1  rs^       h      1    gt        dm  Um  t     d      d        da        I  t  g  al 
gleichung   gwlnll         jti      nlt      Frm      tnddh       m 
AOgem        nkinEnlpphtlAnlmn         dm        t 
Falle    —    w  d       D  ff     nt    Igl     li     g  ngul        L    u 

hat—  mdulAnlm  dmd  — w        dt 

dente  Gl     hung  Sj  t  m  (  nut  tl   J       F 

veloppe  darstellt  —  ), 

*)  Vgl.  Cayley,  Mees.  o/ Math.  Vol.  VI,  p.  S3— 37  Dia  Theoiie  dsi 

singnläi'en   Lösungen   von  Differential gleichuDguJi   ei-stei  Oidnuny    ao  wie 

sie  gegenwärtig  angenommen  ist,  ist  zuerst  von  Cayley  gegeben  wnideu 

iö  deu  Meas,  of  Math.  Vdl,  II  (107^),  p.'e— 1^.  \.iiii     A    \pii 
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Wir  gehen  nun  über  zur  Betraclitung  einiger  ;illge- 
meinen  Beispiele  der  Theorie, 

1.  AttfgElbO. 

P''V  +  P(x:--i/)  —  x  =  U. 
Die  Bedingung,  dasa  p  gleiche  Werthe  haben  soUe,  ist: 

ix  —  p)^  +  i3:y  =  0, 
d,  i. 

y  =  —  X, 
und  dies  ibt  keine  Lösung.   Nun  kann  man  die  Gleichung  schreiben: 

(p  -  1)  ipy  ±  X)  r=  0, 
und  die  Lösungen  hiervon  sind: 

y  —  X  —c    und    y'i  -\-  x^  =  c. 
Die  verschiedenen' hierdurch  dargestellten  Cur ven  erkennt  man 
leicht. 

Es  ist  dies  ein  Beispiel  zu  der  Bemerkung  (§.  23),  dass,  wenn 
die  Gleichung  in  lineare  und  rationale  Factoren  zerlegbar  ist,  die- 
selbe keine  sioguläre  Lösung  besitzt. 

In  jedem  Falle  soll  die  entsprechende  Figur  gezeichnet  werden. 

2.  Aufgabe. 

p'^y^  cos''tt  —  2po:y  sin'^tx  +  */^  —  x'^sin^oc  :=  0. 
Die  Bedingung,  daas  p  gleiche  "Werthe  habe,  ist: 
x'^  y''  sin*a  ^=  y*  cos'«  («/'  —  x*  s*k^w), 
d.i. 

(ic^  sm-M  —  y^  cos^a)  y'^  =  0, 
d  aller : 

J=  1    7  =  ±      / 

Die  St      mgl     h     g     t 

+  y    -  2        +  «  =  f 

und  die  Bed  d  h  f d       gl     1     W    tl       rgeben,  wird: 

oder: 

J  =  ±       t      J 

Die    du    h      b  g      Gl  h           1    f^    t  11t  f  ven    sind   eine 

8cha.ar  von  K               1  E       1  pp      1      b  d  geraden  Linien 

y  :r=  -^x  ta  gK        ddi  glld          gl  L  snng  bilden. 

Die  Li           =         t         tibi  p  ikte. 
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3.  Aufgabe. 

4p^T(x  —  (,)  (1  —  hi  =  {W  —  2  1  { ,  -\-  b)  +  ab\\ 

Die  Boimgung    da9S  jj  gleiche  WeitliP  innelime   ist: 
i  (a:  —  «)  (t  —  I))  |3  t"  —  2r  (fl  +  6)  +  «&}■  =  0. 

Die  St  immgleichung  ist 

(,  +  «)'  =  r  (1-  -  o)  (>  -  I) 
und  die  B^dmaung  dasa  c  gleiche  Wcrthc  haVi  n  sollo   ist: 
i(x  —  a)  (y  —  b)  =  0 

Die  Differentialgleichung  wiid  befriedigt  duich  r  ^  0,  x=^  a, 
X  :^  b  (und  die  zugehoiigen  unendlich  grossen  Werthe  von  p),  und 
dieses  smd  singulaie  Losungen  Der  nocb.  abno.  bleibende  l'aotor 
in  der  Di  sei  imm  ante  in  Bezug  aut  p  giebt 

3x  =  a  +  b±{a'--ah  +  b") 
und  die  hieidmch  daigestellten  Linien  ^md  Oirtei  dei  Berührungs- 
punkte 

Die  Cmve 

H  ^J  (<  -  ü)  tr-  b) 
(0  ■<  u  <;  t)  besteht  lus  einem  Ovil  welches  die  a.  Achse  in  dem 
Anfangspunkte  und  m  der  Entfernung  a  von  diesem  schneidet,  uad 
aus  einei  eiuei  Parabel  ähnlichen  Cuive  welche  die  j^-Achse  in  der 
Entfernung  Ö  vom  Anfangspunkte  schneidet.  Die  Tangenten  iii  allen 
diesen  Punkten  sind  parallel  dei  3/  Achse  Das  ^stem  der  Ourven 
erhält  man  wenn  man  diese  Cuive  paiallel  zui  if  ichse  fortbewegt. 
Die  geladen  Lmien  x  =  0  r  =  a  ^  =  t>  sind  Enveloppen  des 
Systems  Die  Linie  3  x  —  (a  +  6)  —  («=  —  ab  -f  b^)"^»  ist  der 
Ort  reeller  Berührungspunkte,  und  die  Linie  B  X  =  (a  -\-  b)  '\- 
{a''  - —  ab  -\-  fe^jV'  der  Ort  imaginärer  Berührungspunkte. 

4.  Aufgabe.  Setzt  man  in  der  vorigen  Aufgabe  a  ^b  und 
hebt  den  Factor  {x  —  «)'  weg  (§.  23),  so  wird  die  Differential- 
gleichung ; 

4a;i(ä  —  (3  a;  —  »}'. 
Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  Wertho  annehmen  aolle,  ist ; 

X  (33:  —  ay  =  0. 
Die  Integralgleichung  ist; 

(!/  +  c)>  =  I  (i  -  o)', 
und  die  Bedingung,  dass  c  gleiche  Werthe  annehmen  solle,  ist: 
«(»  -  .)'  =  D. 
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Beiden  BKdmgungeii  gemein ^uliaftlich  ist  x  =^  0,  welckes  (zii- 
1  mit  dem  entsprechenden  unendlich  gioasen  Werihe  von  p) 
eine  IriisnUo  dei  Gleichung  und  diher  eine  "iLrigul&re  Lösung  ist. 
Jede  Cnrve  de^  bjstem^  h^t  einen  Poppelpunkt  der  Ort  derselben 
lat  3!  ^=  a    welches  Bomit  ein  Ort  dei  Knotenpunkte  ist.    Die  Linie 

3'  ^  —  a  i'.t  ein  Ort  dei  Beiulnunj,spunktp 

6   Aufgabe      Ii    dei   Tongen  Aufgabe  setze  man  a  ■=  0  und 
hclt   dtn  F  et  I  j:  weg     dmn  ist  die  Pifteientialgleichung: 
ip^  =  9a;. 
Die  Bedingung,  daas  p  gleiche  Werthe  habe,  ist: 

a;  =  0. 
Die  Stammgleicliuug  ist: 

(s  +  »)■  =  «■, 

und  die  Bedingung,  dass  C  gleiche  "Wei-the  annelime,  wird: 
a^«  =  0. 

Die  Differentialgleichung  wird  durch  x  =  0  (nebst  dem  ent- 
sprechenden unendlich  grossen  Werthe  von  p)  nicht  befriedigt.. 

Die  Curve  y^  =  X^  ist  die  semicubisehe  Parabel,  welche  eine 
Spitze  im  Anfangspunkte  hat ;  und  das  ganze  System  wird  erhalten, 
wenn  man  die  Curve  parallel  zur  »/-Achse  fortbewegt,  so  dass  x^O 
der  Ort  der  Spitzen  und  daher  keine  singulare  Lösung  ist. 

e.  Aufgabe. 

p3  —  i^jfp  4-  8j/5  =  0. 

Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  Wertlie  annehme,  ist: 

2*    —  ^  «  i/    —     - 

Die  Stammgleichung  ist: 

^^c(x~  c)\ 
und  die  Bedingung,   dass  c  gleiche  "Werthe  annehme,  wird  erhalten, 
wenn  man  c  zwischen  dieser  und  der  Gleichung 

(«  -  c)  (I  -  S  „)  =  0 
eliminirt,  so  dass 

4 
entweder  )/  ^^  0     oder     y  ^  ■—  x^ 

ist,  in  üebercinfitiramung  mit  der  ersten  Bedingung.     Beide  genügen 
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der  Differentialgleichung i  die  erste  von  diesen  Gleichungen  ist  aber 
ein  particuläres  Integral  (entsprechend  C  ^=  0)  und  wir  betrachten 
daher  die  letate  allein  als  die  singulare  Lösung. 

7.  Aufgabe,  Mau  Buche  die  Stamm gleiohuDgen  nmS  die  siaguläien 
Lösungen  (wenn  Eolehe  esistiren)  von  den  folgendeu  Gleichungen  und 
untersuche  die  Natur  der  Oerter,  welche  keine  Lösungen'  sind,  aber  zu- 
gleich mit  der  siuguiaren  Lösung  gefunden  werden : 

(0)  xp^  —  2tip  -}-  ix  =^  0. 
S  tainni  gleich  ung; 

x"  =  c  {y-  e). 
Singulare  Lösnngeu : 

(;ä)        (x^  —  n^l  pa  -  2^1/2.  -  ^2  ^  0. 
Stamm  gleichung : 

Singulare  Lösung: 

X'  +  y'^  =  a\ 
Ort  der  Berührungspunlite; 

(y)  p^  +  a^p  =  y- 

Stammgleichung : 

(2i'  +  S,,j  +  t)'  =  t{x'  +  ,)'. 
Keine  singulltre  Lösung, 
Ort  der  Spitzen; 

it'  +  J,  =  0. 

((f)  a:yv'^  -\-  Ix'  —  y^  ~  h'^]  p  -  3:y  —  0. 

(<)  (1  -  j'l  ])■  =  1. 

(!)  p'  (1  -  i")  =  1  -  y: 

W     IS«!  -  oj,)>  (»■  +  •V)  =  «"(i +  •?)'■ 

Fernere  Beispiele  kommen  vor  in  der  Abhandlung  von  Cayley, 
Mess.  of  Math.  Vol.  TE  (1.  o.)  und  in  einer  von  J.  W.  L.  Glaisher^ 
Meäa.  of  Math.  Vül.  Xn  (1882),  p.  1—14. 

Var mischte  Aufgaben. 

1.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  y  ~  xp  ~  X  -\-  yp. 
(21  a  {xp  ^-.2^/)  =  xyp. 
(3)  co-^^y^  p^ 

(i)  my  —  nxp  =r  yp^. 

(5)  p3  =  y*  {y  +  xp). 
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|6) 

1^   +   J>   =   0  1,). 

P) 

xSpt  ^  x^iff,   1-  a3  —  0. 

(8) 

ax^yp  4-  j;  =  2xp. 

(91 

ji»  +  3*/p  cot  a;  —  y^. 

(10) 

,-2xf^f{x^]. 

(11) 

t' -^' =/(!/'-•  sr). 

(12) 

(i-r)"-.-'»  =!.".-■.. 

(13) 

(«I    |-,i.)'  =  (l  +y>)  (j>  +  >ii> 

(14) 

(1  +  Cya  _  S^a^jj)  =  Sa;yä  _  x 

(15) 

up  +  ixp  =  x^y^icy  +  cxip). 

(16) 

HP  (x-  Ar  t'  +  «')  +  •  ix'  f  t'  -  II' 

(17) 

Ixp  -  s)=  =  r"  -  2  1  p  +  1. 

(18) 

(xp  -  #  =  »  (1  +  ,,<)  Ix'  +  ,•) 

(19)  (aS  -f-  3;2)ä  p  -f  3,  =  (aä  H-  a^ajä  -  x. 

(20)  .y  =  pa;  -I-  (1  -I-  p^)^  (p(x^  Jr  ri- 

(21)  (a;  cos  ^  +  y  sin  '^  y  =  (y  sin  ^  -  x  co»  |)  xp. 

(22)  (.£3t/e-i-a^i/«-|-a;j(-f  1)  yM<^y^-^^y^-~^y-¥'^)'^P^'^- 

(23)  {(K*  -  !/=)  sin  u  +  2a.!/  cos  «  -  y  {x^  -|-  2/3)2(  p  ^ 

=  %xysina^  {x^-y^)  v.m<i\x{x^  ^y-^)i. 

2.  Man  zeige,  dass,  wenn 

»  =  1  +  A,Ji -h  i  A,i' +  i  ^, ,«•  +  ■-- 
ist,  wobei  clje  Grössen  Ä  durch  die  Relation 

i,  =  mJ.-. -i  (m-l)  (.1.-2)  A.-. 
mit  einander  vevbuudan  siad,  die  Gleisliuiig  gilt; 

log  \u{l^x)^)  =  Lx  +  ^x'^. 

3.  Man  integrire  die  Gleldiiing: 

cos  S  [cos  »  —  sin  esin  (o)  ti  9  +  cos'ip  (cos  gi  —  sin  a  sin  3-)  d  9)  =  0. 
Man  zeige,  dass,  wenn  die  willkürliolie  Conetante  durch  die  Bedingung 
bestimmt  wird,   dass  die   Gleioliung  dttrob   die  Werthe   (0,  n)   von  {-S-,  (p) 
befriedigt  werden  solle,  die  Gleichung  hefriedigt  wird,  wann  man  9-\-  ip^r^a. 

4.  Man  beweise,  dass,  wenn  die  Gleichung 

cyix  -  (ü  +  o  +  bx)iy  -  nx^xä,  -yix)  =  0 
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mittelst  der  Substitution 

m   eine   Gleicliung   zwischen  «  nnd  x   tvaneformirt   wird,  die   Teränder- 
liolien  aeparirt   sied,   und  bringe'Idie  Gleichung   üuroli  die  fernere   Sub- 


wo  ß  nnd  j?  passend  zu  bestimmen  sind,  auf  die  Form: 

^  =  ^y 

5,     Man  bringe  die  Gleichung 

axyp^  -t-  («2  —  ay"  —  h)  p  —  xtj  =:  0 
auf  die  Clairaut'sclie  Form  und  löse  darauf  die  Gleithnng. 
Man  löse  die 


ln^^elhl   <    -]-   i  +  j,  =^  (.  ist 

6     Mau  zeige    la  =   wenn  g^  und  »/j  L  singen  smd  der  Gleichung: 


dy 


-\-Py^Q 


n   rn    P  uni  §  F  mi-t  onen  v  n       Ule  n  sul   ml   /    —  »/iS   gesetzt  ist, 
al'ilinn      »«„elifn  ist  iui  h 

wo  (I  eine  willkürliche  C  uitante  ist 

7     Man  zeige   dasa  die  Veranderhchen  m   lei  Gleichung 


separirt  weiden  können  dui^oh  die  foubstitntion  v^u-^v  und  y  =  hu  —  «, 
vora  iBgesetzt   dass  l  passend  gewählt  ist   und  mtegnre  die  Gleichung. 

8     Man  zeige   dass  die  Gleichungen 

y  —  -H   =z  a  {y-  -^- p)    und    y  —  s  p  ^  f  (l -}-  x^p) 
aus  einer  gemeinachafthchen  Stammgieiohi  ng  abgele  tet  werden   können, 
und  bestimme  die  ietztcic 

Sind  die  beiden 

x-\-p[l+p^}      =tt     und     </-(l+p-)    ^=h, 
und  ebenso  die  beiden 

yp  =r  aa     und   y^  (1 — p^)  :^  6 
auch  je  aus  derselben  Stammgleichung  ableitbar? 
9.     Maa  integnre  die  Differentialgleichung; 
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Eiuc  Tangtutü  einei  Curve  m  ii^end  einem  Punkte  P  aclmeidet  die 
Tangente  und  Noimile  pmes  feiten  Piinktea  0  der  Curve  iu  den  Punkten 
M  und  -W  und  es  ist  das  ßechteok  OMPN  construii-t.  Man  tiestimme 
<iie  Curve  von  der  Beschaffenheit,  dass  das  Dreieck,  welches  von  den 
Tangenten  in  iigend  drei  Punkten  P,  Q,  if  gebildet  wird,  gleich  dem 
von  den  entsprechenden  Punkten  P',  Q',  R'  gebildeten  Dreiecke  ist. 

10  Man  bestimniB  das  Bjst>-m  von  Curven,  welches  der  Differential- 
gleichung 

genügt,  und  zeige,  dass  die  CurVe,  welche  durch  den  Punkt  x  ^  0  xiail 
y  ^^  n  hindurchgeht,  als  einen  TheU  von  sidi  den  KegelKchuitt  enthält: 

"!'  +  S'  +  2"!»(l   +   «')l=»'. 

11.  Man  integrire  die  Gleichung: 

a^    ,    !^  „  a  — 6  a^— Z/y 

und  utitersaelie  die  Natur  der  Lösung: 

£!  _!..   ^  =    1 

12.  Mau  untersuche,  ob  y  =  0  ein  particuläres  Integra!  oder  eine 
singulare  Lösung  der  Gleichung  ist: 

13.  Man  bestimme  die  Stamm gleichung  und  die  singulare  Iiiiaung 
{wenn  es  eine  solche  giebt)  der  Gleichung: 

JlS  -{.   ^J,3   =   „   (j,  -I-    fix). 

Ebenso  von 

(,3yjj2  _  s^p  ^  iy  —  0^ 

und  von 

X])''  —  2yp  ->r  X  +  2y  —  0. 

14.  Man  suche  und  interpretire  die  Stammgleicliung  und  die  singu- 
lare Liäsung  von  jeder  der  Gleichungeu: 

y{i  +p^)  =  2xi}. 

3)2  =  {iy-\-  I)  (p  —  y). 

15.  Man  bestimme  die  Stamm  gleichung  der  Differentialgleichung: 

und  zeige     Kg  1  es    b»  Gle   li  ng  e  halten        d     wen    mn    1  e 

Bedingung  lass  p  n  1er  D  fferent  aJgle  cl  m„  gl  1  e  Wertl  p  habeu 
solle,  aufstellt  w  e  wen  man  d  e  Bed  ngung  ausd  okt,  la  c  (d  e  w  11 
kürliehe  Conatanta)  gle  che  Werthe  1  aben  solle  in  le  'ita  n  gle  h  ng 
und  bestJm  ne  1  e  geome  sehe  Bede  t  n^  1  e  er  Gle  cl  ung  l-it  es  e  ne 
singulare  Lii  u  g 
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16.  Die  Stamm  gleiclmiig  der  Diffei-entialgleicliiiiig 

ist  c^  -\-  c  {x  -\-  y)  -\-  1  —  icj/  =  0  Mm  beiieuB  iliei  nnl  aucliP  die 
singulare  Lösung  sowohl  aus  dei'  Oleicliiing  in  p  wie  au^  ilei  Glenliung 
in  c,  und  erörtere  die  geometriaclic  Beile  ituiig  dei  anftiptenden  iipIjph 
Bächlicten  Paotoren, 

17.  Mau  zeige,  dasa  die  Iioanng  der  Gleicliung 

a^yp^  —  4a! j)   -f-  ?/  ^=  0 
die  folgende  ist : 

c^  +  2ex  (Saiij/a  -  8x^)  -  Sx^a^y*  -|-  ««2/"  =  0. 
Ist  2a!  =:  +  ay  eine  singulare  Lösung? 

Man  zeicline  die  Curve  und  den  geometrisclien  Ort,  welcher  durch 
die  von  einer  wUlkürlichen  Constanten  unabhängige  Gleiuliung  gegeben 
■wit-d.    (Woolsey  Johnson.) 

18.  Man  zeige,  daas  die  Differentialgleichung 

Lp^  -}-  2Mp  -]-  N—  0, 
welche  keine  singnlSi-e  Lösung  hat,  keine  Stamm gleichung  besitzt,  welche 
ein  System  von  algeljrai scheu  Cuvven  darstellt.     (Cayley.) 
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Die  allgemeine  lineare  Differentialgleieliun^  mit 
Constanten  CoefQcienten. 

Vorbereitende   Formeln. 

§.31. 

Bevor  wir  zu  der  Discussioii  der  linearen  Differentialgleichung 
n  ter  Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  übergehen,  erscheint  es 
zweclcmäflsig,  gewisse  Sätze  über  Differentiation  undlnte- 
gratioii',  welche  bei  dieser  BiscKssion  erforderlich  sind,  aufzu- 
stellen und  zu  beweisen. 

d  d" 

Man   schreibe   JJ  für  -- ,     ß^  für  -^  u.  s.  w.     Alsdann  uiiter- 

liegt   dieses   Symbol   D   offenbar   den   Fundamentalgesetzen    der  Al- 
gebra.     Denn  es  ist  augenscheinlich: 

{IT  -h  !>")  M  =  (B"  -I-  jy)  «■ 

Diu  -I-  i^)  =  Du  -h  Jir. 
Wir    müssen    auch    negative     Indioes     einführen.      Haben 
wir  z.  B. 

und  schreiben  wir  nach  Analogie  der  Algebra : 


V  Ti-  Du^-jy.D-'v, 
liin  : 

B.D-^  —■  1. 
Es  stellt  doranach  7?""'  eine   soloiie  Operation  an  irgend  einer 
)3se  dar,  dass,  wenn  die  durch  D  dargestellte  Operation  hinterher 
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ausgeführt  wird,  dio  Grösse  ungeändert  bleibt.  Zugleich  folgt,  dass 
diese  SjJnboIe  mit  negativen  Indicea  den  Gesetaen  der  Algebra 
ebenfalls  gehorchen,  und  eine  Operation  mit  einem  negati- 
ven Index  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Integration. 
Es  ist  jedoch  wichtig,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  der  be- 
sondere Zweck  dieser  inversen  Operationen  in  der  Ermittelung  eines 
Integrals,  aber  nicht  des  vollständigen  Integrals  besteht;  es  ist 
daher  die  willkürliche  Constante,  welche  bei  der  Integration  auftritt, 

In  dem  Folgenden  bezeichnet  ^  ein  Functiouszeichen  und  ^  (x) 
bezeichnet  überall  eine  algebraische  rationale  Function  von  X,  welche 
nach  steigenden  oder  faUenden  ganzen  Potenzen  (oder  nach  beiden 
zugleich)  der  Veränderlichen  entwickelt  werden  kann. 

§-  i!2- 
1.  Satz. 

Denn  da  D  für  —  steht,  so  ist : 


Wendet  man  auf  jede  Seite  die  Operation  D   '  an,  so  entsteht 
die  Gleichung; 

oder   wenn   wir   die   Seiten    der   Gleicliung    umstellen   und   durch   a 
dividiren : 

Durch  Wiederliolung   dieser  Operationen  erhalten  wir  die  Glei- 
chungen ; 

Da  nun  i/i   eine  algebraische   Function   ist,   die   nach   Potenzen 
entwickelt  werden  kann,  so  können  wir  schreiben: 
i>iTi)ef"'  =  lA,,-^AiD-lf-ArArI>'  +  --\-BiI>-^-\-S<iB-^-ir-'\e''^ 

g.  33. 
2.  Satz. 
BoKeichnet  X  irgend  eine  Function  von  x,  so  ist: 
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Eine  einzige  Operation  mit  II  gi^bt: 

D  («•»  X\  =  .-(!)  +  a)  Xi 
hieraus  folgt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  e~™  multiplicirt; 

(e-'"'De")Xz=(D  +  a)  X 
so  daBB  eine  Operation  mit  e^'^D^^  an  X  dieselbe  Wirkung  hat 
wie  die  Operation  I)  -\-  a,  ausgeführt  an  X     Wiederholt  man  die 
Operation,  so  kommt: 

{e-™De"*)  {e-™De™)  X  =  (D-\-a)  (D  +  a)  X, 

{e-"^:DV*)  X={D  i-  ay  X. 
O.perii't  man  nochmals  mit  e"~™i)e™,  so  wird: 

(e-'^n^")  (e-'"i>V^)X=  (B  ^  a)  (D  +  a}^  X, 

(s-«==j)3e«^)  X=(I)  +  ayX 
i\.  s.  w.    Wird  die  Operation  )i-mal  ausgeführt,  so  wird  die  resnl- 
tirende  Gleichung  sein; 

e-^"  D"  l^"  X]  ~  {D  +  a)"X, 
und  diese  giebt,  mit  ^^  mnUipUuirt : 

D''\e''^X}  =e''^il}  +  arx, 
worin  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Wir  betrachten  nun  den  Fall  der  negativen  Indices  und  setzen : 
(D  +  ß)"Z  =  Zi, 

X^iD  +  a)-"Zi 
ist.    Dann  kann  das  eben  erhaltene  Resultat  gesollriehen  werden ; 

j)»^g)  ^  a)-»  Xi  =  e™Xi. 
0]ifint  man  an  ]edet  Seite  mit  D~^,  so  eigiebt  Sich  das  Resultat 
e"^  (D  +  (i)-"  Xi  =  D-"  e™  X,. 
Mun   'find  dei    Foim  vnn  X  keine  Beschiankungen  auferlegt, 
es  giebt  dakei  au(,h  keme  m  Bezug  auf  die  Foim  von  Xj,  wek.he'i 
somit  jede  beliebige  Function  von  J   dai stellen  kann      Eiaetzen   hil 
sie  aho  dui(,h  X,  so  haben  wii 

D-  «  {e°'  X]  ==  f""  {D  +  «)-»  X 
Man  entwickele  nun  ]/i  (D)  nach  ganzen  positiven  und  {wenn 
nothig)  negativen  Potenzen  von  Z>,  openie  mit  diesen  ganzen  Po- 
tenzen der  Reihe  nach  an  e™X,  substituire  die  aus  den  voistehen- 
den  Gleichungen  abgeleiteten  äquivalenten  Werthe  und  fasse  die 
Gheder  wie  vother  zu&ammen  Dann  ist  das  Resultat 
i   (D)  \l"'  X\  =  f'  ip  (D  -1    n)  X 
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Zusatz.      Setzen  wii': 

e"^  X=Y, 
30  dass  Y  eine  Fiiiictioii  von  x  ist,  dann  ist: 

i,(I>)Y  =  c"-Jlf{D+  «)  |re^-j, 
ein  Satz,  der  häufige  Anwendung  findet.     Soll  z.  B.  ein  particulärei 
Werth  von  y  gefunden  werden,  -welcher  der  Gleichung 

11  +  *»-- 

genügt,  so  wird  derselbe  der  cingefülirten  Bezeichnung  gemäss  sein 
■  Fe-™, 


1)+  k  +  a 
oder,  wenn  man  a  so  wählt,  dass  a  -|-  /f  =  0  ist: 

—  e-'-'"  J'Vc^-'-dx. 

§.34. 
3.  Satz. 
Ist  i/i  (:t;^)  eine  gerade  Funetion  von  ^,  so  ist: 

^  (Z>^)  sin  (ax  -\-  a)^f  (-a^)  sin  {ax  +  w). 
Denn  es  ist: 

D-  sm  (ax  -J-  k)  =;  (—a^)  sin  (ax  +  a), 
und  der  S.atz  eigiebt  sich  wie  vorher. 

Zusatz.  I'ft  i'(x)  keine  gerade  Function  von  x,  so  kann 
sie  daigpstellt  weiden  m  der  Form: 

worin  tp  und  %  gerade  Functionen  sind.    Li  diesem  Falle  ist ; 
p  (D)  sin  (ax  +  a)  =  {(p(I>'')  +  Dz(I>^)\  sin(ax+  «) 

=  (p( — a^)sin(a!i>-\-  w)  -[-  «X(^ß^)  cos((ia:  +  «). 

Ist  die  Function,  an  welcher  die  Operation  ausgeführt  werden 
soll,  nicht  der  Sinus,  sondehi  der  Cosinus,  so  liegen  die  entsprechen- 
den Aenderiingon  auf  del-  Hand. 
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4.  Satz. 

Dieser  stellt  in  Wirklichkeit  eiue  Erweiterung  des  Leibnitz'- 
sclien  Satzes  für  die  aufeinanderfolgende  Differentiation 
des  Products,  zweier  Grössen  dar,  deren  Differentialquotienten 
bekannt  sind. 

Bezeichnet  ij>  (x)  wie  zuvor  irgend  eine  algebraische  rationale 
Function,  weiclie  nach  ganzen  Potenzen  von  je  entwickelbar  ist,  und 
hezeichnen  iji'  (x),  ii>"  (x),  tli'"  (x),  . .  .  ihren  ersten,  zweiten,  dritten, 
.  . .  Differentialijuotienten  nach  x,  so  lautet  der  verallgemeinerte 
Satz:, 

^(p)uv  =  u^{I>)v  +  l)iii''{I>)v  +  -—  r{T))v 

+  ^r  t^"'(7))i-  +  -.. 

D  1  Beweis  stutat  sich  auf  das  Lei!  nifz  cl  Tl  eci  m  r  1 
ist  ahnhch  dem  der  vorhergehenden  Sätze 

Del  Nutzen  dieses  Sitzes  tiitt  in  fallen  zu  Tage  wo  cinn  dei 
beiden  Grossen  u  und  j  eine  Pot«nz  von  j.  olei  die  'summe  von 
Potenzen  von  a.  ist  Ist  z  B  «  =  T  'so  biauLht  iie  Reihe  auf 
der  rechten  Seite  nui  bis  zum  »iten  Gliede  g  'ichiieben  zu  weiden 
und  inverse  Opeiatiouen  dieser  Art  die  ausgeführt  wotden  sollen 
weiden  an  einei  einzigen  frioase  ;    vi  geführt  weiden 

A    fo  al         Min  zeig«   dasa   ^  ei  n 

(7J  +  A)    j/=    -T 
ist,  woriu   V   ejiie  Puaction  von  a:  allem  tiedeutet,  y  gegeben  wji'd  (Uitcli; 


Ein   anderes  wichtiges  Operati-onsBcichen,  welches  ; 

weilen  vorkommt,  ist  x  ~   oder,  nach    der  oben    angegebenen  J 

Zeichnung,  xD.    In  Bezug  auf  dieses  kann  man  analoge  Sätae  ai 
sprechen. 

Bezeichnet  i^(^)  eine  rationale  algebraische,  nach  Potenzen  v 
ü  entwickelbare  Function,  so  werden  wir  in  F{xD)  Glieder  von  c 

Form  (x  üf  erhalten,  worunter  nicht  k"  -^;^i  sondern  x  -j—  •  x  -r- 
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(wo  diese  Operation  n  mal  zu  wiederholeB  ist)  zu  verstehen  ist.    Die 
Bezieliungen  zwischen  diesen  sollen  kui'B  bewiesen  werden. 


ind    so 
laiaus 

ioit 

fui    alle    ganzen   po^itii 
uamittelha!  der  Satz 

ren  u 

nd 

negativen 

Potenzen. 

Au 
PI  Foii 

(gäbe 

Man  Lew  eise,  dass     »ei 
A  +  Bx    h  C>-    h 

in   U 

-h 

1  Puaotion   -i 

-on   X   von 

I 

lun  (ii 
1 

B  Gleichung  besteht 

"-m  +  m^  +  i 

C 

'-(2)  ■'' 

"  + 

F(xD]x"'r=z"^FlxJ)  +  m)V. 
xDix'^V)  =  x-^{xD  +  m)  V, 


{x-"KxI).x"^)  V  =  {xD  -^  'm)V, 
so  dass  die  Operationen  ar^™,  xD.x™  und  xJ)  -\-  m  einander  äqui- 
valent ".ind      Der  weitere  Gang  des  Beweises  ist  vollständig  analog 
dem  fni  d^s  entapreoheade  auf  F(T})  beaügliche  Theorem,  und  das 
IJ  ^ulttt  ist  von  der  angegebenen  Form. 


§.37. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Operationssjmbolen  D" 
und  xD  wird  durch  die  Formel  gegeben: 

a;«J>"  ==  xD{xJ)  —  \)  (xD  —  2)  ...  (xD  —  n+  1). 

Dieser  Satz  kann  direct  bewiesen  werden.  Denn  opcrirt  man 
an  ti  und  entwickelt  man  «  in  eine  Reüie  von  Gliedern  von  der 
Form  A^^,  so  ist  das  mit  x"  mwltiplicirte  Resultat  der  Opera^ 
tion  mit  D"  an  diesem  Gliede  gleich  Null,  falls  m<C_n,  und  es  ist 
gleich 

m  (m  —  1)  (m  —  2)  ...  (m  —  n  +  1)  A^x"', 
falls  m^n  ist.      Dies  ist  jedoch  auch  das  Resultat  der  Operation 
mit  dem  rechts  stehenden  Symbol.    Somit  sind  die  beiden  Operations- 
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[^      h]  Liiieaie  Dft  i^ut  al^l   n  t  lontt   C  jafficionteii, 

Symbole   fui    leJes  &bed    von  v    und  daher   für  die  i 
Glieder  Yon.  w    d  li   flii  u  ^ell  st   einandei  äquivalent. 

Dei  Satz  lassfc  su,li  aber  a  i  li  durch  Induution  \)e\ 
nimmt  man  au    diss 

x»Ii»u  =  ^D(tD  —  I)  (;iJ  —  2)        (xl)  —  n  -i-  1)  t 
•in,   ind  Bet?t  min 


■0  ist: 
ind  daher: 


D" 


i  =  X  D"+'^  V, 


=  xD  {xD  —  1)  (xl)  —  2)  ...  (xD  —  n)v. 
Da  nun  u  irgend  eine  allgemeine  Function  ist,  so  ist  auch  v 
eine  allgemeine  Function.     Ist  der  Satz  also  gültig  für  n,  so  gilt  er 
auch  für  js  -|-  1 ;  nim  ist  er  offenbar  richtig  für  die  Werthe  1  und  2, 
Homit  ist  er  allgemein  idchtig. 


Einige  Eigenschaften  der  allgemein 
gleich  ung. 


L  linearen  Differential- 


Typus 


Differential- 


';£ + ^. 


dxi^- 


5  +  * 


r   -d"- 


;+...  +  x..,g  +  z.. 


-  V, 


worin  Xl,  Xi,  ..  ,  X„,  P"  Functionen  .von  x  (oder  Constanten)  sind, 
die  jedoch  ?/  nicht  enthalten.     Der  Kürzo  wegen  möge  geschriehen 

^{i>)y  =  r. 

Wird  diese  Gleichung  Schritt  für  Schritt  integrirt,  so  dass  jede 
Integration  die  Ordnung  der  Gleichung  um  eine  Einheit  erniedrigt, 
so  wird  durch  jede  solche  Integration  stets  eine  willkürliche  G 
stante  eingeführt,  und  es  werden  demnach,  nachdem  man  schliesslich 
die  Integralgleichung  erhalten  hat,  im   Ganzen  ii  wULkürliche  Oi 
stauten  yorkommen,   oder    wir  dürfen  erwarten,  dass   die  Stam 
gleichung  einer  gegebenen  linearen  Differentialgleichung  eine  Anzahl 
von  willkürlichen   Constanten   enthält,  welche  gleich  der  Ordnung 
der  Gleichung  ist. 

E«    gieht    gewisse    Eigenschaften,     die     Eillen    linearen 
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Gleichungen  gemeinschaftlich  zukommen  and  bis  ; 
gewissen  Grade  ihre  Integration  vereinfachen.  Die  wicl 
derselben  sind  die  folgenden; 


I.  Ist  Jj  irgend  ein  particulärer  Wertli  voaa  y ,  welcher  der 
Gleichung  genügt,  setzt  man  femer 

j  =  1  +  r, 

und  substituirt  mau    diesen  Werth    von  y   in    dio   Gleichung,    so 
erhält  man ; 

0(D)y  +  0il))ri  =  V. 

Da  abor  tj  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung 

i5(j))!/--=  r 

ist,  so  geht  diese  Gloiohimg  über  in : 

0  (B)  Y  ■=  0, 
so  dass  wir,  um  unsere  ursprüngliche  Gleichung  zu  lösen,  die  vor- 
stehende Gleichung  allgemein  au  lösen  haben,  welche  dieselbe  ist  wie 
die  ursprüngliche,  nur  dass  nunmehr  die  rechte  Seite  Null  ist.  Nach- 
dem das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  welches  »  willkür- 
liche Constanten  enthalten  wird,  da  die  Glei<,hun^  von  der  n  ten  Ord- 
nung ist,  erhalten  ist,  muss  dasselbe  zu  tj  hmzugefugt  weiden;  das 
Kesultat  vrird  alsdann,  gleich  1/  gesetzt  die  Stammgleichung  der 
gegebenen  Gleichung  sein.     Diese  besteht  dann  aus  zwei  Tbeilen : 

Erstens  aus  der  GT:'isse  ij,  welche  das  paiticuläre  Integral 
genannt  wird  und  irgend  eine  behebige  Losung  (je  eiutauher,  um 
so  besser)  der  ursprünglichen  Gleichung  ist. 

Zweitens  aus  der  Grösse  Y,  welche  die  Complementär- 
Function  heisst;  dieselbe  stellt  das  voUstäudige  Integral  der  Glei- 
chung dar,  wenn  die  recht«  Seite  gleich  Null  gesetat  wird. 

Die  Summe  dieser  beiden  Theile  ist  die  Stamm- 
gleichung der  ursprünglichen  Gleichung.  Wenn  in  irgend 
einem  besonderen  Falle  die  rechte  Seite  bereits  NuU  sein  sollte,  so 
wird  der  erste  von  diesen  Tteilen  nicht  vorkommen. 

Die  verschiedenen  Methoden,  welche  bei  der  Ermittelung  des 
partioulärpn  Integrals  von  Nutzen  sind,  werden  später  im  §.  46  an- 
gegeben^ die-anderen  sogleich'zu  erwähi^enden. Eigenschaften  sind 
yon  Vortheil  bei  der  Aufsuchung  der  Complementär-Fu'nction. 
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§■  40. 

II.    Ist    y  ^  ¥i    eine  Lftsung  der  Gleichung 
0(11)  Y-~  0, 
so  ist  aucli  Y  :r=^  Ci  Yi,  worin  Ci  eiae  Constante  ist,  eine  Lösung, 
und  wenn  Yi,  Y.j,  . . .,  Yn  particuläre  Lösungen  sind,  so  ist  auch 

r=  CiTi  4-  (h'^i  ^ —  +  c„r„, 

worin  C\,  C^,  ...,  C«  Constiintcn  sind,  eine  Löiäung. 
Denn  es  ist: 

*  (D)  r  =  « (D)  Olli  -\-  0  (B)  C,Y.j  -\----, 
unil  jedes  Ghed  dei  lechten  Seite  ist  Null.     De»  Werthen   der  Con- 
atanten  C  ist  nwn  keinpilei  Beschränlumg  auferlegt,  dieselben  sind 
somit  voUkommeu  willkwiluh      Der  obige  Wei'th  von    Y  ist  daher 
dai  vollständige  Integial  dei  Gleichung 

0(D)Y=  0, 
und  dahii    die  roiu]ikmcntai  Function    in  dem  Integral  der  Glei- 
( hung 

0{D)y=  V. 

Hieidun,h  i^t  also  die  Bestimmung  der  Complementär- 
Function  zuiückgefuhit  auf  die  Bestimmung  Ton  particu- 
laien  IntegiaJeli  der  Hülfsgleichung. 

§.41. 

m.    Ist  ein  einziges  particuläres  lutogral  der  Hiilfs- 
gleichung  bekannt,  so  kann  die  Ordnung  der  gegebenen 
Differentialgleichung  um  eine  Einheit  erniedrigt  werden. 
Ist  Yi  eine  Lösung  von 

$(D)r=  0, 
und  denkt  man  sich  die  Substitution  des  Werthes  Yj  z  in  der  Glei- 
chung <5(D)j/r:^  V  ausgeführt,  9o  wird  die  linke  Seite  nach  §.35: 

_^        ^     i)"s  £"<&  , 

2!    dD^  '^    ~'  ' 

wobei  dieOperationssjmbole  ^-^i  ■■■  aus  0{lf)  dadurch  abgeleitet 

sind,  daas  man  für  den  Augenblick  D  als   eine  Grösse  betrachtet 
und  die  partiellen  Differentialquotienten  nach  Z)  bestimiut. 
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dD"- 


■-  D  +  (n  -  1)\  Xi 


e"-^*-"!    n.   ,     ^ 


gDn-a 


=  ^D._|_   i^^'  X.i>  +  (^_2)!  X„ 


r  erlialton  daher,  wenn  wir  unsere  Gleichung  rückwärts 


dB 
Nacli  Voraussetzung  ist  aber; 

<&(»)?!  =  0, 
80  das&  das  letzte  Glied  auf  der  linken  beite  we^iaüt      Die  Grösse 
Yi  ist  als  bekannt  voiau'igesetat    es   können  dabei  alle  Functionen 
i  iuf  dei  Imken  Seite  li    bekannt  angesehen  werden.    Setzt 
\  Z  im  D      S-)  wild  die  Gkiübuii^ 

(  <P 

'-77^1  =  V, 
cD 

uid  dies  ist  euiL   &lei(,liuiit(  von  dei  (w  — l)tt.n  Oidnuiig 

Aufgabe  Als  t,men  Znaitz  hieizu  1  bwbisp  n  iii  lai',  «euti  m 
paitiouläie  Integlale  dei  Hulttgleichun^  lekannt  t  nd  die  Oidnuiig  dui 
urspi  anglichen   Difteieutialgleichuug   um  m  Liiilit  ten   ei  iieilugt   weiden 


liD  -'/+  (Äili  +  hDIi)-D"   'Z  +       +  /- 


§.42. 

IV.  Die  gegebene  Gleichung  kann  in  eine  Gleichung 
traiisformirt  werden,  in  welcher  das  zweite  Glied  (d,  h.  das 
Glied,  welches  den  DifFerentialquotienten  enthält,  dessen  Ordnung 
am  eine  Einheit  kleiner  ist  als  die  Ordnung  der  Gleicbung)  fehlt. 

Die   Substitution   von    Yj  s  für  y  giebt   als   Coefficieiiteii   von 

XiYi  +  nDYi. 
(Bis  zu  diesem  Punkte  des  letzten  Paragraphen  war  es  auf  den 
vorausgesetzten  Werth  von  Y^,  noch  nicht  angekommen,  so  dass  die 
Gleichung  vollständig  allgemein  war,)    Da  nun  das  Glied  mit  D"^^  s 
fehlen  soll,  so  erhalten  wir: 

X,  r,  -h  nDF^  =  0, 
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und  daliBr: 

log  Yi  =  —  L  fxi  dx, 
oder: 

■wo  keine  willkürliche  Constante  hinzugesetzt  ist,  äa  die  Differential- 
gleichung linear  und  von  der  n  ten  Ordnung  bleibt.  Wird  der  Werth 
von  Yi  eingesetzt,  so  ist  die  Differentialgleichung  in  a  frei  von  dem 
Gliede  mit  1}"~^^. 

Von    diesen  Eigenschaften  -werden  1.  und   II.  unmittelbar  An- 
wendung finden, 

Allgemeine  lineare  Differentialgleichving  mit  conatanten 
Coefflcienten. 


Wenn  in  der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung  die 
Coefficienten  vony  und  seinen  Differentialquotienten  Cou  st  an  ten 
sind,  so  kann  sie  geschrieben  werden ; 

dx' 
oder  etwa: 

/(-0)s  =  r. 

wobei  f(D)  eine  rationale  algebraische  ganze  Function  von  D  allein 
und  F  irgend  eine  Function  von  x  ist.  Es  ist  bereits  gezeigt  wor- 
den, dass  die  Lösung  der  Gleichung  aus  awei  Theilen  besteht,  die 
besonders  er^lten  werden  können.  Dies  soll  nach  einander  aus- 
geführt werden. 


Es  soll  die  Complementär- Function  gefunden   worden. 
Die  Cbmplementär-Function  ist  das  vüllstilndige  Integral  von 

Wir  haben  tmn  gezeigt,  dasa 

/(Z))  «-=/(«)«■" 

ist,  so  dass  ?/  ^  e™  eine  particuläre   Lösung    der  Gleichung  sein 
wird,  wenn  a  so  beschaffen  ist,  dass  es  die  Gleichung 

/(«)  =  0 
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ea  Di-ittea  CsLpitel.  [§■,  44.] 

befriedigt.    Da  aliev /(«)  eine  rationale  algeLraisclie  ganze  Function 
vom  Grade  n  iat,  so  giefet  es  n  Wurzeln  der  Gleicbung: 
/{^)  =  0. 
Bezeichnet  man  diese  »  Wurzeln  mit  a,  ß,  ...,  X,  so  sind  e"'', 
ly^,  ...,  e^^  n  particiiläre  Integrale  der  Gleichung; 

/(-B)»=^0, 
und  di^her  ist  die  Stammgleichung : 

j,  =  jle"+üo«--l +ie'--, 

in  welcher  Ä^  S,  . ..,  L  w  willkürJiclie  GonstaDteii  sind.  Dieses  ist 
dann  die  Complementär-Functioii  der  ursprünglichen  Gleichung,  und 
Ewar  ist  dieselbe  vollständig,  wenn  die  Wurzeln  sämmtlich 
reell  und  von  einander  verschieden  sind. 

Sind  jedoch  zwei  Wurzeln  einander  gleich,   -/.,  B.  u  und 
ßi  dann  wird  der  Werth  von  y: 

=  Aie      {-Oe''  +  h  Lt 

wo  Ai  eine  uizi^e  villküilichp  Lmt.t'int«  ist  (gleich  dei  Simine 
zweiei  willkürlichen  Constinten)  Da  nun  in  y  nui  n  —  1  wjUkui 
liehe  Constanten  vorkommen  so  ist  es  niüht  die  Stammgleichung 
Um  die  btammgleichung  zu  erhalten  können  wir  innehmen  dass 
die  Wurzeln  nicht  gleich  scndeni  um  eine  Glosse  li  verschieden 
sind  die  sthliesslieh  glei:,h  Null  wird  Der  Theil  welchei  von  den 
Wurzeln  «  und  ß  abhangt  wirl  dann  sein 
1        +  Bt    + 


[^   h/  (l  f /'^    I     —■    V 


n(A   [-B)  +  Bkx   \-B}i~x^  \- 


Da  die  Gi'össen  A  und  B  willkürlich  sind,  so  können  wir  sie 
unendlich  gross  von  solcher  Art  annehmen,  dass,  wenn  h  sich  der 
Null  nähert,  Bh  endlich  bleibt  und  gleich  £j  ist,  während  A  und  B 
von  entgegengesetatem  Zeichen  sind  und  ihre  numerische  Differenz 
(oder  algebraische  Summe)  endlich  und  gleich  A^  ist.  Auf  diese 
Weise  geht  die  Summe  der  beiden  Glieder  Ae"^  -f"  .BC'^'^.' wenn  h 
gleich  NuU  gesetzt  wird,  schliesslich  über  in : 

.-jj,  +B,(="+  ^  =>•  ^  ji  *•  +  ■■■)|  =■  (^'  +  ■"■^'  ""■ 
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I     alniche    "Wb       we  de      w  r  Yf      zeln  gleich  sind, 

die  ent  preclieaden  »  Glieder  n  de  Conj  lerne  iar-Function  sich 
ofEeBbar  zu  e  nem  ema  gen  Gl  ede  zusammenz  ehen ;  es  ist  aber 
leiclt  zu  zegen  d  1  e  ne  hnl  he  &  11  s  folge  mg  wie  die  im 
Falle  zwe  e  gle  che  Wu  zeln  a  gewendete  H  1er  Glieder  wer- 
dei    e  a  tat  werden  lurch 

&    lA     \-   i^a:  +  A  x^  +         ^  A     -i), 
wo  t    l       gerne        men  ^  e  ih  de     r  gl     1       W     zeln  bezeichnet, 
und  d      ( on  i  lerne  tn    F      i  o     w    1   la  n    e 

y  =  e""  (^1  -(-  A^x  -\-  ■■■  +  Ar^-')  -f  ■•■  +  Le'^. 

Sind  ferner  die  Wurzeln  nicht  sämmtiich  reell,  so 
müssen  die  imaginären  Wurzeln  paarweise  vorkommen;  ein  solches 
Paar  möge  #+  fi*)  sein. '  Die  entsprechenden  Glieder  der  Com- 
plementär-Function  werden  sein; 

«nd  es  ist  zuweilen  nothwendig,  dieselben  in  einer  von  imaginären 
Grössen  freien  Form-  darzustellen.  Werden  für  die  Exponential- 
grössen  ihre  Werthe  in  den  Cosinus  und  Sinus  eingesetzt,  so  wird 
der  Ausdmck: 

e'^-KA'-]-  Ji')  cosipx  +  i  (A'-B')  sin<pw]. 
Da  A'  und  B' willkürliche  Constanter  sind,  so  können  wir  setzen : 
A!  -\-  B'  =■-¥ 
i(A!  —B')^-  G, 
■wo  F  und  G-  willkürlich  sein  werden,  und  daher  werden  die  ent- 
sprechenden Glieder  in  der  ComplemenUir-Fimction : 
e^^iF  cosrpx  +  G  sinfpx). 
Kommt    endlich    eine    imaginäre  Wurzel    wiederholt 
vor,  so  wird  die  conjugirte  imaginäre  Wui^el  gleichfalls  wiederholt 
vorkommen,  und  die  entsprechenden  Glieder  in  y  werden  sein : 
e«(9+rt  (X'  +  A"x)  +  e^('»-H  (ß'  +  B"x), 
Wendet  man  dasselbe  Verfahren  an  wie  vorher,  und  setzt' man; 
A'  +■  B'  ^--.  F,     A"  +  B"  =r.F! 
i  (a;  -B')^  ff,     i  (A"-  B"y  =■  G', 
so   erhlilt|^man    als   den   entsprechenden   Theil   der  Compleraentär- 
Functvon  '■   ■ 

e»-i(F  -1-  rx)  costpx  H    (G  -]-  G'x)  sinipx]. 

*)  Diu'ch  (las  ganze  Biieli  istV— i   durch  i  ersipiKt.        Amn.  tl.Verf. 
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Im  Falle,  wo  imaginäre  Wurzeln  in  melii-fachc)-  Wiederholung 
vorkommen,  erhält  man  analoge  Resultate  wie  im  Falle,  melirfaöli 
vorkommender  reeller  Wurzeln. 


In  einigen  Fällen  der  all^Lmemen  linc  ii  n  (TlPiLhiuig,  in.  ivel- 
cher  die  Coefficienten  nicht  Constanten  sondern  ugeod  welche  Func- 
tionen von  X  sind,  kann  man  eine  m  gewissem  Sinne  zu  der  vorigen 
analoge  Methode  anwenden,  fto  kann  es  z  B  wenn  man  in  der 
Gleichung 

(D"  -f  Z,  D»-i  -I-  X.,  B^-^  +  ■  ■  ■  +  X„-i  7)  +  X„)  y  =  0 
ii(m,x)  für  y  substituirt,  wo  ^r  eine  Function  von  bestimmter  Form 
ist,  sich  ereignen,-  dass  die  resultirende  Gleichung  einen  Factor  he- 
sitat,  der  unabhängig  von  x  ist,  z.  B.  den  Factor  <p  (m).     Ist  dies 
der  Fall,   so  wird   der  Factor   gewöhnlich    vom    «ten  Grade   sein 
und  wird  daher,  gleich  Null  gesetzt,  der  Differentialgleichung  ge- 
nügen und.« Werthe  vonm  liefern,  welche  durch  JWi,  m^,  ■  •■,  m»  be- 
zeichnet sein  mögen.    Die  Stammgleichung  würde  alsdann  sein: 
y  =  AitpimijX)  -\-  Ai'il'(m2,x)  +  ■■■  -f-  Ä„^{m„,x). 
Wären   zwei  Wurzeln   einander  gleich,  z.  B.  mj    und  mj,   so 
würden  wir,  wenn  wir  -m^  7=  Mj  -}-  h  setzen,  für  den  entsprechen- 
den Theil  von  «/  erhalten ; 

(A  +  ^,)  *(„.,)  + »A  f-ii5l=?^  +  I- ?l||5r^ +... ). 

oder  wenn  wii  w  e  v>rher  iie  Consta  te     a    le.m  11  1  s  hlicsslich  /* 
BU  Null  wflid  n  k  sei 

Ati    i     )         B  ~^(m       ) 

Ell  nnüo  e  ^  f il  1  1  £,ilt  ii  dem  FaU  wo  c  e  Wurzel  m^ 
sich  mehrlach  wiederholt  und  im  F  lle  imagmatei  Wuizeln  würde 
man  m  dei  B«t,el  diu  Lonstanten  m  dem  entspieolienden  Theile 
von  «  derait  zu  andern  haben  dass  der  alf,8anJerte  Ausdruck  frei 
von  lmagm^ren  Gio'fsen  wiid 

Dieses  Veifthien  war  angewendet  woiden  im  Falle  oonstanter 
Copfhcienten  wo  e '^  die  Vemtzte  speciclle  Foim  von  (('war.  Ist 
die  Gleichung  tomogen  (§    55)   d   h   1  etitzf  sie  die  F  rm: 

,.  ?!|  +  ^,«-'!?3  +  -  +  4«=.  ?  +  ^,»  =  0, 
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la  welchei  die  Grossen  A  Constanten  sind  so  lat  die  geeignete  Form 
Kon  ifi  welcjie  einzusetzen  ist  (siehe  §  36)  ai"  Zuwilen  läast  sich 
piue  gegebene  fTleiehung  dtiich  eine  zwecbma'.'iigp  Aenderung  der 
Vei'iadei liehen  auf  die  obige  Form  zuriiclctubien 

1    Aufgabe     Man  lose  die  Orleichuntf 

Setzt  man  y  ^  &""  ein,  so  wird  die  Glcicliung  für  in: 
(m  -\-  1)  (m  -I-  2)  =  0, 
somit : 


2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

Die  Gleichung  für  m  ist: 

(^  _  A)ä  +  ^2  =  0, 
mithin : 

1/  =z  e''^  C  cos  (fix  -1-  k)  =r:  c'"  {A  cos  jia:  +  E  sin  ^ix). 

Folgerung.    Die  Lösung  ¥0n 

1/  =  ^  cos  ftic  +  -B  sinfix. 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

äx<  itn-^  ' 

Die  Gleichung  für  m  ist: 

(„■^  1)'  =  0, 
und  daher: 

y  =  ^(A  +  Sx). 

4.  Aufgabe.     Mnn  löse  die  Gleichung: 

S  +  -S +  «%=». 

Die  Gleiclmng  für  m  ist: 

(m>  +  «■)'  =  0, 
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und  der  Wertk  von  y  ist ; 

{Ä  -h  Bx)  cosnx  +  ((7  4-  -D^)  s'«  «i«- 

5.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung  : 

"li'  +  'Ti-o^"- 

Sulistituirt  man  iK™  für  y,  so  ist  die  Gleichung  für  m\ 
m  (m  -  1)  4.  «i  -  1  =  0, 
so  dass  m  -^^  -\-  \    oder  ^  —  1,    und  daher  der  "Werth  \ 

^.  +  f. 

6.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung : 

dx°^ 

Bei  derselhen  Substitution,  wie  in  der  5.  Aufgabe,  ist  die  Glei- 
chung in  m : 

m()»— 1)  (m  — 2)  —  3m  (m  —  1}  4-  7ot  —  8  =  0, 

mä  —  6»i5  -H  12*w  —  8  =  0. 
Dieselbe  giebt  dreimal  in  =  2.    Daher  ist  der  Werth  Ton  y: 


wo  nach  der  Differentiation  in  =  2  zu  setzen  ist.     Das  Integral  ist 
daher: 

(c^  (A  +'^logx  +  0  (log xy). 


7.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung; 


äetzt  man'  er  +  &iE  =  .3,   so  wird   die  Gleichung   von   ähuheher  Poi-iu 

Üe  let?Ften  beiden  werden. 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  (2)<  +  6D=-h6)»  =  0. 

(2)  (B'  +  <.')i/  =  0. 

(3)  (B'-,O!/=0. 
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t  eonat.  CoeffioieutBn. 


§.46. 

Kehren  wir  nun  zn  der  linearen  Gleichung  zurück,  in  welcher 
die  Coeffioienten  der  Differentialquotienten  von  y  Gonstanten  sind, 
so  haben  wir  jetzt  ein  particul&res  Integral  der  Gleichung 

f(j))^=  y, 

in  welcher  V  eine  Function  von  x  ist,   zu  suchen.    IiÖseii  wir  sie 
nach  der  Methode  der  Operationssymhole,  so  erhalten  wir : 

und   die  Auswerthung  der  rechten  Seite  wird  einen.  "Werth  von   ^ 
liefern,  der  der  Gleichung  genügt. 


In 


werthung  lei 
1  häufigsten 


Fällen  macht  die 
wir  wollen    einig 


höchste  Potenz 
gral  zu  finden. 


,  und  es  möge  angenommen  werden,  dass  die 
in  F  die  «te  sei.  Um  das  particuläre  Inte- 
1 


1  Potenzen  von  D 

entwickeln,  und  da  2)''+i  sowie  Operations  zeichen  von  höherer  Ord- 
nung alle  Glieder  you  V  zu  Null  machen  würden,  so  können  wir  in 
dieser  Entwickelung  alle  Gbeder  über  D"  hinaus  weglassen.  Wenn 
femer  in  /  (D)  die  niedrigste  Potenz  yob  D  die  fete  ist,  dann-  wird 
die  Entwickelung  mit  D"''  beginnen,  und  sie  braucht  nicht  über 
D",  d.  i.  D— "+1"+^),  hinaus  erstreckt  zu  werden;  daher  können  in 
diesem  Falle  in  /  (D)  sogleich  alle  Glieder  von  höherer  Ordnung 
als  Z)"'^''  vor  der  Entwickelung  weggelassen  werden. 

Man  löse  die  GleicKung: 
(Iß  —  iD  +  4)  y  —  x\ 


"       (2  —  Dy 

4     "^  2    ^  8' 
Lnd  die  Complementär-Function  ist : 
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Somit  ist  die  Stammgleichiing : 

y  =  e^^  {Ä  +  B^)  +  i-  (2x-^  +  4«;  +  3). 

2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleicliung: 

(B*  ^a^)y=zxK 
Die  Stammgleichiing  ist  offenbar: 

^  =  -  ^  +  Ae"^  +  Be-°^  +  C  *)os  (aa;  +  a). 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

(2)4  —  2Z)ä  -|-  I)^)p  =  xK 
1 


=  ^  (1  +  2D-I- 32)2  +  403  + ÖD* +  6D5)a!3, 

wol  ei  die  Glieder   bi,  zui  fünften  Totenz  beihehalten  sind  (^    U). 

Nun  konnin  1  +  2D-\-        und  -^  einzeln  lU  Opeiationeaeicheii  be- 

tiiLhtet  werden     Opeiiit  man  zunächst  mit  dem  eisteien  und  be- 
achtet man    dass  uur  ein  p irticulfirea  Integial   veilangt  wird    so 

dass  ilso  bei  y-;  keine  Con'^tant  n  )  iiiyu^Lsetat  au  jvei  len  1  i  in  hen, 

so  ist  der  Werth  für  y : 

Operii't  man  Jedoch  mit  —  zuerst    (oder    auch,    löst  man    das 

zweite  Operations  zeichen,  indera.  man  jedes  Glied  mit-r^multiplicirt, 
in  einzelne  Theile  auf,  so  dass  dasselbe  in 

i  +  -|  +  3  +  4j;  +  tiU'  +6i)> 
übergellt),  so  würde  man  für  p  den  Worth  erhalten : 

|j  +  j  +  3»'  +   I2«i  +  30»  +  38. 
DieStammgleichung  ist: 
»  =  U  +  £«)«■  +  C  +  I>x  +  %■  +  -  +  ax--  +  121', 
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[b    4   ]  LnPiioDfteiP  t  ilgl        t      i        toplh    eiitei  o3 

uid  lei  fccheinlii  noch  h  uz  zufugeidc  T!  eil  des  paitiulare     Int 
gial")    wekhes  wii   erhalten  haben    wenn  dip  Opprat im 8 zeichen  in 
dei    zweiten  Weise  genommen   werden     i^t  offenbar  m  dei    Com 
piementar  Function  mit  embeg,iifFen    da  G  und  D  wiUkuihche  C  n 
stanten  sind 

Es  1  t  leicht  zn  sehen  dasB  im  Äligememen  nicht  nur  die  Glie 
dei  von  hoherei  Oidnwng  ils  D  +*■  aus  /  (D)  ohne  "WeitereB  weg 
gcl<i,ss,en  weiden  ko:  nen  sondern  daas  au  h  in  dei  Entwickelun^ 
wellst  ille  Ghedci  v  n  hühpier  Ordnung,  lenn  D"  vetnachla^sigt 
werden  duifen  mag,  nun  da«  nachhei  anzuwendende  Ojerations 
zeichen  Z>~^  von  hoheiei  odei  niediigpier  Ordnung  wie  ?t  sein  Ist 
im  Besondeien  V  eine  Con^tinte  so  biaucht  man  nur  die  niediigate 
Potenz  beizuVel  alt  n 

4.  Aufgabe.     Man  lose  die  Gleichungen: 

(1)  (.D'  +2D'^  +  3D^  -\-  2D  +  l)  y  =  1  +  X  +  x\ 

(2)  (U3  _|.  Da  _  X)  +  15)  y  =  x^. 

11.  Dieselbe  Methode  kann  auch,  wenn  Fcino  Exponcn  tial- 
function  iat,  zur  Berechnung  yon  y,  oder,  wenn  V  einen  Expo- 
nentialfactor  enthält,  zur  Vereiafachung  des  .Verfahrens  und  somit 
zur  Erleichterung  der  Berechnung  angewendet  werden.  Im  letete- 
rcn  Falle  können  wir  setzen : 

r  =  e"^  X, 
und  sodann : 

"  ^  7(5)  ''^  7(5) ""  ^ 

=="7(1^)  ""■ 

Ist  X  eine  Constante,  so  kann  nunmehr  der  Werth  von  y  ohne 
Weiteie'^  durch  das  vorhergehende  Verfahren  erhalten  werden.  Die 
Glosse  a  kann  eine  "Wurzel  von  f(si)  =  0  sein  oder  nicht.  Wir 
nehmen  an,  dass  sie  eine  r-fache'  Wurzel  sei,  so  dass  für  eine  ein- 
fiche  Wuizel  *  =  1  ist.  Ist  a  keine  Wurzel,  so  ist  r  =  0.  Ent- 
wickelt man  d  »nn  /(D  -j-  a),  so  erhalt  man : 

y  (B  +  «)  =  f  /<->  (.)  +  j^^,  /■'+"(<.)  +  -. 

wobei  /*'''(«)  den  fiten  Differentialquotienten  von  /(«)  nach  .?,  in 
welchem  a  für  s  gesetzt  ist,  bedeutet.    Alsdann  ergiebt  sich  für  ^ 
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(mit  Kücksiciit  auf  dio  Bemerkung   am  Endo   der   3.  Aufgabe  der 


Ist  im  Besonderen  )"  =^  0,  so  ist: 

1.  Aufgabe,    Man  löse  die  Gleichung : 

(2)3  4.  D  +  1)  j,  =  e2r,_ 

Hier  ist  2  keine  Wurzel  von  z''  -\-  e  -\-  \  ^  0  und  daher. 
_  e^^  _  1^    3 

y  —  2^  +  2  +  1  -"  7  ^    ' 
und  die  Stamm gleichung  ist: 

^  =  e-Vs^  (  ^  cos  -__    -).  B  Sin~\  -[-  -  e^ . 

2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 


-  (D_i)  (ZJ_.;-t) 


ZI  (D  +  2) 


md  die  Stamm  gleich  ung  ist: 

3.  Aufgabe.    Maa  löse  die  QleicliuugeE ; 

(1)  {»-«)•;,  =  .... 

(2)  (D>-6D  +  8)s  =  ..  +  ,i». 

4.  Aufgabe.    Die  Gleichung  /(*)  =:  0  besitzt  n  Wurzeln,   nämüoh 
!j,  oj,  . . . ,  an.     Man  bestimme  das  partieulära  Integral  der  Gleiojiimg ; 

md  disciitire  den  Fall,  wo  zwti  der  "Wurzelu  (h^  und  Og)  einander  gleicli  sind. 
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Ist  X  eine  rationale  algebraische  ganze  Function  von  x  und 
demnach  entwickelbar  nach  Potenzen  von  x,  so  mtiss  dio  Grösse 


5.  Aufgabe.    Man  löse  dio  Gleichung: 
'ß—  20+  1)  «/  — at^i 


Hier  ist: 

y  = 


(n-i)'' 


~      (-n+2)^ 

und  die  Stammgleichung  ist: 

e.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 


und  die  Stammgloichung  ist : 

7.  Aufgabe.     Man  löse  die  Glcicliuageil : 

(1)  {D^  +  I>  +  1)2  ,v  =  ««='. 

(2)  iD'~iry  =  !>^er.. 

IIL    Wir  setzen  voraus,  dass  Feinen  Sinus   oder  Cosi 
als  Factor  enthält,  so  dasa 

r=Xcosinx  +  «) 
iat,  wobei  m  und  a  Constanten  sind. 
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Drittes  Capitel. 
:i  liabeii  wir  zu  berecliiieii : 


X  cos  (nx  +  et). 


V  i-  ipi-- 


n  (nx  +  «), 
1      „  .,„  ,  ^, 


■  /(-o)  ■ 


Es  bleibt  daher  nocli 

'  y 

/(B  +  «) 
ZU  berechnen  übrig,  was  unter  die  eine  oder  die  andere  der  gegebe- 
nen Eegelii  fallen  kann.     \si  u  -{-  iv  der  .Werth  desselben,  bo  er- 
halten   wir,   wenn    wir   die  reellen   und  imaginären  Tlicile   gleieh- 
setzen ; 

y  =  u  COS  {nx  -^  k)  —  v  sin  (jix  +  «). 

y,r=  u  sin  (nx  +  n)  +  v  cos  (nx  +  a). 
In  dem  Falle,  wo  X  eine  Constante  und  cos  nx  kein  Theil  der 
Complementär-Function  ist,  so  dass  in  nicht  Wurzel'  der  Gleichung 
f(z)  ^  0   iat,   ist    die   Berechnung    unmittelbar    ausführbar,    denn 
dann  ist: 


Wäre  indessen  cos  nx  ein  Theü  der  Complementär  -  Function, 
also  in  eine  r-fache  Wurzel  der  Gleichung  f(»)  =  0,  so  würden 
wir  wegen 

/(!)  +  ;«)=  ^/»■>(»)+;^,/"+»(i»)  +  --' 
erhalten : 


f(B  +  in)    '       /M(i«) 
Sodann    trennen  wir    das    Reelle  und  Imaginäre    und    setzen    die 
reellen  und  imaginären  Theile  gleicli,  wie  vorher. 

1.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung; 

rr4  +  n%  =  X  cos  ax; 
äx^    '       " 
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Alsdann  ist: 


=  «U,(_iL__.^£L^^)l 


2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 


1  ~  Si+i  "■'■  '■ 

und  die  Stamm gleioliung  ist: 

y  ^  Ä  COS  X  ■}-  Bsinx  +■  —  a;  sinx. 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 
<p(I>)y  =  cos  nx, 
wenn  cOS  nx  kein  Tlieil  der  Complementär-Function  ist. 
Setzt  maa: 


yGoosle 


>i{7>^)+Dg),(i>'^)^ 


_  yi  (--  n^)eosnx+n y^  (—  n^)  stnnx  _ 
{g>i  (—ms)]s -I- «2(5,3  (_Mä)[ä 

Wenn  jedoch  eosnx  ein  Tlieil  der  Complementär-Function  ist, 
so  wird  'der  Nenner  Tersohwinden  und  das  partieuläre  Integral 
sclieiabar  nnendlicli  gross  werden'.  Jedoch  ist  es  bloss'  ein  Theil 
der  Complementär-Function,  ^er  mit  einer  unendlicli  grossen  Con- 
stanten multiplicirt  ist,  die  in  die  willkürliche  Constanfce  anfgenom- 
men  werden  kann.  Um  das  partieuläre  Integral  zu  bestimmen, 
würde  es  ausreichend  sein,  Jen  .Werth  von 

zu  berechnen,  indem  man  dqn  unendlich  werdenden  Theil  {wenn  h 
gleich  Null  gesetzt  wird)  mit  der  Complementär-Function  zusammen- 
nimmt und  den  endlichen  Theil  als  das  particulate  Integial  bei- 
behält. Es  ist  indessen  in  solchen  Fällen  besser,  das  fiuheie  Ver- 
fahren anzuwenden;  in  der  That  verdient  die  jetzige  Methode  nur 
im  Falle  yon  Aufgaben,  die  der  oben  behandelten  analog  sind,  den 
Voraug. 

4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichimgen : 
(1)      j^-\-y  =  sinnx  (sowohl  für  «;— I,  wie  für  n  uieht  gleich.  1). 

gleich  1). 
(6)      g  +4,  =  «».«. 
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[g.  46:]  Liiieavu  Ditlerentialgl.  mit  tonst,  Cueffideiiten.  75 

*^'  3-^11  +  ^^  =  ^«^^- 

(11)     {i>^  +  (mä  +  M^IJS  +  mS«s|„^cosi  („^+„)a^  CO.  l{fu~n]x. 

„nl      A       I  .3.1 

IV.    Fmthält  Foiiie  Totenz  tüii  tc  als  Factor,  so  dass  wir 

setzen  liönneii,  so  können  wir  zur  Bestimmung  des  particulären 
Integrals,  die  erweiterte  Form  des  Leibaitz'sclien  Theoreiaa.  (§.  35) 
anwenden.. 


^/-(S)'^ 

^'•m^+' 

(AM 

+' 

2! 

^-h 

0  die  Eeihe  bis  ai 

.m  (» 

t  +  l)ten  ,( 

l<iD>  /(-D)|  ^  ' 
.  (»» -f- 1)  ten  .Gliede  fortzusetzen  ist.  Jedes 
dieser'  Glieder  .lässt  die  Bestiminang  einer  Grösse  übrig,  was  Ter- 
mittelst  der  Methoden  eines  der  vorhergehenden  Abschnitte  ge- 
schelien  kann,  Ist  dies  nicht  möglich,  so  kann  der  Werth  d,er 
Grösse  mitEülfe  der  folgenden  Methode,  die  von  allgemeiner  An- 
wendung ist,  gefunden  werden.  Der  Erfolg  dieser  allgemeinen  Me- 
thode hängt  allein  ab  von  der  Lösung  einer  Gleichung,  deren  Lö- 
sung auch  erforderlich  ist,  um  die  Oomplementär-  Functioö  au 
erhalten,  und  von.  der  Integration  dabei  sich  ergebender  Änsdrücke.' 
V.  Wir  setzen  voraus,  dass  alle  Factoren,  welche  in  .V  vor- 
kommen und  durch  eine  oder  die  andere  der  vorhergehenden  Me- 
thoden behandelt  werden  können,  vor  das  Oper ationsz eichen  ge- 
bracht sind,  und  dass  die  übrigbleibende  Grösse  unter  keinen  von 
jenen  Abschnitten  fällt,  so'dass'wir  Ausdrücke  von  der  Form 


1  berechnen  haben. 


t(D)    ^ 


Wir  denken  uns    ,  , ,,,    io     Partialbr liehe    zerlegt,    von 
jeder   als  Nenner   einen   linearen  I'actor   von   ip  (D)   besitzt,   i 
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denen    die    aiiftretenden   Constanteii    nicht  notliwendig  reell  i 
dann  werden,  die  Brüche  von  der  Form  sein: 

An 

worin  n  eine  ganze  Zalil,  A«  und  c.  Constaiiton   und  ß  eine  W 
der  Gleichung  ip {n)  =  0  ist.    Hieraus  folgt: 
A. 


=  SAe™//---e~"  '^'^^"■ 
Wenn  in  irgend  einem  Ausdrucke  imaginäre  Grossen  vorkom- 
men, so  werden  ih  einem  anderen  die  conjugirten  imaginären 
Grössen  auftreten ;  zwei_ solche  aus ammengeliörige  Ausdrücke  müssen 
im'  AUgeitieiHen  mit  einander  vereimgt  werden,  damit  ia  dem  es- 
pliciten  Ausdrucke  des  particulären .  Integrals  keine  imaginäre 
Grösse  mehr  übrig  bleibt. 

1.  Aufgabe. 

(Da  _  5  D  -[-  G)  ij  =  log  x. 

Wir  erhalten : 

_\^ __  _V 1_ 

D^  — 5i)  +  6~iJ  — 3        ZI  — 2' 
Daher  ist  das  particuläre  Integral: 
^ZTg  '""*  ~  B^^  log x^  e^  fe-^"  log  X  dx  —  (?="  fe-^"  logxdx, 
und  die  Cumplementär-Funetiou  ist: 

2,  Aufgabe.  In  der  vorhergehenden  Aufgabe  möge  die  rechte 
Seite  a;  (ogf  a;  anstatt  x  heiseen;  alsdann  feönnen  wir  entweder  die 
theilweise  Integration  oder  die  Erweiterung  des  Leibnita'schen 
Theorems  anwenden.    Die  letztere  giebt: 

^=  Xü^  f  e~^-log X d X  —  e^^'JJe-^'^  logxdx^  —  xe^  J'e'^'-'hgxdx 
+  e^'''  f  f<i~^°'1-ogxdx\ 
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[§.  46.]  TAueare  DifEei-entialgl.  mit  const.  Ci 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 

2, +  ",-"■ 

in  welcher  U  eine  Function  von  x  ist. 
Wir  erhalten: 


~  2in\D  —  in  I>  +  in      I 

oder,  wenn  wir  die  Veränderliche  unter  dem  Integralzeichen  ändern  ; 

=  ^J    Unsinn  ix  — i)d^, 

worin  P|  diosolhe  Function  von  |  wie  TJ  von  x  ist. 

Es  giebt  noch  eine  andere,  von  dieser  verschiedene  Methode, 
diese  Gleichung  zu  integriren,  Multiplicirt  man  beiderseits  mit 
sin  nx,  so  ist: 

^—  (^  sin  nx  —  mj  cos  nx)  =  Usmnx, 
äx  \äx  ' 


An  +  jU^  sinn^cU. 


Multiplicirt  man  die  ursprüngliche  Gleichung  mit  cos  n  cc  und 
schreibt  sie  dann  in  der  entsprechenden  Form,  so  findet  man  analog 
das  Integral: 

-T^  cos  nx  +  np  sin  nx  ^=  En  -\-   t    Ü^cosn^di. 
Eliminirt  man   j  ■  zwischen  diesen  beiden,  so  erhält  man; 


y  =  Acosnx  +  Ssinnx  -{- 
übereinstimmend  mit  dem  ersteren  Resultat, 


lßu^sinn(x-^)dl 
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Drittes  Capitel.  fS-  ^T. 

i.  Aafgabe.    Man  löse  äie  Gleicliuageu; 

(1)  g  -I-  n^y  =  x^  cosax      (ffir  «^«  urLd  für  n  =  a). 

(2)  -T^  —  »V  =   f      («'1   f-'  irgend  eine  Funotiira  von  x  Ist). 

5.  Aufgabe,    MitHülfe  von  (3)  in  der  4.  Aufgabe  beweise  man,  das: 


Vi;^f.','-^ä,^y-,--''f^'' 


^  dx^e 


§.17. 

Wegen  der  nahen  Verwandtscliaft  der  linearen  Glei- 
chung mit  constautea  Coefficienten  und  der  homogenen 
linearen  Gleichung  kann  die  letztere  hier  mitbehandelt 
werden.     Dieselbe  lässt  sict  in  der  Forro  schreiben: 


■'.;.  +  '*■'-.."  +  ■ 

-+^„-..g+A.=  F,     . 

worin  y  eine  Function  von  x  alle 

Im   letzteren   Falle  kann    ma 
bestimmen;  es  ist  offenbar: 

1 
A„ 

Wird  das  Operaiionszeiohen  ; 

in  ist  und  auch  eine  Constante  0 
,n  das  particuläre  Integral  sofort 
■  C. 

X^    durch    &   bezeichnet,    so    ist 

dx 

(§■  37): 

-2)...(»-«f  +  l), 

und  die  Differentialgleichung  kann  wie  folgt  geschrieben  werden : 
F{»)  y  =  F. 
Betrachten  wir  die  beiden  Theile  der  Stammgleichung  gesor 
dert,  so  ist  die  Complementär-Function  das  Integral  von 

r(»)9  =  o. 

Wie  wir  bereits  gesehen  haben,  ist  nun: 
F{%)x''>  —  F(p)xv. 


y  Google 
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Hieraus  folgt,  dass,  wenn  ^  so  gewählt  wird,  dass 

Fit)  =  0 
ist,  alsdaan  x^'  eine  Lösung  der  Gleicliung  ist;  und  sind  pi,  p^,  ..  .,^h 
die  Wurzeln  von  F{z)  =  0,  so  ist  die  Complementär-FuncHon : 
y  =  Aix^'  +  A^x^^  +  ■■■  +J«a*". 
Der  Fall  gleicher  Wurzeln  ist  bereits  (§.  45}  discutirt  worden; 
sind  zwei  Wurzeln  imaginär,  etwa  Pi  und  jij,  so  dass 

p^  =  a  +  iß,  ps=a  —  iß 
ist,  so  wird  der  entsprechende  Werth  von  y  sein ; 

x''{Ä[cos  (ßlogx)  -\-  A!2sin{ßlogx)\, 
wo  die  willkürlichen  Cönstanten  geändert  sind. 

Aufgabe.  Sind  die  imaginären  "Wurzeln  "i.iß  f-fache  Wurzeln, 
ao  wird  der  zugehörige. Theil  der  Complementär-Fuaction  sein: 

x"  {[Ä\  -1-^i  loy  X  -[-  A's  {log  x)'^  +■■■   \-  Ä',ilog  xy-i]  cos  (ß  log  es) 
-h  iE-  -h  S',  log x-\-S'^  {log  x)^+ \-  B',- {log x)—^]  sh,  {ß  log x}) . 

§.48. 

Das  particuläre  Integral  ist  der  Werth  von 

^-  F 
F(ff) 

Die  Auswerthuiig  dieses  Ausdrucks  kann  auf  zwei  Wegen  geschehen, 
die  in  Wirkliühkeit  äquivalent  sind,  abgesehen  von  dem  Unter- 
schiede in  den  augewendeten  Operationszeichen. 

Ist  V  entweder  eine  Potenz  von  x  oder  enthält  sie  eine  solche, 
etwa  ic™,  als  Factor,  so  ist: 

In  dem  Falle  wo  T  eine  Constinte  iat,  ist  die  Bereelmung  des 
Werthes  leicht  Ist  m  nicht  eine  Wurzel  von  F(s)^0,  so  können 
wir-  {F{^  -i-  »«)}"'  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  Ö'  entwickeln 
und  alle  Gliedei  wcglaiaen  mit  Ausnahme  des  ersten,  welches  von 
&  unabhängie  ist  und  m  du  Th.it  gieht: 


y  = 


F(m) 
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so  Drittes  Oapitel,  [§■  *8.] 

"Dieselbe  Methode  (der  Entwickelung)  kann  angewendet  werden, 
wenn  T  eine  rationale  ganze  algebraische  Function  von  logx  ist; 
und  wegen 

^logx  =  l 
hrauclit  die  Entwiukelung  nicht  über  %"  hinaus   erstreckt  zu  wer- 
den, wobei  n  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  logx  iü  T  ist. 

Ist  jedoch  m  eine  r-fache  Wurzel  von  F{^)  =  0,  so  ist: 


und  es  bleibt  ku  bestimmen  der  Werth  \ 


Ist  T  eine  Constante  G,  so  ist  wegen 
^  Wortli  Ton  y: 


_FM(».) 
Ist  es  eine  Function  von  log  x  wie  vorher,  80  wird  das  Ope- 
ration saymbol  nach  steigenden  Potenzen  von  ■&  bis  zu  'S"  (während 
&'■  im  Nenner  stehen  bleibt)  entwickelt,  und  der  Werth  von  y  wird 
gegeben  als  die  Summe  einer  Anzahl  von  Gliedern  von  der  Form : 

5i:(!»Jl)-, 

d.h.  einer  Anzahl  von  Gliedern  von  der  Form: 

Ausdruck  läest  sich  für  daa  particuläre  Inte- 
diesen  Formen  besitzt. 


oral  in  dem  Falle  angeben 

,  -weiin  7kei 

an,  dass  irgend  ein  Glied 

Partialhrüe 
A 

»  —  K 

sei,  so  wird  y  die  Summe 

von  Gliedori 
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[§.  48.]  Lineare  Differentialgl.  mit  const.  Coefficianten,  ei 

iinii  diese  ist  äquivalent  mit 

Äx^^Vx-"    oder    Äx<'fVx-''-'-dx. 

Ein  anderes  Verfahren  besteht  darin,  dass  maa  für  die  unab- 
hängige Veränderliche  so  eine  andere  e  einführt  durch  die  Gleichung 

X  =;  e'.     Dadurch  verwandelt  sich  ^  in  ^—  oder  D,  und  es  werden 

die  sämmtlichen  Methoden  dea  §.  46  anwendbar,  Es  ist  leicht  au 
sehen,  dasa  die  sämmtlichen  für  &  angegebenen  Fälle  genau  analog 
sind  zu  den  Fallen,  welche  wir  für  I>  angeführt  haben. 


Au 

fgabe.    Man  lose  die  Gleichuugen: 

(1) 

-S-'«ll+'"  =  - 

(3) 

'■'3>-"'s  +  ^»='''°»"'- 

(3) 

«■  3-^-3 +-ä -=>»=•■  + ='■ 

W 

-'S+''--S+»--3+»^Ä+='="+ 

(5) 

«•3-=-ll  +  "  =  ^'-- 

Vermi  achte  Aufgaben. 

1  Wenn  e%  z«ei  lineaie  Differentialgleichungen  von  den  Ordnungen 
m  und  «(ij>-m)  giebt  -vieloha  durch  dieaelhe  abhängige  Veränderliche 
hefriedigt  weideu,  so  lasat  sich  aus  den  ersten  beiden  eine  dritte  lineare 
Gleiohang  von  dei  (li  —  mjttn  Ordnung  ohne  irgend  eine  Integiatjoa  ab- 
leiten und  die  Grleichungp»  Mm  der  Ordnung  «lund  n  —  m  werden  (wenn 
lutegiiit)  genugun  um  das  Integral  der  Gleichung  von  der  Ovilnuug  » 
zu  liefere  (Liouville.) 

2  Mau  loae  die  Gleichungen : 
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3.  Maa  bewejao,  ilass  die  Lösung  von 

[TJ  -f  cj^y  -■=  cosax 
dargestellt  wird,  durch : 
y^e-'^-^A^-^  A^x-^  ■  ■  ■  -\-A,.x'^--^)+{c^^a^)~~^  cosiax-narccot"-^- 

4.  Man  bestimme  die  allgemeine  LOaung  der  Gleiclmng 

in  der  Form: 

y  —  r^'"(^cögn'(+BsiMM7)+  ■^/e"2^''""'V»jM'((— C)  Vdt', 
worin  U'   dieselbe  Function   von   ('  wie  U  Yon   t  und  n'   durch   die  Glei- 


,t's 

=  «2 

-jK 

5.     Man 

Ifiae  die  Gleiolinngen ; 

(I) 

-s+ 

e^S+« 

s- 

rfa; 

4j  = 

=.> 

+  2«). 

(2) 

'A- 

-3  + 

12,: 

=  16a 

!'e«*. 

(») 

S  + 

^%  + 

48,= 

:    !S^'- 

i.  +  ...™.: 

2-'-x 

(4) 

s- 

»S  +  'Ä^ 

-  2J 

^  .-  +  C0. 

« 

S  + 

S  +  » 

=  ««^ 

i  +  S, 

?-"  siw2ai. 

« 

(i  + 

!)■,  =  . 

-"  + 

0.'  + 

.-.. 

der 

Ole 

iühimg 

in  1 

Jer  Form : 

-o'. 

^s=/(«) 

y~ 

:0ea^4.De- 

-+s 

,"""■ 

?K 

».(.»..,. 

?)+« 

••"(- 

und   zeige,  dasB   der  Theil   des   particulären   Integrals,   welcher   dem   all- 
gemeinen Oliede  unter  dem  Summatiünszeiohen  entspricht,  lautet : 

j3i=r/>~""''^«»'("  +  ''(«'-S)-';^)/(f)«. 

7.     Mau  beweise,  dasa  die  Lösung  der  Gleichung 
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[§.  48.]  Liuear«!   Differential^:!,  i 

lautet : 


.;2U.  .'"+'/=!-+. 


d 


8-    Man  lieweiae,  dass,  weuu  le  -.—  mit  *  bezeiolmet  wird, 

'''^^,"''    0  =  A,-\-Ä,CC+---+An-lxn-l 
I  woi-in  jly,  Aj,...,An—\   willkiii-liolie  Constanten  aind. 
9.    Man  beweise  die  Gleichungen; 

[2]        D'>^X'«-+rI>rx-«>J}«~r^(x)  =  a:'-B'>'^-«  ^{x). 
(3)      D«(!t-n)>;j  =  arD'»y. 


yGoosle 


Vermi sollte  Methoden. 
§.49. 

BeToi  wu  die  liiieare  Gleiclmng  aweitei  üidmiHg  mit  Yei 
anderhchtn  (.  oefficienten  discutiren,  halten  wii  ea  fui  gut  emige 
vermischte  Methoden  zu  l)etia(,litcii  Dieselben  lassen  sich  an 
wenden  auf  Systemt  von  Gleiclrnngen  die  entwedei  eme  vollstaii 
dige  Losung  zulassen  odet  doch  dadurch  da«*,  man  ein  er'.tes 
Integial  finden  kann  dei  Losung  naher  gebracht  weiden  kounen 
Es  i'it  zu  bemerken  dass  diehemaLh  gegebenen  Gleichungen  typisch 
sind  und  nicht  bloss  vereinzelte  Gleichungen  daistellen,  die  sich 
inte^riren  lassen  Es  jst  sehi  oft  niOpflich  andere  Gleichungen  untei 
ngend  eine  dei  folgenden  Ciassen  einzureihen  mit  Hülfe  von  ge- 
schickt gewählten  Substitutionen  sei  es  fuj  die  abhaagige,  sei  es 
für  die  unabhängige  Veiandeiliche  Deiirtige  Siibstitutioaeii  be 
stimmen  jedoch  die  Grenzen  maerhilb  deien  die  Methoden  meisten 
theils  zum  Ziele  fuhren,  so  dass  min  stet'i  im  Gedicttnias  behalten 
TOuaa,  dass  die  Methoden  nicht  allgemeine  Ani^'endung  luf  alle 
Imeaion  Gleichungii    zweitii  Oidnung  hiben 


.  50. 


Der   einfachste   Fa 
chung  die  Form  besitzt : 


wobei  X  eine  Function  von  x  allein  ist.    Dieselbe  läaat  sich  ohni 
Weiteres  integriren,  und  das  Resultat  der   Integration  ist: 


;  =  fxdx  +  A„ 
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[g.  51.]  VevmiachtG  Methoden.  85 

WO  Ai   eine  willkürliclie  Constante  bezeichnet.     Eine  zweite  Inte- 
gration giebt: 


=fdxfXdx  -^-Äix^  Ai, 


wo  Alf  eine  andere  willkürliche  Constante  ist.     Geht  man  in  dieser 
Weise  weiter,  so  findet  man  nach  «Integrationen  ab  die  allgemeine 


y=ff...X{äxr  -^B^x'^-^  +Ü3a:"-s  +  .■■  +  B„_rx  +  B„, 

worin  B,-  für  -, '^-^   steht  und  demnach  eine  willkürliche  Con- 

(n  —  ry. 
atante  ist. 

§-  51. 
Eine  andere  sehr  einfache  Gleichung,  die  wir  betrachten 
müssen,  ist: 

^  =  r 

dx'"  ' 

worin  Y  eine   Function    von   y   allein   ist;   dieselbe   lässt   sich   aber 
aligemein  nur  integriren,  wenn  n  gleich   1  oder  2  ist.     Im  Falle 

w  =s  9  multiplicire  man  die  Gleichung  mit  2  —  ;  dann   lässt  sich 
jede   Seite  integriren,  und  man  erhält: 


oder  etwa : 


Cl)=*«  +  - 


In  dieser  Gleichung  lassen   sich    die  Veränderlichen  separiren, 
die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung 

^  —  r 
dx^ 

ist  schliesslich : 

r     li.»      _  ^  ,  „ 

J  {t(.j)  +  AjV.      '^  "■ 

Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 


Ein  erstes  Integral  ist: 
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WO  C  eine  wiilkürliolie  Coiistante  ist.    Bie  Separation  der  Veräniler- 
lichen  giett: 

und  daher: 

aresin  -  =  ax  •\-  <*■     oder     y  =  csin{ax  +  ß). 


Jede  Differentialgleieliung,  wolcho  nur  eine  Be- ■ 
Ziehung  zwisehen  Differeiitialiiuotienten,  deren  Ordnun- 
gen .  sich  um  eine  oder  zwei  Einheiten  untevsclieiden, 
ausdrückt,  lässt  eine  Lösung  zu.  Als  Typus  der  Differential- 
gleichung in  dem  Falle,  wo  die  Ordnungen  um  eine  Einheit  Yer- 
Bchie den- sind,  kann  man  setzen; 


^{^)- 


so  geht  die  Gleichung  üher  in: 

deren  Integral  ist: 

Nehmen   wir   an,   dass  diese  Gleichung    nach    X  aufgelöst  werden 
könne  und  dass  die  Lösung  sei: 

D  es  ist  al^di  n  einer  der  beieit's  diseutirten  Fälle  (§.  50), 
deren  *llg,emein  s  Integial  sich  hesfimmen  laest 

Wir  konneu  auch  n<*chdem  wir  die  Gleicl  af  ^>  {Y)^x-\-  Ä 
erhalten  haben  folgendermaassen  fortfahie;i    Di 


yGoosle 


In  analoger  Weise: 


■■/Ydx 


^f: 


YdY 
F(Y)' 


dx"-^  —  J  "^7   F(Y)  ~'J   F(Y)J  i> 
^~  J  F(Y}J  F{Y)  '"  J  F 


fYdY 
'  F(Y)' 


'"YdY 

F{Y)        J  F{Y) 

r  der  Integrationen,  welche  i: 


wobei  nach  jeder 
rechts  nach  linka  -ausgeführt  werden  müssen,  eine  willkürliche  Con- 
-atante  einzuführen    ist.    Wir .  erhalten  dann  zwei  Uleichnngen  zwi- 
schen X,  y,   Y,   aus   denen  Y  eliminirt  werden  kann;  die   sich  so 
3  Gleichung  wird  die  Stammgleichung  sein. 
Es  ist  ersichtlich,  das s  durch  diese  Methode  auch  die  Gleichung 


gelöst  w« 

Tdeu  kann. 

1.  Aufgabe. 

Man  löse  die  Gleichung; 

Si^tatmau: 

"  dx'       di> ' 

so  ist: 

»g-^- 

und  hior 

^on  ist  das 

Integral : 

Somit: 

1  =  ^'«". 

worin  A, 

B,  G  willkürliche  Conatanten  sind. 

2.  All 

«    »s=i'+(g)"r- 

13) 
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§.53. 

Als  einen  Typus  der  Differentialgleichungen,  welche  Differential- 

quotienten,  deren  Ordnungen  um  zwei  Einheiten  verschieden  sind, 

mit  einander  in  Beziehung  setzen,  können  i 

rf»^  _ 

Setzt  man ; 


3  geht  die  G-leicliung  über  in : 

ei'en  Lösuug  in  der  Form  erhalten  worden  war; 


h 


{A+2ffMd^ 
Wenn    die  Uleiehung,  nachdem  die  Integrationen    ausgeführt 
worden  sind,  algebraisch  aufgelöst  werden  kann  nach  s,  etwa : 

(wobei  die  Function  &  (x)  die'  Constanten  Ä  undJ5  enthalten  wii'd), 
so  werden  n  —  2  directe  Integrationen  die  Stamm  gleich  ung  liefern. 
Sollte  aber  die  Ausführung  dieser  algebraischen  Auflösung  unmög- 
lich  sein,  so  haben  wir: 

t  =  <'^  +  'ffMä>Y'-, 

daher ; 

u.  B.w.  Schliesslich  werden  wir  y  als  eine  Function  von  s  erhalten 
und  die  Stammgleichung  wird  das  Resultat  der  Elimination  von  z 
aus  der  Gleichung  zwischen  y  und  0  und  der  Gleichung  zwischen 
a;  und  0  sein. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 
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[§.  54.]  Vei'miaulite  Mutliodeti. 

Schreiben  wir  Z  für  -r— -,  so  geht  die  Gleicluing  iilier 


ISS  sich  orgielit : 

daher ; 

y  =  Äe^-{-  Be"^  +  Cx    1-  B, 
1  Ä  und  B  respective  für  Cj  a^  und  Cj  a^  gesetzt  sind. 
;.  Aufgabe.     Maa  löse  die  Gleichungen; 


g.  54. 

In  einigen  besonderen  Fällen  lässt  sich  die  allge- 
meine Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  durch  Sub- 
stitution derart  er  niedrigen,  dass  sie  zu  einer  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  wird..  Diese  Fälle  treten 
ein,  -wenn  eine  der  Veränderlichen  nicht  explicit  in  der 
Gleichung  vorkommt. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  Gleichung,  in  welcher  x  nicht 
vorkommt,  so  dass  dieselbe  geschrieben  werden  kann  in  der  Form : 

Setzt  man  ^  ==  j.    und   sodann  Jf  -  i>  f  ,    -    geht    die 

Gleichung  über  in: 

dp' 


K^'^^^S)^ 


■0, 


und  dies  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  aus  welclier 
p  als  Function  von  y  gefunden  wird.     Ist  die  Lösung : 

worin  /  {y)   eine  willkürliche  Constante  enthält,  so  lassen  sieh  die 
Veränderlichen  separiren,  da  wir  schreiben  können: 
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1  der  Stammgloichung 
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Die  Integration  dieser  Gleicliung  wir 

Sodann  betrachten  wir  eine  Gleiuliung,  in  welcher  y  nicht  v 
kommt,  so  dass  dieselbe  geschrieben  werden  kann  in  der  Form: 

)  =  «■ 


°  V  '  ix'  dx'J  " 


(Pij dp 


chung  transfor 


und  dies   ist  eine  Gleichung   erster    Ordnung,    aus  welcher  j 
Function  von  x  gefunden  werden  kann.     Ist  die  Lösung: 

r  =  F(£), 

worin  F(x)  eine  willkürlicho  Gonstantc  enthält,  und  iatogrirei 
diese,  so  erhalten  wir  als  die  Stammgleichung ; 
!/  =  ^  +  fF{i:)dx. 

1.  Aufgabe,     Man  löso  die  Gleichung ; 


^'—')S- '  +  (£)'• 


D  wird  die  Gleichung  transformirt  in 


äy 

l  +  ßs^ 


]_ 

■   2«  — 


ind  das  Integral  dieser  ist: 

(1  +i)ä)  (2a-y)  =  i>,, 
10  (i   eine  willkürliche  Constante  ist.     Die  Stammgloichung  ' 
gegeben  durch  Berechnung  des  Werthes  von 


/"»t 


-2ff  4-J/l 


=  x-V  B. 


2,  Aufgabe.    Man  löso  die  Gleichung: 
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[§.  55.]  VevmiBohte  Methofleii. 

Die  Substitution  j^  =^  p  transformirt  die  Gleicliimg  i 


(1  +  !,')■'•  dx 
Durch  Int«gratiun  giebt  diese: 


(1  +  ,.)■/.-- 

ind  daher: 


dass  die  Stammgleiehung  lautet ; 

+  4 


=  /'"'' =  ^+/k^ 


3.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichungen: 

» »s+K-i)"+»'(S)'r=S)'- 

(8)    j  (1  -  hs !/)  S  +  *'  +  '"ä''  O'  =  °- 

Homogene  Differentialgleichungen, 

§.65. 

Ea  giebt  gewisse  Classen  von  Differentialgleicliun- 
gen,  in  denen  eine  Art  von  Homogenität  bestellt,  üie 
Lösnng  von  diesen  kann  durch  zweckmässige  Transformationen  von 
der  Lösung    von  Gleichungen    niedrigerer  Ordnung  abhängig  ^e- 
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macht  werden.     Die  Homogenität  besteht  in  Folgendem: 

Betrachtet  man  y  als  eine  Grösse  von  n  Dimensionen,  während  x 

dii  ^  y 

von  einer  Dimension  ist,  so  ist,-—,  da  es  die  Grenze  von  — ;—    ist, 
dx  Jx 

d'^ll  j:J  p 

von  M — 1  Dimensionen;  ferner  ist  ^p-s  .  ^^  es  die  Grenze  voft   -j— 

dx^  ■   ■     -^x 

ist,  von  n  —  2  Dimensionen  u.  s.  w.  Die  Gleichung  heisat,  ■  daaii 
homogen,  sobald  die  Glieder  säromtlich  von  denselben  Dimei^ionen 
sind,  wenn  man  den  entsprechenden  Grössen  diese  Diinensionen 
beilegt.  Der  einfachste  Fäll  ist  demnach  der,  in  welchem  n  gleich 
1  ist-. 

Eis  sei  zunächst  n  =  \,  so  dass  X  und  y  beide  als  Grössen 
von  einer  Dimension  betrachtet  werden  können.  Setzt  man  dann 
y  t=  xz    und    x  =  e*  so  ist: 

dt/  ^  de 

dx~d^'^"'' 

ä'y 


__  (d'^s!       dz\ 
-\d&^^  d&J^ 


u.  6.  w.,  und  die  resultirende  Differentialgleichung  wii-d  eine  Glei- 
chung zwischen  a  und  #  sein.  Es  ist  nun  zu  bemerken,  dass  der 
Coefficient  von  fr  im  Exponenten  der  Exponentialgrösse  überall,  wo 
eine  solche  in  irgend  einem  Diifereatialijuotienten  vorkommt,  diejenige 
Zahl  ist,  welche  die  Dimensionen  des  Differentialquotienten  angiebt, 
und  daher  wird,  wenn  die  Substitution  in  der  als  homogen  voraus- 
gesetzten Differentialgleichung  vorgenommen  wird,  der  Coefficieal; 
von  fr  in  der  Exponentialgrösse  für  jedes  Glied  der  Gleichung  der- 
selbe sein,  und  es  wird  demnach  diese  Exponentialgrösse  ein  Factor 
der  Gleichung  sein,  der  weggelassen  werden  kann.  Die  neue  una:b- 
hängige  Veränderliche  fr  wird  nicht  mehr  explicit  in  der  Gleichung 
vorkommen ;  die  letztere  wird  somit  von  der  bereits  in.  §.  54  dis- 
cutirten  Art  sein  und  wird  sich  in  ihrer  Ordnung  um  eine  Einheit 


1.  Aufgabi 

3,  .  Man  löse  die  Gleichung: 

hält 

Führt  man 
d^e 

55   angegebene  Substitution 
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[§■ 

5S.] 

Vei'iBischte  Methoden. 

Setzt  m 

an  -r-^  =^  V,  80  wird  die  Gleicliung: 

'  +  ,T»  +  ■>  =  I»  (I  +  >)'  +  • 


und  daher; 

ds 

T^ 

■n{l+sy  +  n]y^~s^ 

—~s  '" 

Hierin    aind  die  Veränderlichen    s 

leparirt    und    die 

Gleichung 

kann  integwrt  ^ 

'erden. 

2.  Aufgabe. 

Man  löse  die  Gleiolvungeu : 

(1)      n 

g(^=  +  ^T^=(l  + 

©?■• 

(2)      n 

^'S=i-^Är 

(.,  ^g  =  (,-.g;. 

Indem  wir 

nug  zu  dem  allgemeined  Falle  übergehe 

■n,   in    wel- 

ohem.Tiöter  der 

Abnahme,  dass  y  jm 

1  n  Dimensionen 

sei,  Homo- 

genität  besteht, 

setzen  wir: 

X  =  e^,    y  ^vf's 

—  se"^, 

nnd  erlialten: 

dx''      \d^^    '    '""      "'  d& 


+  (2»-l)-+,.(..-!)4='" 


u.  s.  w.  Es  ist  ersichtlich,  dasa  der  Uoefficient  von  ■&  in  dem  Ex- 
ponenten der  Exponentialgröase ,  welche  in  dem  Ausdrucke  elnea 
jeden  Differentialquotianten  vorkommt,  genau r  die  Dimensionen 
dieses  Differentialquotienten  angiebt,  und  substitüirt  "man  diese 
Ausdrücke,  so  wird,  "wie  vorher,  die  Exponentiatgrösse  sich  weg- 
hebea,  .uud  es  wird  die  Differentialgleichung,  nachdem  sie  auf  diese 
Weise  in  eine  andere  transformirt  worden  ist,  in  welcher  die  un- 
athängige  Veränderliche  esplicit  nicht  mehr  vorkommt,  in  ihrer 
Ordnung  um  eine  Einheit  erniedrigt  werden  können, 
e.     Man  löse  die  Gleichung ; 


--',''  +  ^■'S)zrz-  *»'■ 
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Dieselbe  ist  homogen,  wena  man  y  als  < 
Dimensionen  betrachtet,  während  x  nur  vi 
ist.     Daher  setzen  wir; 


niid  erhalten  die  Gleichung : 


d&''  d& 


£  +  M.^.); 


Ein  erstes  Integral  wird  gegeben  durch : 
und  in  diesem  können  die  Veränderlichen  aeparirt  werden  wie  folgt: 

^ =  d». 

A  +  ii^^r 

Das  Integral  dieser  Gleichung  wird  verschieden  seip  (ejitweder 
eine  inverse  Kreisfun ction  oder  ein  Logarithmus)  je  nach  dem  Vor- 
zeichen von  A. 

4.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

Eine  besondere  Reihe   you  Fällen   entstellt,  wenn  man  ii  un- 

endlieli  gross  annimmt.     Die  Grössen  «/,  -^ — ,  •  •  ■    haben  dann  alle 

dieselben  Dimensionen.     Die  einfachste  Methode  der 
darin,  dass  man  rlie  Substitution  anwendet; 


Die  resultirende  Gleichung  zwischen  x  und  y  wird  dann  von 
jr  Ordnung  sein,  die  um  eine  Einheit  niedriger  ist,  als  die  der 
ebenen  Gleichung. 
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5.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

m  "  B  +  ^m^' '/.'"  + ">-"■■ 

Exacte  Differentialgleichungen. 

§■  56. 
Eine  Differentialgleicliung  von  der  Form 

wird  exact  genannt,  wenn,  nachdem  die  linke  Seite  mit  V  he- 
zeichnet  worden  ist,  der  Ausdruck  Tdx  das  genaue  Differen- 
tial irgend  einer  Function  U  ist,  die  dann  nothwendig  die 
Form  besitzt; 

Wif  b-etrachten   zunächst   eine  lineare  exaete  Bif- 
f erontialgleioliung,  welche  dargestellt  werden  ktinn  durch: 

worin  sämmtliche  Coefficienten  Functionen  von  a:  sind.  Eine  Glei- 
chung Yon  dieser  Form  wird  im  Allgemeinen  nicht  eine  exacte 
Differentialgleichung  sein,  wir  werden  aber  zeigen,  dass  die  Glei- 
chung, wenn  eine  gewisse  Bedingung  durch  diese  Grössen  P  erfüllt 
ist,  einmal  integrirfc  werden  kann. 

Bezeichnen    wir    der    Bequemlichkeit    wegen  Differentiationen 
nach  X  durch  Striche,  so  erhalten  wir  durch  directo  Integration: 

JP^ydx^-Jp.ydx 

f''^fx^''=~f^'^y"^''rP.y 
f^'li^''  -fp'^y^^  -  P'^y  +  P^y' 

fp,  g  dx  =  ^  fp;'  ydx  +  P^y  -  P,  y-  +  P,  y\ 
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I  pdx  =  Ap„  —  -p;  +  PI  —  p;"  +  ■ 


+  (p,  -  p;  +  p;- )!/ 

+  (p,  -p;  +  p: — )y 

+  iF^-  PI  +Pi )!/" 

+  • 


-/« 


wobei  die  aufeinander  folgenden. Coefficienten  Qa,  §i,  Q^,  . 
folgen.    Im  I 


Qn  =  Pn 

Nun  ist  die  Integrabilitätabedingung  offenbar  die,  dass  kein 
Glied  mehr  übrig  bleiben  darf,  welches  ein  Integral  über  y  enthält; 
und  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  hierfür  ist,  dass 
00  =  0, 


■  +  (-  1)"  - 


,  -^"P« 


-  0 


Ist  dies« 


Gcleichung  befriedigt,  so  ist  das  erste  Integral : 

r  +  «.-1  ^^  +  ■■■  +  «iS  ^fpdx  +  Äi, 


i  willkürliche  Constante  ist. 


Wenn  j 
nflmlich 


sntsprechende  Bedingung, 


Qi 


äQi 


■  +  (-1)" 


--  0 


erfüllen,  so  ist  die  Gleichung  noch  einmal  integrabel,  und  dies  Ver- 
fahren kann  so  lange  fortgesetzt  werden ,  als  die  Coefficienten  der 
in  dieser  Weise  abgeleiteten  auf  einander  folgenden  Gleichungen  die 
Integrabilitätsbedingung  erfüllen. 
1.  Aufgabe.    Die  Gleichung" 


{ax'- 


-bx) 


dhj  _ 


dx 

3  oxacte  Differentialgleichung;  denn  wir  hal 
Po  —  1 ,    P;  =  1 ,    Pa  =  0 ,    P3'  : 


f  3/  =  ^ 
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und  demnach   ist  die  Bediugungsgleicliuug'   erfüllt.     Integrirt  i 
jede  Seite,  so  erhält  man : 


In  der  Praxis  ist  es  zuweilen  leicht  au  sehen,  dass  sich  eine 
gegebene  Gleichung  intcgriren  lässt,  Tn  manchen  Fällen  sind  die 
Grössen  P  entweder  von  der  Form  a  x'"  oder  Sunimen  von  Aus- 
drücken von  dieser  Form ;  und  nf'  -; —  ist  ein  yollkommener  Diffe- 

reutialqootient,  wenn  m  kleiner  als  n  ist.     Denn  integrirt  man  den- 
selben partiell,  so  erhält  man : 


+  (- 1)- 


/  ist  -r—  (Xil),    SO    dass    die    linke   i 


'  d  3i"-~«'-i 

Ist  n  =  m  ■]-  1,  so  ist  das  letzte  Glied  {—  1)™  »»!  y. 
Wenden  wir  dies  auf  unser  Beispiel  an,  so  sehen  wir,  dass  die 

Glieder,  welche  — =^.,  r^-^  enthalten ,    vollkommene  Differentialquo- 

dy 

'di  ^■ 

ein    vollständiger  Differentialijuotient    und     daher    die    Gleichung 
esact  ist. 

2.  Aufgftte.     Man   lieweise ,   dass  die  Gleichung  iu   der   1.  Aufgalie 
durch  die  verlier  angeführte  Metliode  niclit  weiter  integrirt  wei'den  kann. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen; 

II)     ^  ^  ^  («2  _  3)  ^  -]-  4  ~  ^.±.  2  «  -  0 


dy    ,       d^v  ,      ^  d^y        dy 


(2)     2  3;  +  */  + 
und  zeige,  dass  die  Oleichnng, 


integrabel  wird,   wenn  man  sie  mit  einer  gewissen  Potena  von  X  niulti- 
plicirt.    Man  liestimme  ihr  Integrah 
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§.  57. 
Die  Methode,   welche    zur   Integration   nicht  linearer 

exaoter  Differentialgleichungen  angewendet  wird,  kann 
durch  Betrachtung  eines  Beispiels  veranschaulicht 
werden. 

1.  Aufgabe.      Man  löse  die  Gleichung ; 

In    der  Voraussetzung ,    dass    dies    eine    exacte  Differential- 
gleichung sei,  können  wir  schreihen : 

du  ^  (1/  -\-  3  xp  -<r  2  j/päj  dx  +  (x^  +  2  t/^p)  dp, 

worin  p  für  -r^  steht.     Mit    U^  wollen   wir    den  Worth   von    U  be- 

■^  dx 

zeichnen,  den  dieses  hahen  würde,  wenn  p  die  einzige  Verauderliche 
wäre,  so  dass 

^1  =  ^^P  +  V^$^ 
ist.     Lässt  man  diese  Einschränkungen  wieder  fallen,  so  ist : 

rf  [7"i  =  (2  xp  H-  2  yp^)  dx  +  .(^^  +  2  y^p)  dp, 
und  daher : 

<i  !f  -  <i  (7,  =  (9  +  ij,)  äi  =  ä  (js). 
Dies  giebt  durch  Integration : 

V  —   V^-=xij  -Y  Ä, 

und  daher  iat  das  erste  Integral : 
2  ^P 


-m 


^<j'[¥z\ +"«- 


Die  vorstehende  Methode  wird,  wie  man  sieht,  zu  der  folgenden 
allgemeinen Begel  für  die  Integration  einer  exacten  Diffe- 
rentialgleichung '  itter  Ordnung  führen.  Die  Gleichung, 
welche    aus  einer  Gleichung  tou  der  («— l)ten  Ordnung 

durch    directe    Differentiation    ableitbar    ist,    wird  -^ 

nur  in  der  ersten  Potenz  enthalten.     Ist  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt,  90  ist  die  Gleichung  nicht    exact. 
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Man 

sohreiLe  die  Gleichung  in   der  Form  F  =  0  und 

integrire 

1  Vax,  als  ob  ^^^     die     einzige    Veränderliche, 

welche   i 

n    F  vorkommt,   und     ^     ihr     Differentialquo- 

tient  wäre.  Das  Resultat  möge  Ü^  heissen.  Alsdann  ent- 
hält Vdx  —'dUi  Differentialquotienten  Yon  j/  höehsteas 
von  der  Ordnung»— 1;  insofern  dies  ein  exacter  Differen- 
tialquotient  ist,  kann  der  höchste  Differentialquotient 
Yon  y,  welcher  vorkommt,  nur  in  der  ersten  Potenz  auf- 
treten. Wiederholt  man  das  Verfahren  so  oft  als  nüthig, 
so  wird  man  schliesslich  erhalten; 

Frf  Ä  —  d  Ui  ~  (i  fj  —  •  ■  ■  =  0, 
und  ein  erstes  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist; 
Ui  +  U.,  +  ■■■  ^  G. 

2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleioliungen: 

(2)    x^  T-^  +  X  T-^  4-  {2  X  V  —  1)  :5-^  +  y^  =  <>. 
'  '         dx^    '      ,dx^    '    ^       "         '  dx        ^ 

3.  Aufgabe.    Man  zeige,  dasa  die  Gleicliung 

iiitegrirbar  wii-d,   wenn  man  sie  mit  dem  Factor   2x^  -f^  --  2,xy  inulti- 
plicirt.   Davaua  bestimme  man  ein  erstes  Integral  und  die  Stammgleicliung, 
i.  iufgabe.     Man  integrive  die  Gleichung; 

wenn  man  weiss ,  dass  sie  einen  integrirendelT  Factor  von  der  li"oi'ra 
Xi  ^  +  Xa  */ besitzt.    (Euler.) 


Lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung. 


'ir    werden    hier    einige  ,  der    Haupteigenschafti 
■en  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
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jedocli  wird  dio  gegenwärtige  Untersücliiing  niclit  etwa  die  Tlis- 
cussioii  der  allgemeinen  linearen  Gleichung  zum  grössten  Theil  anti- 
eipiren,  da  die  hier  bewiesenen  Eigenschaften  nur  der  Gleichung 
zweiter  Ordnung  zukommeu. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  ist; 

B  +  -fl +  «'  =  «■ 

worin  P,  Q,  R  Functionen  von  x  oder  auch  nur  constante  Grossen 

Man  substituire  in  der  Gleichung  fui  p  einen  Weith  ?  w,  wo 
V  und  tv  beides  Functionen  von  i  «ind  die  bii  jetzt  nur  der  Be 
sehränkung  unterliegen,  dasa  ihi  Produet  gleioh  '/  sein  mu»''  E« 
ist  dann: 


--B. 


dx^        \     dx    '  /  dx        \dx^  dx         ^    J 

Da  wir  zwischen  v  und  w  willkürlich  eine  Beziehung  festsetzen 
oder  bewirken  können,  dass  eine  Von-  ihjieli  irgend  eine  Bedingung 
erfüllt,  Eo  wollen  wir  annehmen,  dass  es  möglich  sei,  w  ao  zu  be- 
stimmen, dass  der  Goefficient  von  v  verschwindet,  daas  also  die 
Gleichung  besteht: 

dx-'   ^       dx  ^  ^ 
die,  was  kti  beachten  ist,  die  nämliche  ist  wie  die  ursprüngliche 
Gleichung,  wenn  man  die  rechte  Seite  gleich  Null  setzt.    Wird  nun- 
mehr die  Grösse  w  als  bekannt  betrachtet,  so  ist  die  i 
Gleichung : 

ifv        /2_iw  \dv_S 

dx'  ^    V"    (1^  J  <lx         »' 


ind  somit 


v  =  B  +  A 


Es  folgt  somit:  Kann  irgend  eine  beliebige  Lösung 
der  ursprünglichen  Gleichung,  nachdem  in  ihr  die  rechte 
Seite  gleich  Null  gesetzt  ist,  gefunden  werden,  so  kann 
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man  auch  die  vollständige  Stammgleichung  der  ursprüng- 
liohe'ii  D'ifferentialgieichung  in  ihrer  allgemeinen  Form 
finden.  Die  Aufgahe,  diese  vollständige  Stammgieichung  zu  be- 
stimmen, ist  daher  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe,  irgend  eine 
einzige  Lösung  der  einfacheren  Crleichung  zu  finden.  Die  letatere 
ist  zwar  m  dem  allgemeinsten  Falle,  wo  P  und  Q  noch  keine  speciel- 
len  Fuiictipnen  sind,  bisher  noch  nicht  gelöst  worden ;  indessen  ist 
es  in  besonderen  Fällen  möglich,  eine  Lösung  von  der  Art,  wie  sie 
gewünscht  wird,  manchmal  durch  den  blossen  Anblick,  zuweilen 
mittelst  convergenter  Reihen,  zuweilen  mittelst  eines  bestimmten 
Integrals  zu  bestimmen.  In  den  beiden  letzten  FäUen  aber  (welche 
gewöhnlich  eng  mit  einander  zusammenhängen)  ist  die  esplicite 
Bestimmung  des  Werthea  des  für  v  erhaltenen  Ausdrucks  schwierig 
oder  ganz  unmöglich,  gleichwohl  wird  dieser  Ausdruck  immer  die 
Lösung  bleiben  (§,  5), 


1.  Aufgabe.    Man  1 

Öse  die  Gleichung: 

(P^ 

n('-y   . 

dx^ 

«'sf +  ''  =  '"" 

Eine  particuläre  Löi 

5ung  von 

-..ff  +  .,  =  o 

ist  augenscheinlich  */  = 

X.     Daher  erhalten  wir , 

ursprünglichen  Gleichung 

>  y  :=  XV  setzen: 

'  'Z^^t- 

-(«£+")  +  " 

oder' 

fj  + 

e-»-)^=- 

Somit : 

dv     .^  _A,^ 

'= A +/.-.->■ 

und  daher: 

,  =  B-VAf}i 

A'.f^^J. 

Falle  m=  a  lässt  sich  dieser  Ausdruck  vereinfachen, 
ufgabe.    Man  löse  die  Gleichungen: 

(2)    ,.i^i,«,g-H2.|S  +  2  »,  =  ..-.. 
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Kann  man  jedoeli,  nachdem  B  gleich  Null  gesetzt  i 
keine  Lösung  der  Gteichnng  erhalten,  so  ist  es  zuweilen  nütBÜoh, 

aus  der  transformirten  Differentialgleichung  das  Glied,  welches  -r- 

enthält,  fortzuschaffen.     Damit  dies  der  Fall  sein  könne,  muss  tv 
die  Gleichung  befriedigen; 


jy  =  e 
brauchei)  wir  bei  der  Integration  keine  Constante  hinzuzufügen, 
i  nachheP  doch  wieder  verschwindet.     Setzt  man  diesen  Wcrth 
0  in  die  Gleichung  ein  und  macht  man : 

2    'dx  4        " 


1=  Q- 


3  geht  die  Gleichung  über  in ; 


=  JJe 


In  einigen,  besonderen  Fällen  läsat  diese  Gleicli.unig  eine  un- 
mittelbare Lösung  zu;  aber  diese  Fälle  kolnmen  weit  wenigej- 
häufig  vor  als  Sie,  auf  welche  die  vorhergehende  Methode  an- 
wendbar ist,  und  der  Vortheil  dieser  Methode ,  welcher  in  Kurzem 
angedeutet  .werden  wird,  liegt  nach  einer  ganz  anderen  Richtung 
hin.  Wir,  wissen  bereits,  dass,  wenn  man  eine  Lösung  dieser 
Gleichung,  nachdem  darin  die  nechte  Seite  gleich  Null  gesetzt  ist, 
finden  kann,  auch  die  Stammgleichung  der  allgemeinen  Gleichung 
sich  bestimmen  lässt,  und  wir  können  daher  unsere  Gleichung  in 
der  Form  s 


d'^v 


~2  +  -f  »^  = 


0. 


e  Gleichung  : 
Hierbei  ist  f  ^ ry  und  daher: 


1.  Aufgabe,     Man  löt 
dx^       a;'A  dx  ~ 
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1  1 


so  dass  die  Gleichung,  welche  v  liefert,  ist : 
Die  Liisung  derselhen  ist : 

.=..  +  !, 

und  daher  das  a}lgomeine  Integral  der  ersten  Gleichung 
2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

w  S  ~»«g  + "«'»  =  -■ 
«  fc^-Sä +  (-  +  !)!'  =  »• 


0^1/ 


-"g  +  i"'-" 


Der  YortJieil,  den  t 


als  typisclie  Form  der  lineare»  DifFereiitialgleichung  aweiter  Ord- 
nung anwendet,  hegt  m  dem  Umstände,  dass,  wenn  für  y  in  der 
letzteren  Gleichung  irgend  eine  Substitution  s/(x)  ausgeführt  und 
in  der  dadurch  tntstehenden  GJei.ehung 

fi  +  P.  §£+«,.  =  „ 

dz^  dx 

das  zweite  Glied  derselben-  durch  die  Substitution 
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weggeschafft  wird,  I  eine  Function  von  P  und  Q  von  solöKer  Be- 
scliAffeaheit  ist,  dass  die  letztere  Gleichung  wiederum  die  Form  an- 
nimmt ; 


dx'' 


+   ItB 


Eä  ist  daher  I  genau  dieselbe  Function  von  Pj  und  §|,  wie 
von  f  und  Q.  Wir  können  somit  I  eine  Invariante  der  Ooeffi- 
cienten  der  Differentialgleichung  nennen*).  Von  der  redu- 
cirten  Grieichung  können  wir  sagen,  dass  sie  in  ihrer 
Wormalform  sei;  irgend  zwei  lineare  G-leichungcn  von  der 
Art,  wie  die  Gleichungen  in  y  und  z,  können  in  einander 
transformirt  werden,  wenn  die  Normalform  einer  jeden 
dieselbe  ist. 

Wenn  es  bekannt  ist,  dass  zwei  gegebene  Gleichungen  in  dieser 
Weise  in  einander  trausformirbar  sind,  und  die  Substitutionsgleichung 
zwischen  den  abhängigen  Veränderlichen  gewünscht  wird,  so  kann 
dieselbe  leicht  dadiirch  erhalten  werden,  dass  man  die  Normalform 
als  eine  intermediäre  transformiite  Gleichung  benutzt.  So  wird 
m  dem  iillgemeiuen  Beispiel  die  Gleichung  in  j/  in  die  Gleichung 
für  V  trinsfurmiit,  wenn  wir  setzen: 

und  die  Gleichung  in  V  geht  über  in  die  für  z,  wenn  wir  setzen : 

Somit  ist  die  Beziehung,    durch  welche    direct   die  Gleichung   für  y 
in  die  für  S  transformirt  wird: 

1.  Aufgabe.    Man  zeige,  dass  die  Gleicliungen 

(1  -i')^, +(l-3i)^  +  i2  =  0 

jn  einander  tranfiformirt  werden  können,  nnil  suche  die  Beziehung  zwischen 

3.  Aufgabe.  Man  hestimme  den  Wertli  von  §  derart,  dasa  die 
Gleichnng 

jJ  +  «äi+«!'  =  ° 

*)  Vergl.  Malet,  Pliil.  Trans.  (1882),  Seite  751.  Aiim.  d,  Verf. 
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durcli  eine  Subetitiitioii  y  ;=  ■^/(s)  traiisformirt  werden  kanu  in 

äii  +  j  s  +  ('  -  3) '  =  »• 

1111(1  sHClie  den  Wertli  von  f{x). 

§.  61. 
Sind  !/i  und  pi  zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung: 

S  +  ^£  +  «'=°' 

und  Vi  und  «'s  die  entsprechenden  particnlären  Integrale  von : 


^  1=  ^  =  s 

so  dasa  also  s  der  Quotient  von  zwei  Tersohiedenen  Lösungen  einer 
jeden  Gleichung  ist.  Wir  wollen  liun  die  Gleichung  auf- 
stellen, welche  durch  s  befriedigt  wird.  Da  jede  der  Grössen 
j)  (oder  v)  aus  zwei  Gliedern  bestehen  kann,  von  denen  jedes  einen 
wilLkürliehen  constanten  Factor  enthält,  so  kann  der  Quotient  der 
beiden  ■  drei  willkürliche  Constanten  enthalten  (nicht  vier,  da  man, 
ohne  den  Werth  -oder  die  Allgemeinheit  eines  solchen  Quotienten 
zu  ändern,  irgend  eine  Constante  gleich  1  setzen  kann);  es  muas 
daher  die,  Differentialgleichung,  welche  durch  s,  d.  i.  durch  eine 
Function  mit  drei  willkürlichen  Constanten,  befriedigt  wird,  von  der 
dritten  Ordnung  sein. 

Deuten  wir  eine  Differentiation  nach  x  durch  Striche  an,   so 
können  wir  schreiben : 

v;  ^-  I^i  =  0 
v^  -[-  Iv,  =  0. 

Nehmen  wir  den  Logarithmus  von 
s  =  " 
und  differentiiren  wir  dann,  so  erhalten  wir: 
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und  dies  giebt  durch  nochmalige  Differentiation; 

s  1,3/  Vi  \i>i/  %  Vi's/  " 

Kun  ist  aber ; 

^  _    T__  !ii 

diiher  wird  die  Gleichung ; 

?-(r)'=-(i)'+(sy 

Wi  *'ä/  Vi  «'s/ 

und  dalier : 

a'        s  \Vi         y^/' 

oder: 

^  =  —  2  ■—  - 
Differentiireii  wir  dieses  nochmals,  so  erhalten  wir: 

und,  we«n  wir  das  letzte  Glied  auf  die  andere  Seite  schaffen: 
:  2  J. 


■10'^ 


Dies  ist  dio  DifferentialgleichuHg ,  welcher  s  genügt ;  dieselhe 
ist,  wie  angegeben  wurde,  von  der  dritten  Ordnung. 

Dii  Knnction  der  Differentialquotienten  von  s  nach  ic,  welche 
auf  der  linke»  Seite  der  Gleichung  vorkommt,  ist  von  Cayley  die 
Sohwarz'aohe  Abgeleitete  (Schwaraian  Derivative}*)  genannt 
und' von  ihöi  mit  {s,  tc]  bezeichnet  worden;  sie  wird  so  genannt, 
weil  ihre  Eigenschaften  in  einer  Abhandlung  von  Schwarz  in 
Crelle's  Journal  (Bd.  LXXV)  discuürt  sind  und  sie  in  dieser  von 
fundamentaler  Wichtigkeit  ist;  ^jedoch  ist  diese  Function  niclit 
zuerst  von  ihm  aufgestellt 'worden  **). 

*)  Cayley,  CaiAlir.  PhiL  Trine.  (1880),  Bd.  XIII,  S.  S.     Anm.  d.  Verf. 

**)  Sie  kommt    implicit  in  Jacobi's  Foadamenta   nova   und   explioit 

zum  ersten  Male  in  Knmmer's  Abhandlung  über   die  hypergeometrisobe 

Reihe   in   Crelle'e  Jouro.  Bd.  XV   Tor.     Auf  letztere   wird  in   Capitel  6 

verwiesen.     Siehe  auch.  Cayley,  J.  c.  Anm.  d.  Verf. 
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§.62. 
Wenn  man  nun  irgend  eine  Lösung  dieser  Gleichung 
erhalten  kann,  so  läsat  sich  auch  eine  Lösung  der  ur- 
sprünglichen Differentialgleichung  unmittelbar  ahleiten. 
Denn  hezeichnen  wir  eine  solche  Lösung  der  neuen  Gleichung 
mit  s,  so  erhalten  wir,  da 

V2  ^  ^ 

^'a  ~  ~  2   s' 
ist,  wenn  wir  diese  Gleichung  integriren: 

t,,  =  c(sT^. 

worin  C  willkürlich  ist.     Dies  ist  eine  Lösung ;  eine  andere  ist : 

i.,  =_?i3S  —  (7s(s')~^ 
und  aus  diesen  leitet  man  die  entsprechenden  Lösungen  der  Glei- 
chung in  )/her,  indem  man  den  Exponentialfactor  hinzusetzt.  Wenn 
aber  irgend  eine  Lösung  einer  linearen  Differentialgleichung  aweiter 
Ordnung  bekannt  ist,  so  kann  man  daraus  die  allgemeine  Lösung 
finden;  mithin  wird  irgend  ein  particulärer  Werth  von  S,  welcher 
der  Differentialgleichung  dieser  Function  genügt,  zu  der  Yollständigen 
Lösung  der  ersten  von  jenen  beiden  Diiferentialgleichungen  fahren. 
Dieser  Satz  gilt  für  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung;  seine  Hauptanwendung  wird  er  aber  auf  die 
Gleichung  finden ,  welcher  die  hypergeometrische  Reihe  genügt. 
Dies  wird  im  6.  Capitel  auseinandergesetzt  werden. 

1.  Atifgalie.    Man  beweise,  dsss,  wentt' 

ist,  die  Schwarz'sche  AVigeleitete  von  S  verschwindet. 

2.  Aufgalje.    Man  suche  den  allgem^oeti  Wevtli  von  s,  wcnu 

X^  {s,  x]  +  a  =1  0 
und  a  eine  Coiietante  ist. 

3.  Aufgabe.    Man  beweise  die  Gleicbungea: 


'«  i'.-:  =  -(ll)i-.'i- 


w 

l?f^-l=l'.* 

(») 

i-i=d-fy[i"i- 

-  {'.  !/!)• 

w 

i'.'i=(Ä)'i"i- 

(C»jl.;.) 

y  Google 


Eine  andere  Methode,  welclie-  zuweilen  von  Erfolg 
ist,  besteht  in  der  Aenderung  der  unabhängigen  yeränder- 
Ucten. 

Nimmt  man  z  als  die  neue  uriah^iaiigige  Veränderliche,  so  ist: 
dy  __dy  du  ■ 
dx         dz  dx 
d^_d^  fdfY       dy  dH 

und  die  ursprüa gliche  Grleichnng  geht  über  in; 

Bis  jetzt  ist  z  noch  willtflrlich;  man  kann  sje  daher  so  wählen, 
dass  sie  irgend  einer  nach  Belieben  -.anzunehmenden  Bedingung 
genügt.      Wir  können    sie    demnach  so  wählefi,' dass.  für  sie  der 

Coefflcient  Ton  -=~  verschwindet,  so  daes  also 
ds 

ist    und    somit  3    als  Function    von   X  gegeben    wird    durch    die 
Gleichung ; 


^-I' 


fdzy 


Das  Eesultat  der  Elimination  von  x  aus  dieser  Beziehung 
zwischen  s  und  x  und  der  transformirten  Gleichung  kaun  eine 
Gleichung  sein,  welche  sich  als  integrabel  erweist. 

iEin  integrabler  Fall  tritt  ein,  wenn  der  Werth  von  s  so  be- 
1  ist,  dass  er  der  Gleioljung  gsnügt: 

■-  ««■, 

worin  fi  eine  Constante  ist.   Dann  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an  : 

deren  Integral  ist: 

worin  «  und  ß  die  Wurzeln  sind  von 

m  (w!  —  1)  +  (i  =  0, 
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und  ea  ist  nicht  sctwer  zu  beweisen,  A&ss  die  Relation,  welche 
.zwisfihen  P  und  Q  stattfinden  muss,  damit  dies  der  Fall  sein  könne, 
die  forgende  ist; 

iS  +  s;(«"-)  +  ^«"  =  ''' 

Ein  anderer  ititeg'rabler  Fall  würde  geliefert  werden  durch 

und  so  in  anderen  Fällen.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die 
Gleichung  In  jedem  Falle  auf  eine  Gleichung  reducirt  wird,  die  man 
als  eine  bekannte  Form  bezeiclinen  kann,  d.  h,  auf  eine  Gleichung, 
deren  Stammgleiohung  man  finden  kann. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 


P  (1  - 

«:'), 

^  —  X, 

dah 

er: 

-/™-  „ 

efr- 

~'  =  (1  - 

und 

g  = 

arc 

sin  X. 

Aendert  man  die 

unabhängige 

Veränderli 

die 

Gleichung  über  in 

^. 

=  ,iS 

.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleiohuögen : 


(I) 

1^- -')&+«£  =  «'» 

m 

g  +  g<o«a«  +  srf. 

(3) 

d^y        Hx+i  äjf    ,        j      t 

d.'        »■-ldi+»W- 

w 

S  +  IS  +  5'  =  »- 
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§-  64. 

Die  Eigenschaft,  die  wir  in  §.  60  benutzt  lialieii,  um  die  Rela- 
tionen zwischen  den  abliängigen  VeräBderlichen  zweier  Gleichungen, 
die  gegenseitig  in  einander  transfonnirbar  sind  —  zweier  Gleichungen 
nämlich,  die  dieselbe  Konnalfonn  besitzen  — ,  zu  erhalten,  kann 
auch  benutzt  werden,  um  die  Beziehungen  zwischen  den  abhängigen 
Veränderlichen  in  zwei  Gleichungen,  in  denen  die  unabhängigen 
Veränderlichen  verschieden  sind,  unter  der  Voraussetzung  au  finden, 
dass  die  Gleichungen  schliesslich  dieselbe  Function  bestimmen.  Das 
anzuwendende  Verfahren  wird  dem  erstgenannten  ähnlich  sein,  da 
beide  Gleichungen  auf  ihre  Normalformen  in  derselben  Verändec- 
liehen  reducirt  werden,  und  diese,  nachdem  sie  als  identisch  ange- 
nommen worden,  die  Bedingungen  geben,  welche,  für  die  Richtig- 
teit  der  Voraussetzung  erforderlich  sind. 

Die  beiden  Gleichungen,  welche  in  dieser  Weise  durch  Ver- 
änderung der  abhängigen  wie  der  unabhängigen  Veränderlichen  in 
einander  transformirbar  sein  sollen,  mögen  sein; 


m  ^!  +  2'g+ «»  =  <>■ 

d^v               dv 
(3)     |^  +  2  B^H-  S«.  =  0, 

worin  P  m 

id  Q  Functionen  von  x,  R  und  S  Functionen 

Setzt 

man  in  (1) 

2/  r      '^  =  1/1 

und 

'-«-ff--. 

so  erhält  n 

lan: 

(3)    f|-+/!/.=  0. 

Setüt 

man  ebenso  in  (2): 

./-  =  ,, 

und 

so  erhält  u 

i«n; 

(.1)   ■^  +  j.,  =  o. 
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Verwandeln  wir  in  (3)   die  unabhängige  Veränderliclie  x  in 
so  wird: 

worin  die  Striche  Differentiationen    naoli  x  andeuten.      Um  die 
Gleichung  auf  ihre  Normalform  au  reduciren,  setzen  wir: 

oder,  indem  wir  das  Integral  im  Exponenten  hereehnen : 

Die  Gleithung  geht  dann  über  in ; 


1_  £^ 

"  4   Ä^'* 


und  {s,a:|  die  Schwarz'sche  Abgeleitete  von  2  ist. 

Wenn  dann  die  Gleichungen  gegenseitig  in  einander  trans- 
formirbar  sind,  so  werden  die  NormalforiÄen,  falls  sie  ausgedrückt 
sind  durch  dieselbe  unabhängige  Veränderliche,  dieselben  sein. 
Vergleichen  wir  daher  (4)  und  {5},  welches  die  Normalformen  sind, 
so  erhalten  wir: 

Vi  =  «-'i 
und 

G  =  J. 
Substituii'eii  wir   im  Gr  seinen  Wcrth  in  die  letate  Gleichung, 
so  wird: 

I—]-  Ux]   ^Jä'\ 


-(^)'(»-"-«')-(«-^"-)  =  »^ 
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und    sufcatituireii    wir 
Gleichung,  so  erhalten  ■<, 


md  i'i    ihre    Werthe 


(^> 


fpn 

0'' 


=  ./- 


Diese  beiden  fTleiohunaen  "iiil  lie  Belngung'en  dafu  1  s 
die  Difterentialnleichuiigen  (1)  u  d  (2)  de  von,  age'ietrte  Eiaea 
schaft  haben  die  erste  von  ihnen  gi  it  die  Beziehung,  welche 
zwischen  den  unabhängigen  VeiSvnderlichen  bestehen  mnas 
und  1  t  die  ei'ite  eifullt  =n  giebt  1ip  zweite  die  Beziehung  welche 
zwischen  den  abhängigen  Veränderlichen  bestehen  muss 

Die  y  rstehenden  Gleii.hiingen  setzen  uns  in  den  Stand  die 
allgemeine  Foim  allei  DiffeientiaJsleiL.hnngen  m  weiche  (I)  trans 
formirbar  i^t    zu  fin  len  und  zugleich  den  Zusammenhang  Bwischen 


zwei  gegebenen  yerwindten  Gleichungen  ; 
z.  B  die  (ileichung     welche  eine  f^egebene 
liehe       enthalt   i   d  n   t  (1)  iciuiyaleiit      t 
Gleichung  haben 


bestimmen      &o  wiiide 
uuabhanj,i((e  ^  erander 


l  i 


+  nJ  = 


U, 


j^i-l- 


ist;  «nd  da  e  und  I  als  PnnctioDeii  von  x  bekannt  sind,  so  ist  J 
ebenfalls  als  Function  Yon  ic  bekannt  und  läest  sich  daher  dar- 
stellen als  Function  von  e. 

Jede  Differentialgleichung,  welche  mit  (1)  äquivalent  ist  und 
e  zu  ihrer  unabhängigen  Veränderlichen  bat,  muss  die  vorstehende 
Gleichung  in  »i  Kur  Normalform  haben. 

1.  Aufgabe.    Man  beweise,  dass  die  Gleichungen 

a-.^)f^,-..|£  +  .(«  + 1)^  =  0 

,1  -  fcs)  ^  .   l^A^  ^  -  li  +  i^^i±Il!l  „ 
*^      '''rift^+      k     äk~  v^    i-fcä  }»' 

iu  eiiiamler  traneformirbar  sind  mit  Hülfe  der  Relation ; 

X  H  —  k-^f  =  l  +  1% 
und  suche  die  Beziebuag  zwischen  sr  und  v.  (G.  H.  Stuai-t.) 
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2.  Aufgabe.     Man  beweise,  dase  die  Gleichungen 


dX^   "1 


mittelst  der  Eelatioi 


in   einander    trüQKfovniivTjar   sind ,    und    bestimme   die   Relation   zwischen 


Methode  der  Variation  der  Parameter. 


In  §.  58  hatten  wh-  h' 
r  Gleithunff 


i  Lös 


1,  alsdann  aucli  die  Stammgleicliung  der  Gleioliiing 

i  läsat  Mittelst  der  folgenden  Methode  gelingt  ea 
aber,  für  diese  Gleichung  (und  für  andere  lineare  Gleichungen)  die 
Function  zu  bestimmen,  die  wir  im  letzten  Capitel  das  particuläre 
Integral  genannt  haben ;  sie  kann  angewendet  werden  in  Fällen, 
wo  die  YOrher  angegebenen  Methoden  nicht  mehr  anwendbar  sind. 
Es  sei  f/i  eine  Lösung  der  Gleichung: 


lf  +  -Ä  +  «- 

ist. 

Eliminiren 

wir  Q,  so  erhalten  wir: 

"B- 

-0  +  K-S- 

[,-/« 
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Das  Integral  dieser  Gleichung  ist : 

Setat  man  für  die  Grösse,  deren  Coefficient  Ä  ist,  p.^.  so  ist  die 
Stammgleichung ; 

und  )/2  ist  eine  particuläre  Lösung  der  Differentialgleichung.  Dann 
zeigt  die  vorhergeiieade  Analyse,  dass  irgend  zwei  particuläre 
Lösungen  )/|  und  »/j  durüL  die  Gleichung  zusammenhängen: 


y^  ^y^ 


dx 


worin  der  Werth  von  C  nicht  mehr  willkürlich  ist,  sondern  abhängt 
von  den  Formen  von  y^  und  i/j,  den  heideri  particulären  Lösungen 
der  Gleichung. 


Wir  wollen  nun  den  obigen  Werth  des  vollständigen  Integra 
einsetzen  in  die  Gleichung: 

dx 


■  +  ^S+' 


dabei  aber  annehmen,  dasaj4undB  nicht  mehr  Constanten,  sondern 
Functionen  von  X  seien,  die  so  gewählt  werden  sollen,  dass  die 
Gleichung  befriedigt  wird.  Demnach  ist  cliel'orm  von  y  für  beide 
Gleichungen  dieselbe,  die  Constanten  aber,  welche  in  dem  ersten 
FaUe  auftreten,  sind  in  dem  letzten  Falle  in  Functionen  der 
unabhängigen  Veränderlichen  verwandelt.  Dieses  Verfah- 
ren  wird  die  Variation  der  Parameter  genannt,  f" 

Wir  haben  nun  zwei  unheltannte  Cno^isen  A  und  B,  durdh 
welche  y,  eine  einzige  unbekannte  Glosse,  au'gediuckt  ist,  und 
können  daher  nach  Beheben  zwischen  ihnen  ugend  eine  Relation, 
die  uns  für  unseren  Zweck  am  geeignetsten  erscheint  ftstsetzen 
Difiereatüren  wir  y,  so  eihalten  wn 

dx  dx     '  dx      '-"da;      '-"da^ 
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[§.  66j  Vermischte  Methoden, 

voraus  gesetzt,  dass 


ist.     Diese  letztere  Gleichung  werden  wir  als  die  zwischen  Ä  und 
B  bestehende  Relation  annehmen.     Differentiiren  wir  -r—  nochmals. 


dx^  dx^  dx^  dx     da:  dx     dx 

wird ,  und  suhstituiren  wir  diese  Werthe  in  die  ursprüngliche 
Gleichung,  so  erhalten  wir,  da  yi  «nd  j/j  parüculäre  Lösungen  der 
Gleichung  für  den  Fall  R  =  Q  sind,  als  Resultat; 

dS_  d^        dA^  dy^  _  ^ 

dx    dx  dx    dx  ' 


BO  dsra  .ich 

ergieht : 

dA 

dB 

_    du: 

p. 

Vi 

!l. 

und  daher: 

Ä  = 

-E  + 

!/«./-.. 

B  = 

r  — 

i/.» 

'5  J^^^  dx. 

B    f" 


worin  E  und  F  willkürliche  Cunstanten   uad   G  eine    absolut«,   Yon 
den  Formen  von'  j/i  und  j/g  abhängende  Conatante  ist. 

"Wenn  wir  nun  in  der  Differentialgleichung  fp  (x)  für  P  und 
■4>  (x)  für  E,  fi  (x)  für  i/i  und  /^  (a?)  für  j/j,  schröiben ,  so  wird  das 
allgemeine  Integral  .von 

dx^ 
folgendermaassen  lauten: 

Hierin  sind/,  (a:)   nnA /^{x)  particuläre  Integrale  von 
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und  daher  durch  die  Gleichung  mit  einander  verbunden: 

Es  ist  zu  beachten,  dass  wir,  ohne    die  Allgemeinheit  zu  be- 
schränken, C  gleich  1  setzen  können;  denn  wäre  os  nicht  gleich  1, 

so  könnten  wir  für  /s  (a;)   die  Grösse  j^/a  i^)  setzen,  und  diese 

würde,  da  sie  stets  eine  particuläre  Lösung  ist,  die  Constante  der 
Einheit  gleich  machen. 

1.  Auüsabe.     Man  löse  die  Gleichung: 


In  der  gewöhnlichen  Weise  angeordnet,  lautet  dieselbe : 

x  —  l  dx    '    x— 1  ^ 

Particuläre 

!  IjÖsungen    der  Gleichung,    wenn   auf  der  rechten 

Seite  0  statt  x- 

^1  steht,  sind  x  und  e^     Setzen  .wir  daher: 

/iW  =  ^>  /sW -Meß- 

so   können    wir 

verfahren    wie    oben    und    erhalten     die   Stamm- 

gleiohung: 

y  =  Äc^-+  Bx. 

Wie  in  dei 

Q  allgemeinen  Falle  sind  ,i und B  verbunden  durch: 

dx            dx 

während 

dA   ,    ,    dB 

^■+17  =  »^^' 

ist.     Demnach  ist; 

iA            .,      ,  dB 

——  =  xe^^  und  — —  ^=  —  1, 

ilx                         dx 

imd  somit: 

A^E  +  Ae-ä<i| 

«nd 

=:B— c— (»  +  1), 

B^F—x 
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Mithin  ist  das  allgemeine  Integral : 

9  =  Ee-  +  i'«  -  (i>  +  X  +  1). 

2.  Aufgabe.     Man  inl^egrire   mittelst  diesei-  Metliode  die  Gleichung; 

worin  Q  und  li  Functionen  von  x  allein  sind.. 

3.  Aufgabe,     Man  löse  die  Gleiciiungen ; 


(1)    ^ZM  J-  f 


(2)    (1- 


§■  67. 
Die  Methode  der  Variation  der  Parameter  kann  man  auch  in 
einer  Weise,  die  liinsichtlich  der  weggelassenen  Glieder  von  der 
ersteren  abweicht,  anwenden,  um  ein  Hülfsintegral  an  bestimmen, 
dessen  Constftnten  nachher  wieder  als  variable  Parameter  genommen 
werden.    Betrachten  wir  z.  B.  die  Gleichung : 


in  Hülfsintegral  eu  erhalt 
fsintegra!  bestimmt  durch 


1  wir,   um  ein  Hülfsintegral  eu  erhalten,  das  Glied  F  (j 
ivd  das  Hülfsintegral  bestimmt  durch  die  Gleiohung ; 


und  ist  demnach : 

Ai  Jmäy  __  ^ 

Nimmt  D 

lan  nun  an,  dasH  0,  anstatt  eine  ' 

eine  Function 

von  X  ist,  und  differentiirt  man  dai 

so  folgt; 

e+/(.,(ff)>^«=' 

oder: 

-F«/''""  =  ^. 

Daher: 

C"  =  __!,(,)//'"«  g^ 
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^/ 


7    T^/  \  ^ff(y)^y 


Ein  erstes  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  ist  daher: 


'Jä,J 


F(n)e 


;st    sich    nochniala    integriren ,    da  die  Voran derliohen 
separirt  werden  können. 

1.  Aufgabe.     Man  lose  auf  diese  Art  die  Gleichung: 

und  zeige,  dasa  das  IntegraJ  dieser  Gleichung  auch  nach  der  Methode  des 
§.  54  erhalten  werden  kann. 

Mau  vertausche  in   dieser  Aufgabe   die   abhängige   und   unabhängige 
Veränderliche  und  bestimme  dadurch  das  Integral  der  Gleichung: 

3  +  /wff  +  .w(g)"=o, 

2.  Aufgabe.    Man  integrire  die  allgemeine  Gleichung: 

S  +  zwÄ  +  ^wö!)'-». 

Bi-Rtens  indem  man,  um  eine  Hölfsgleichunif  eu  erhalten,  das  letzte 
Glel  weglasst  und  dann  die  Parameter  variirt; 

zweitens  indem  man  dasselbe  Verfahren  auf  das  Integral  anwendet, 
wekhes  du)oh  "Weglaaaung  des  zweiten  Gliedes  erbalten  wird; 

diittena    indem  man  mit  (-r^)       muitiplicirt    und    dann    jeäes   Glied 

A 1    dif sen  Beispielen  geht  alao  hervor,  dass  die  Gleichung 

intej,nib<ii  ist  m  den  Fällen: 

|( )  wenn  P  und  Q  beides  Functionen  von  x  sind, 
(ßj  wem  F  und  Q  beides  Functionen  von  y  sind, 
l/l     wpnn  P  eme Function  von«  und  Q  eine runotion  voni/  ist. 


Zwei  specielle   Methoden. 
§.  68. 
Wenn  in  der  Gleichung  ^  +  liJ  =  0  die  Grosse  I  eine  ge- 
brochene rationale  algebraische  Function  von  der  Bescliaffenheit  ist, 
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dass  der  Nenner  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  von  höherem  Grade 
ist  als  der  Zähler,  Bo  ist  zuweilen  die  folgende  Methode  von  Nutaetj. 
Suhstituirt  man  für  v  die  Grösse 


D  geht  die  GleicJiung  über  in: 


Integrirt  man   die  Gleichung,  als  oh  die  linlte  Seite  t 
idiger  Differentialquotient  wäre,  so  erfiält  man : 


Da  die  Grössen  .Pj  und  P3  bisher  nur  durch  eine  einzige  Glei- 
chung mit  einander  verbunden  sind,  so  können  wir,  um  sie  zu  be- 
stimmen, die  fernere  Bedingung  ihnen  auferlegen,  dass 

dx 
sein  solle,  und  diese  giebt  für  I\  die  Gleichung: 

dx 
Hat  man  irgend  einen  Werth  von  Pi,  welcher  dieser  Gleichung  ge- 
nügt, gefunden,    so  erhält  man   ein    Integral    der  ursprünglichen 
Gleichung  in  der  Form ; 

^  +    2  A^  =  A 

dx 

Es  muss  darauf  aufmerksam  gemächt  werden,  dass  der  Nutzen 
dieser  Methode  abhängt  von  der  Form  der  Gleichung,  welche  Pi 
giebt;  derselbe  würde  illusorisch  werden  durch  die  Substitution 

tv  d.x  . 
denn   dann  würde  die  Gleichung ,  wolche  J'i    liefert,   umgewandelt 
werden  in  die  ursprüngliche  Gleichung. 

Bei  der  Annahme,  die  wir  über  die  Form  von  J.  gemacht  haben, 
können  wir  schreiben: 

^  Pü  '^  T'  V'  "    Cp'ä  ' 


yGoosle 


worin  T,  U  und  V  ganze  rationale  algebraiaulie  FuHctionen  voa  X 
sind.    Sodani)  können  wir  setzen ; 

P    --^ 
'  <P   ' 

indem  die  Constanten  in  f{x)  als  die  aus  der  Gleichung  zu  be- 
stimmenden Grössen  übrig  bleiben.  Im  Allgemeinen  kommen  aber 
in  /  nicht  genug  disponibie  Constanten  vor,  die  man  so  bestimmen 
könnte,  dass  die  Gleichung  befriedigt  würde.  Daher  ist  diese  Me- 
thode, gleichwie  die  anderen  Methoden,  die  für  die  Lösung  der 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  angegeben  worden 
sind,  nicht  von  allgemeiner  Anwendung,  sondern  nur  in  besonderen 
Fällen  von  Erfolg. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 
Hierbei  ist  die  Gleichu'ng  für  Pj : 


md  substituiro  dies ;  dann  wird  die  Gleichung  erfüllt  v^ 
E  =  J"  =  —  1,  und  daher  ist  ein  erstes  Integral: 


rdx^  _  r  äx 

J     X         J l-x 


oder 


vx  =  £  (1  ^  x) 
ist.     Die    Stamm gleichung  kann  leicht    abgeleitet  werdei 
Gleichung  in  e  linear  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

2.  Aufgabe.     Mao  löse  die  Gleiotangen : 

(2)     (2l+  ])>(«"  +  «  +  1)S  =  18., 
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Sollte  ein  Glied  mit  -7^  in    der    Gleichung    vorkommen,    so 

müsste  dasselbe  weggeschafft  werden,  hevor  man   diu  Torstehende 
Methode  anwendet. 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleioliungen: 

^'    dx^^      3^ii~-x)      dx         xil—x)-"' 

*^'    d^'^  x{l-x)  dx        :c(l-4~     ' 

'^'    IFä  ■"'  »(1-^)  dx        TlX^x)   ~  ^' 

*.  Aufgabe.    Man  zeige,  daes  diese  Methode  auf  die  Gleichung 
d^  _  A'x^-\-2B'x-\-C' 

angewandt  werden  kann,  sobald  eine  einzige  Relation  zwischen  A',  B',  C 
besteht,  und  bestimme  diese  Epilation. 


Eine  gewisse  Classc  von  linearen  Differential- 
gleichungen kann  gelöst  werden  durch  Auflösung  des 
Operationssymbols  an  y  in  das  Product  solcher  Opeva- 
tionsaeiöhen.    'Betrachten  wir  z.  B.  die  Gleichung: 

u^  +  v^  - 
dx^  äx 

in  welcher  M,  v,  w  Functionen  Yon  x  sind,  und  ist  das  Operations- 

symbol 


[■Vv-^  +  wy  =  (i, 


zerlegbar  in  das  Product; 

wo  p,  q,  r  und  s  Functionen  von  x  sind,  so  lässt  sich  die  Gleichung 
intcgriren.     Denn  setzen  wir: 


80  erhalten  ■<, 


rj^  +  i'  = 
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1  die  GleioliuDg  zv.  integrircn : 


welche  linear  ■v 
möglich  sei,  ml 


1  der  ersten  Ordnung  ist.      Damit  dieao  Zerlegung 
aen  die  drei  Gleichungen  bestehen; 


,7  = 


und  aus  diesen  sind  die  vier  Grossen  p,  g,  r  und  s  zu  bestimmen. 
Wir  können  jedoch  p  und  r  als  gegebene  Factoren  von  u  ansehen 
und  die  beiden  übrig  bleibenden  Gleichungen  zur  Bestimmung  yon 
2  und  s  benutzen. 

Diese  können  aber  allgemein  nicht  gelöst  werden,  und  daher 
laBst  sich  diese  Methode  nur  in  besonderen  FäUen  anwenden. 


1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

(ic^  -h  ^  -  2)  ^  +    (^^  - 

..)^-f-(G.^  +  7.)^,=  0 

Hier  können  wir  setzen  : 

p  =  x  .[-  2, 
,  dann: 

erhalten  wir; 

r  =  X  ^  l. 
s  —  E'  X  +  F', 

F  —  2  F'  —       2} 

EE'  =  —  6] 

E'F+EF+E'  ~  —  7  , 
FF  +  2  F'  —        ol 

und  diese  Gleichungen  werden  befriedigt  durch 

£  ~  3,  -E'  =  —  2,  F  =  4,  jr'  —  i 
Somit  lässt  sich  die  Gleichung  schreiben ; 


1)    »  = 
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[§-  70.]  Vermisobta  Methoden. 

Ein  erstes  Integral  ist: 

(«  -  1)  ff  -  (2«  -  1)  S  =  ^  (a^  +  2)>  «-", 
und  die  Stammgleichung  ist ; 

2,  Aufgabe.     Man  löea  die  Qleidumgen: 
(!)     («-l)(i_2)g_(2a,-3)||  +  !/  =  0, 


»:)  J|  +  2(8<i--6«)j  = 


Es  giebt  noch  eine  besondere  Form,  in  die  aicli  die 
wöhnliciie  lineare  Differentialgleiclmng  zweiter  Ord- 
ng  vorwandeln  läset.     Multipliciren  wir  die  Gleichung 


mit  c^^''^.  so  können  wir  sie  sollreiben: 

Nimmt  man  eine  neue  unabhängige  Veränderliciie  0  so  an,  dass 
dz  =  qe/^^dx 
ist,  so  geht  die  Gleiclmng  über  in : 

Hua  ist  Qe^'''^^"  eine  bestimmte  Function   von  is    und  somit 


y  Google 


)24  Viertes  Capitel.  R.  71.] 

von  Z;  dieselbe  müge  mit  --  bezeichnet  werden,  wo  U  eine  Fimo- 
tioB  von  s  ist.     Dann  ist  die  Glciehuag: 

dAu ds)  ^  •' 

und  dieses  ist  die  erwähnte  Form. 

William  Thomson  hat  eine  Käherungsmethode  für  die  Lösung 
dieser  Gleichung  durch  mechanische  Mittel  angegeben  *). 

Äiifgate.     Man  dmoke  P^  +  Q-j^  +  -Bm  —  0   in   der  Form 

j— ^  -\-  fiK  ^=  Q  aua  und  zeige,  dass  u  =  So  —  Sj  -|-  Sj  —  ■  ■  ■  ■,  worin 

S^7^C-\-C'x,       S„+i  =J'dxJ'fiSnax 

ist,  die  Lösung  dinser  Gleichung  durch  eins  Reihe  davatelit,  di«  noth- 
wendig  convergent  ist  für  alleWertlie  vou  «,  vorausgesetzt,  dasie /i  enillich 
bleibt. 

Man  berechne  den  Fall,  wo  /i  =  x»  ist. 

Die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung. 


allgemeine      li 
rlichen   Coeffici 


Differentialgleichung 


dx" 


■  +   X„. 


'''flx"-'^    '  '     """"'  fix 

+  X„y  =  r, 
in  welcher  X(,,Xi,  X^,  . .  . ,  X«  nnd  V  Functionen  von  a:  allein  sind. 
Die  Art  von  Gleichungen,  in  denen  die  Coeffioienten  der  Differeutial- 
quotienten  von  y  Constanten  sind,  ist  bereits  betrachtet  worden. 
Die  Coefßcienten  Xo,  Xi,  ...,  X„  können  aJs  ganze  Funetioneu  von 
SS  vorausgesetzt  werden;  wäre  dies  bei  irgend  einer  Gleichung  in 
Wirklichkeit  nicht  der  Fall,  so  könnte  man  die  Gleichung  dadurch, 
dass  man  sie  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der 
Nenner  der  in  der  gegebenen  Form  vorkommenden  Brüche  multi- 
plicirt,  so  transformiren,  dass  ihre  Coeffioienten  ganze  Functionen 
von  X  würden. 


*)  Siehe  Proc.  Roy,  Sog.  Bd.  XXIV  (1876),  S.  289 


Aura,  d.  Verf. 
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Die  Lösung  der  Gleichung  besteht,  wie  vorher,  aus 
zwei  Theilen: 

Erstens,  aus  dem  particulären  Integral,  welches  irgend 
ein  Werth  von  y  (je  einfacher,  desto  hesser)  ist,  der  der  Gleichung 
genügt. 

Zweitens,  aus  der  Complementär-S'unotion ,  welche  das 
vollständige  Integral  der  Gleichung  ist,  deren  rechte  Seite  Kuli  ist, 
d.  h.  der  Gleichung: 

(2)  X.  ^  +  X,  ^  +  .  .  .  .  +  X,_.  g  +  ÄS  =  0. 

Die  Gleichung  (2)  wird,  da  sie  von  der  wten  Ordnung  ist,  in 
ihrem  vollständigen  Integral  n  willkürliche  Consfcanten  enthalten  — 
die  für  die  vollständige  Lösung  von  (1)  erforderliche  Anzahl;  und 
die  Slam  mgle ich ung  ist  die  Summe  dieser  beiden  Theile. 

§.72. 
Ist  j/i  eine  Lösung  von  (2),  so  ist  auch  ^i  y^  eine  Lösung,  da 
die  Gleichung  linear  ist ;  sind  demnach  j/i,  3/2,  . . . ,  j/«  %  verschiedene 
particuläre  Lösungen  von  (2),  so  ist  auch 

y  =  Ai^i  +  Aiyt  +  ■■•  +  A^y«, 
worin  Ai,  A^,  .  .  .,  An  willkürliche  Constanten  sind,  eine  Lösung, 
Wenn  nun  die  Lösungen  yi,  y^,  . .  .,  yn  unabhängig  von  einander 
sind,  30  dass  sich  nicht  eine  von  ihnen  mittelst  einei;  linearen  Func- 
tion aller  anderen  oder  einiger  derselben  ausdrücken  lässt,  so  ist  der 
vorstehende  Werth  von  y  eine  Lösung,  welche  n  willkürliche  Con- 
stanten enthält;  sie  ist  demnach  dio  Complementär-Function.  Damit 
dies  der  Fall  sein  könne,  darf  keine  Gleichung  von  der  Form 

hvi  +  hyt  +  ■■■  +  ^^«  =  0 

für  was  immer  für  welche  Werthe  der  Constanten  A^,  Aj,..,  A» 
bestehen,  es  müsste  denn  jede  von  ihnen  gleich  Null  sein.  Sind 
sämmtliche  Constanten  X  von  Null  verschieden,  so  erhalten  wir  die 
abgeleiteten  Gleichungen; 

1,  f::lÄ  + ,,  fLj^  + ....  +  j.  f:i*  =  0 
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und  da  die  A  nicht   sammtlioli    verschwinden ,   so 
Elimination  der  A  erhaltene   Determinante  -veraulii 


musB   die  durch 
■inden ,  d.  h.  es 


dai^i'   du 


ilu  2/2. 

Die  Bedingung  dafür  also,  > 
ander,  oder,  mit  anderen  Worten , 
y  die  Complemontär-Function 
nicht  Tersckwindet. 


)   die  y  unabhängig 
SS  der   obige  Wei 


1  ^  gleich  Kull  ist,  als- 


§.  73. 
1  kann  leicht  beweisen,  dass, 
le  Gleichung  vott  der  Form 

^im  +  hyi  +  ■■■  -\-  Ky«=  o 

js.  Denn  im  anderen  Falle  bezeichne  man  den  Wertli 
der  linken  Seite  mit  u.  Multiplicirt  man  dann  die  Colonnen  in  ^ 
mit  ^1,  A3,  ....  A„  resp.  und  addirt  sie  dann  au  einander,  indem"  man 
irgend  eine  Colonne,  z.  B,  die  erste,  durch  die  Summe  aller  ersetzt, 
so  erhält  man: 


(,        y-i,     ■■-,     y 

und  dies  ist  eine  Gleicliuog  (M—l)ter  Ordnung,  welchem  bestimmt. 

Nun  'wird  dieselbe  befriedigt  durch  M  =  Ji,  ^s,  . . . ,  j/m  d.  h.  sie  be- 
t  n  particuläre  Lösungen ,  welche  als  unabhängig  vorausgesetzt 
I.  Die  Anzahl  von  unabhängigen  particulären  Lösungen,  welche 
I  Gleichung  haben  kann,   iat  aber  gleich  ihrer  Ordnung,  eine 

Eigenschaft,  mit  welcher  das  eben  angegebene  Resultat  im  Wider- 

ßpruch  steht.     Die  obige  Gleichung  in  «  muss  daher  eine  Identität 
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sein,  so  dass  'a  =  0  ist,  und  demnach  giebt  es  unter  der  Voraus- 
setzvag,  da.ES  ^  gleich  Null  sei,  eine  ßeaiehung  a-wisoheii  den  « 
Grössen  y. 


De 

r  Werth  von  ^  kann,  falla  er  verscMeden  von  N"ull  ist, 

folgendermaassen  gefunden  werden.     Substituirt  man  in  (2)  die 

Werthe 

y  ^=  i/i,  j/j,  .,.,  y„  und  eliminii-t  man  aus  den  n  dadurch 

entstehe 

nden  Gleichungen  die  Coeflicienten  Xu,  Xg,  ....  Z„,  ao  er- 

hält  ma 

d"-^Pi    d»-^y2           d^'-^y» 

X, 

da;"-*'  rfa;«-^'       '    dar'-* 
dx^'    dx>^^'       '    dx"-^ 

+  X,  z/  =  0. 

yu       yi,     ■■■,      y» 

Di 

mit  ^0  multiplicirte  Determinante  ist  -j — ,  und  daher  ist 

die  Gleichung : 

S,!?^  +  X.^  =  o, 

und  diese  giebt  integrirt: 

zl  =Ce  J  ^^      . 
Da  ^  und    I  -—  dx  bestimmte  Functionen  Ton  x  sind,  so  muss 

J     ^D 

die  Constante  C  durch  irgend  welche  andere  Methode  bestimmt 
werden;  häufig  ist  die  Yergleichung  specieller  Glieder  von  Erfolg. 
Offenbar  wird  sich  der  Werth  von  C  ändern  bei  einer  Aenderung 
der  Reihe  der  ursprünglichen  Integrale  ;/,,  ^3,  ....  y„. 

Aufgabe.    Es  sei  y^  ein  partjouläres  Integral  der  Gleiclmng: 


■  +  x.. 


+  x,.»  = 


Setzen  wir  y^f  edx  für  y,  so  wirfl  die  Gleichung,  welche  ^  bestimmt 
(siehe  weiter  unten  §.76),  von  der  (ii!—l)ten  Ordnung.  Es  sei  %  ein  parti- 
culärea  Integral  dieser  Gleichung ,  ho  dass  y^f^iÜx  ein  zweites  parti- 
oulftres  Integral  der  Gleichung  in  y  ist,   und  es  werde   Si  /  u  d  x   für   Ä 
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gesetzt ,  ahd'iTiii  ist  die  GleichuDg  iu.  u  von  der  (m~2)  tea  Orclnuiig.  Ist  «i 
ein  paitioDlaies  Integral  dieser  Gleichung,  so  iRt  y^f  z-^dx f  u-^dx  ein 
drittes  partioulaies  Integral  der  iirsprün glichen  Gleicliung.  Macht  man  in 
dieser 'Weiae  weiter  m — 1  auf  einander  folgende  Suhatitutionen,  so  gelangt 
man  zu  einei   Gleichung  von  der  Form : 


van   welcher   ein    Integral   gefunden   werden   kann , 
Ganzen  m  particuläve  Integrale  y  erhalten. 

Man  zeige,  dass   diese   particulären  Integrale 
ander  sind  und  dasa  für  diese  Eeilie  von  particulären  Integralen 

ist.     (Fuuhs.) 


§■  75- 

Das  particuläre  Integril  hsit  '.nh  nun  mittilsf  der  Methode  der 
Variation  der  Parameter  heileiten  Er  ist  diio  die  am  meisten 
symmetrische  Methode,  jedoch  werden  wir  im  nichsten  Absöhnitt. 
nocli  ein  anderes  Verfahren  angeben      In  dei  Grleichung 

y  =  Aiyi  +  A^y^  +  ■■■  -|-  A„yn 
mögen  die  A  anstatt  als  Constant«n  als  Functionen  von  x  angenommen 


werden, 
chung: 

Dann  wird   der  Werth  von  -j^  gegeben    durcJ: 
dx              dx               dx                           dx 

dA,    ,         dA,    ,            ,        dÄ, 

Da  wir  nun  wFunetionen^  haben,  während  dieselben  bisher  !niir 
der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  für  sie  der  vorstehende  Werth 
YOn  y  der  Gleichung  (1)  genügen  soll,  so  können  wir  bewirken,  dasa 
sie  noch  M— 1  beliebig  aagenommenen,  nur  mit  einander  verträgt- 
liehen  Bedingungen  Genüge  leisten.  Als  eine  dieser  Bedingungen 
wollen  wir 


dÄi    ,         dA,    , 

•+-^d^"  =  » 

;hmen  und  Laben  dann; 

d  r,  —  A,  -r-  +  A,  -—^ 

-1 +^.S?' 
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[§■  75.] 

Ve 

imiaclite  Methoden 

13S 

Differcntiire 

11  wit 

■  diese  no, 

elimala,  so  erhalten  wi 

dx'- 

;  = 

-.|f 

+  M 

i'tl, 
dx' 

1-  ■ 

...  4 

d  x^ 

Torausgeseti 

ät,  da  SS  wir  als 

eine 

weitere  Bei 

iingu 

ng  annehmen: 

dj/i   dA 
dx    da. 

1,  ,  it 

iA, 
dx 

+  ■•■■ 

+ 

dx 

dx 

Gehen  wir  i 

.11  dieser  Weise  weiter  fort 

nnd 

nehmen  wir   die  A  der- 

art  an,  dass 

sie  ( 

ien  Uleichungen  genügen; 

dÄi 
dx 

T"    dx' 

dA, 
dx 

+  ••■ 

■  + 

d-'v. 
dx^ 

=  ^=« 

d^Si 
dx^ 

dAi 
dx 

+  ff 

dA, 
dx 

+  ■■■ 

•  + 

d'^y„ 
~dx^ 

-1^-» 

dx«-'^ 

dA, 
dx 

"^'dx"-''    dx 

-.|,  ... 

■  + 

s^'-- 

(welche  mit  den  vorhergehenden  beiden  die  n — 1  mit  einander  nicht 
im  Widerspruch  stehenden  Bedingungen,  die  wir  festsetzen  können, 
ansmaciien),  so  erhalten  wir: 


d'^'-pi  dAi         d'^^^s  ^    ,  I    <^"~'  tin  äA„ 

'^  dai—'  dx  "^  dal"-'  dx  '^  ""  ~^  dal"-'-  dx' 
Da  jedoch  alle  Bedingungen,  die  wir  festsetzen  können,  angewendet 
worden  sind,  ro  darf  der  zweite  Theil  der  rechten  Seite  nicht  ■ver- 
schwinden. Multipliciren  wir  die  so  ausgedrückten  Differential- 
quotienten  von  p  mit  den  algebraischen  Coefficienten,  mit  denen  sie 
iA  der  Gleichung  (l)  des  §.  71  behaftet  sind,  und  addiren  wir  die 
Besuitftte,  so  erhalten  wir,  da;/  eine  Lösung  von  (1)  und  3/i,^ä,...,^„ 
Losungen  der  Gleichung  (2)  des  §.  71  sindr 

\rt^"   '     dx 


y  Google 


Ist  z/,.  die  7, 
die  Werthe  r  :^ 


■   gehörige  Unterdeterminante    in  z/    für 
K,   so   ist   die  Lösung   der  «  Gleichungen, 


welche  die  Werthe 

&A^    dA^            dl 
'^'*"    dx'  dx'  "■'  (i 

*-'^'=-- 

für  alle  Werthe  vo 

n  r.     HiomuB  ist: 

dA,         YJ, 

und  daher: 

---+/S 

'orin    C,.   eine   willkürliche   Conatante    ist.       Der   Werth    von 
'obei  das  particuläre  Integral  ist; 


1.  Aufgabe.    Man  Keige,  dass, 
läre  Löäungen  der  Gleichung 


a  AM,  /ä(iJ^),  /sW  drei  partieu- 


Liid,  WO  Q  und  S  Punctioiien  v 
tändige  Integra]  von 


+   «  Jf  +  *  =  0 
X  allein  vovatelien ,    alsdann   das  voll- 


d3i 


■+  ^<^'S+   «  ff  +  ^2'  ^  V'(^) 


gegeben  wird  durch : 

^l/itS)    »i/,(8)    <f/.(il 


h     /*(»./"'''''' 


Jt 


dS 


AB,    /,(e),    /,(t) 
/,W,    /■(«),    AM 


Ci,  Cs.   C^    «illkiivliche 
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[§-  7Ü.]  Veraiisclite   Metliod«!!. 

2,  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungeu ; 

m  c'  +  t)  S  -  "  S  -1-  («'  +  »1  :^  -  "!/  =  «■  +  2. 


§.76. 

Wenn  wir  ein  oder  mehrere  particuläre  Integrale  der  Gleichung 
(2)  des  §.71  kennen,  so  lässt  sich  die  Ordnung  der  Gleichung  um 
eine  Zahl  .erniedrigen ,  die  gleich  der  Anzahl  der  bekannten  pavti- 
culären  Integrale  ist.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  wir  wissen,  es  sei 
«/]  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung,  und  yerwandeln  wir  die 
Veränderliche  aus  ji  in  j/i  J(,  so  wird  die  Ctleichung: 

,       ,       du 

'  (^'S  +  *f^  +  -  +  ^-'  4?  +  ''■>")-<>• 


wobei X;,  Xä,  ...,  Xi— 1  Fnnetionen  von  3^,  X^,  ..,,  X»— i  und  von 
Differentialquotienten    von  y^   sind.      Substitiiiren   wir   nun    v   für 

— ,  so  ist  die  entstehende  Gleichung  von  der  {n — ■l)ten  Ordnung, 

und  die  ursprüngliche  Gleichung  ist  somit  in  ihrer  Ordnung  um 
eine  Einheit  erniedrigt. 

Ist  j/g  ein  anderes  particuläres  Integral  von  (2),  so  ist  — ein 

Werth  von«,  und  somit  ist  ^  (  —  )eine  Lösung  der  Gleichung  in  v. 
dx  \yi/ 

Es  kann  daher  diese  in  ihrer  Ordnung  um  eine  Einheit  erniedrigt 
werden  und  die  Ordnung  der  neuen  Gleichung  wird  um  zwei  Einheiten 
kleiner  sein,  als  die  der  Gleichung  (2).  Es  wird  ersichtlich  sein, 
dass,  wenn  man  in  dieser  Weise  weiter  geht,  es  möglich  ist,  die 
Ordnung  einer  Gleichung  um  m  Einheiten  zu  vermindern, 
sobald  m  particuläre  Integrale  bekannt  sind.  Jede  der 
erhaltenen  Gleichungen  bleibt  linear. 
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g.  77. 
Sind  n — 1  particuläre  Integrale  einer  Gleichung  wter  Ordnung 
bekannt,  ao  lässt  sich  die  Gfleiehiing  so  weit  erniedrigen,  bis  sie  eine 
lineai^  Gleichung  erster  Ordnung  ist,  und  da  die  letztere  sich  lösen 

chung  Mter  Ordnung  finden  kann,  sobald  «—1  parti- 
culäre Integrale  bekannt  sind.  Die  folgende  Methode,  das 
allgemeine  Integral  zu  erhalten,  vermeidet  den  Process  der  aU- 
maligen  Erniedrigung  der  Ordnung  der  Differentialgleichung. 

,  Es  mögen  die  n — 1  particularen  Integrale  der  Gleichung  (2) 
dargestellt  werden  durch  ^i,  3/5,  ...,  $(«— 1,  und  es  mögen  6'i,  Cj, 
. . .,  Cn^i  n — 1  Functionen  von  x  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 

y  =  Gi^ji  +   G^yi  +  ■■■  +  C„_,-?/lii 
eine  Lösung  von  (2)  ist.     Da  dies  die  einaige  Bedingung  zwischen 
den  n — 1  Functionen  ist,  so  können  wir  nach  Beliehen  noch  n — 2 


andere  Relationen  annehmen,  1 

rorausgesetzt,    dass   e 

;ie  mit-sinandei 

nicht  im  Widerspruch  stehen. 
Sind  dieselben: 

+  !l. 

d  C„_, 
"'     dx 

=.0 

d^i  dCi         dy^  dCi 
dx     dx    "^    dx    dx 

+  • 

■■  + 

dx       dx^ 

dx"-^    dx     '     <ia!"-=    dx 

+  • 

■■  + 

d'^-'Pn-i 

äC.._, 

dx"-^ 

dx      -     ''' 

so  sind  die  Werthederaufeini 

Lnder 

tolgei 

iiden  Diffei 

■entiali^uotientei 

von  j/  gegeben  durch: 

dx             dx 

dl 

+  •■ 

■   +    C„_i 

dx 

7^ -"'17'  +  '^' 

d<,j, 

+  ■ 

■■  +  c„_ 

d''yn-i 
'      dx^. 
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Vermischte  Methodet 
I.   n^li!l    A.   ...  ^ 


'^      -^^   dx    dx-'-'-    "*"  -^    (Ja:*    d;K"-2' 

Die    Substitution   dieser  Werthe   iu    die  Gleichung  (2)    giebt, 
da  ^1,  i/i,  ■■•,  pK-i  particuläre  Löauagen  sind; 

Y    )'^'  {'''''^'  ^"^''J'   J-   9   <•&   "f—J/Al 


Bezeichnet  man   mit  z/  die  Determinante: 
d'^^y„- 


d"-^^     d"-^y.i 
daf-'^'    dx"-'''  ' 


(?»"i 


rfar«-3 


und   mit  ^r  die   zu  -  ■    ^_^g  ■     gehörige     Unterdeterminante 
seihen  für  die  Werthe  r  =  l,  3,  ...,  w— 1,  so  erhält  man: 


md  daher  für  jene  "Wei-the  von 
dCr  _ 


''^   dCr  d'^ 


^      '   dx»-' 
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'1 

^:5*=°. 

>o  dus  wirc 

l; 

's 

d-i  Cr  rf"-^  y.- 

=^'f^£:f=- 

Die  tranaformirte  Gieiclmng  ist  daher: 

-•-^  +  = 

z.^.  +  x.^.  =  o. 

Dividircn  wi 

ir  diu-ch  Xq  z/, 

so  erlialten  wir  die  Gleioliung: 

S  +  |)'  =  - 

deren  Integ] 

■«Ii.t: 

A^-'fJ'i': 

Der  en- 

topredi.ndo  W. 

a-Üi  von   C,.  wird  abgeleitet  au! 

'^--- 

und  ist  dahi 

31-: 

-.■  +  ^'/:l 


-rt' 


für  die  Werthe  r  =  1,  2,  ,.,  n  —  1,  Wir  Iiüben  somit  M  willkür- 
liche Constanten,  nämlich  A,  Äi,  A-^,  .  . .,  An—j,  und  die  Stamm- 
gleichung von  (2)  ist  demnach : 

,,='2'^,,,.,  +  Ä"^\.J'^e-'J^"ä.. 
Aufgabe,     Man  löse  vollständig  "die  Gleicliung; 

j^  -  '^  l"  K>    "<j»  +  »;  +  *■ 

in  weluliHr  P  und  Q  irgend  welche  Fiinctiüilen  von  x  sind. 


Geometrische  Anwendung :    Trajeetorien. 

g.  78. 
üs  ist  hereits  hemerkt  worden,   dass   eine  Diflerentialgleichimg 
der  eigentliche  analytische  Ausdruck    für  irgend  eine  Eigenschaft 
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[§.  79.]  Vermischte  Methoden. 

einer  Curve  ist,  die  mit  ihrer  Riclitung  und  Krümmung  z 
hängt,  und  es  folgt  somit,  dass  die  Beantwortung  vieler  geometrischer 
Fragen  schliesslich  voii  der  Lösung  einer  Differentialgleicliung  ab- 
hängt. In  den  höheren  Theilen  der  Mathematik  kommen  fast  nur 
Differentialgleichungen  vor ;  auf  anderen  Gebieten  ist  es  aber  weniger 
wie  in  der  Geometrie  möglich,  Beispiele  anzuführen,  da  es  keine 
nothwendiger  Weise  allgemeine  Methode ,  um  zu  der  Differential- 
gleichung zu  gelangen,  gieht,  während  ihre  Herleitung  bei  geometri- 
schen Aufgaben  fast  unmittelbar  durch  den  Gebrauch  der  For- 
meln der  Differentialrechnung  geschieht.  Es  soll  hier  nicht  yer- 
B«cbt  werden,  irgend  welche  vollständige  Classification  der  Anwen- 
dungen auf  Geometrie  zu  geben,  vielmehr  soll  nur  ein  einziges  allge- 
meines Problem  besprochen  werden,  nämlich  das  der  Trajectorien. 
Eine  Trajectorie  ist  definirt  als  eine  Linie,  welche 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  den  einzelnen  Curven  einer 
durch   eine    Gleichung    dargestellten    Curvensohaar    die- 


§.79, 
Als  die  allgemeinste  Form,  die  möglich  ist,  möge 
/  (X,  y,a)  =  Q 
eine  Schaar  von  Curven   boüeichnen,   deren  Parameter  a  ist     dujch 
jeden  Punkt    einer  Cui've    wird    eine  Trajectorie    hindurchgehen, 
und  es  wird  somit  ein  zweites  System  von  Curven  geben,  welches 
diese    Trajectorien   darstellt.      Die    laufenden    Oooidinaten    dieses 
zweiten  Systems  mögen  |  und  i)  sein,  und  es  weide  angenommen 
dass   der  analytische    Ausdruck    des   Gesetzes,    weh  he-,    in   jedem 
Schnittpunkt  stattfindet,  der  folgende  sei: 


Fh,u, 


dx'  dx^' 


.f.1. 


•  df  '")- 


0. 


&   ä 

sind;  dage 
Richtung  \ 


d  für  jeden   Schnittpunkt  |  und  Jj  respec- 
X  und  «/,  da  es  die  Coordinaten  dieses  Punktes 

en  sind  -rrl,  ■■•  nicht  dasselbe  wie  -;— ,  ■■-,  da  sie  die 
d|  ax 

d  Krümmung   von    zwei   sich   schneidenden  Curven  an- 


Wir  verfahren  nun  folgender 
Aus  der  Gleichung 

/  (^,  y,  a) 
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!8B  Vierttsa  Capitel.  {§.  80.] 

erhalten  wu  die  Werthe  allei  Diffeientnl  Quotienten  ym  j  welche 
in  der  Gleichung  F=:^0  voikommen  als  Funoti inen  von  e  ;/  und  « 
und  in  jedem  dieser  Ausdrücke  sutsfituiien  wii  den  Weith  vm  a 
als  Functim  von  c  und  v  wie  ei  aus  dei  frleiohung  durCurve  sich 
ergiebt  Es  ist  dies  gleichbedeutend  damit  dass  wir  o  zwischen 
/  =  0  niid  dei  Gleichung  die  einen  jeden  Differentialquotienten 
giebt  eliminiieß  Weiden  diese  Weithe  der  Diffeientialquotienten 
von  j  m  die  dleichuna  F  =^  0  aubotituirt  so  geht  sie  über  m 
eine  Gleichung  welche  T  ff  ^  t]  und  Difieientiali^uotienten  von 
ij  nacl  ^  enthalt  Wir  haben  abei  gesehen  dass  r  unJ  y  d 
HU  d  wie  I  und  j;  da  beile  Gi  ossensvsteme  die  Coordinaten  i 
IbenPunktes  h  ui  mithm  wild  F=0  eine  Difleieniial^lcich 
1,    .;        1  I  all    11 


g-  80. 

orkonimende  Beispiel  von  Trajectorien  ist 
dasjenige,  bei  welchem  ein  System  von  Curven  gefunden  werden 
soll,  welches  ein  gegebenes  System  unter  einem  constanten  Winkel 
schneidet.  Ist  dieser  Winkel  ein  rechter  Winkel,  so  heisst  die 
Trajeotorie  rechtwinkelig;  ist  der  Winkel  ein  aaderer  als  ein 
rechter  Winkel,  sc)  heisst  die  Trajectorie  schief  winkelig. 

Im  Falle  der  rechtwinkeligen  Trajectorien  stehen  die  Tangenten 
in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  auf  einander  senkrecht,  und  es 
ist  daher : 

■^  dx  <H  ""■ 

Dies  ist  für  diesen  Fall  die  Form  der  Gleichung  F  ^^=  0.     Für  das 
gegebene  System  von  Cnrven  haben  wir : 


8/     ,    9'/  d}, 


:    0. 


EUminiren  wir  hieraus  a,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung 
zwischen  X,  y  und  -r—,  welche  in  Wirklichkeit  die  Differential- 
gleichung  dieses    Systems   von   Ciirven   ist.     l>iese  Gleichung   möge 


K-©= 


0. 
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[§.  81. J  "Vüvmisclitp  Methode 

Für  die  Traiectorle  haben  wir  oun: 


mithin  mt  die  Differentialgleicliung  der  Trajeotorie  : 
1   \ 


Die  Elimination  des  Parameters  ist  uiimiitelbar  ausgeführt, 
wenn  die  Gleichung  der  gegehenen  Curvenaehaar  in  der  Fonn  er- 
scheint : 

<f)  {X,  y)  =  a. 
Denn  dann  ei-balten  wir: 

85p    ,    9v  rfj(  _  P 
'^ X         dy  dx  ' 

aus  welcher  sich  ohne  Weiteres  ~~  unabhängig  von  a  ergiebt  und 
die  die  Form  der  Gleichung  0  ^  0  für  diesen  Fall  darstellt. 

§.  81. 

M  die  Gleichung  der  Curve  in  Polarobordihaten  ge- 
geben, so  kann  m^n  dieselbe  Methode  anwenden.     Denn  dann  ist 

X  (r,  »,  c)  =  0 
die  Gleichung  der  Curvenschaar.     Ist  9)  der  Winkel  zwischen  dem 
RadiusTector  und  dem  Theile  der  Tangente  der  Curve,  welcher  von 
dem  Punkte   aus  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  geht,  wie 
die  Linie,  von  welcher  aus  der  Winkel  ■9' genjessen  ist,  so  haben  wir: 

ümg  {p  =:  r  ", 

■währead,   wenn  ^  die  nämliche   Grösse   für   die  Trajectorie  ist    und 
R  und  0  die  Polar ooordinaten  eines  Punktes  derselben  sind, 

ist.      Da  die  Tangenten  rechtwinkelig  zu  einander  sind,  so  ist : 
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und  daher: 

'^-11+'-«. 

worin  M  und  r,   suw 

ie  0  und  «■  (aher  nlelit  ihre  Ableitungen)  dii 

selben  Grössen  sind. 

Nun  ist: 

81         ?1^_ 
dr  ^  d&dr 

Eliminirei^  wir  c  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  de 

Curve,  so  finden  wir 

eine  Relation  von  der  Forni : 

*("*'")  =  "^ 

Für  die  Trajectorie  ist: 

E  =  r,  &^ 

r.        .d&                   1                     l     dR 

und  daher  ist  die  DlfferentJalglelohung  der  Trajectorie  : 

Diese  giebt  integrirt  die  Gleichung  des  Systems   von  C 
welches  die  Yerlaugte  Eigenschaft  besitzt. 

1.   Aufgabe.     Man  bestimme   die  orthogonale  Ti'ajeotoi 
Schaar  von  geraden  Linien  : 


und  daher  ist  die  Differentialgleichung  dieser  Linien: 

'^.  =  '- 

Mithin  ist  nach  unserer  Kegel  die  Differentialgleichung  des  Systems 
der  orthogonalen  Trajectorien: 

und  diese  giebt  durch  Integration : 

1-  +  ,=  =  „>, 

also   eine  Scliaar  von    conceatrisohen  Kreisen ,    welche  als  gemein- 
samen Mittelpunkt  den  gemeinschaftlichen  Punkt  "der  Linien  habend 
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2.  Aufgabe.     Man  sucbe  die  orthogonale  Trajectovie,  von 

Nehmen  wir  den  Logarithmus  und  difforentiiren  dann,  so  erhal- 

n  dr  cosnd' 

r  dd"  smn&' 

und  dieses  ist  die  Differentialgleichung  der  CiirTenücliaar.      Für  die 
Trajeotorie  ist: 

1    dr  _  dS 

r  d»  ""  dit' 

und  daher  ist  die  Differentialgleichung  der  Trajeotorie: 


-^  +  S^  =  «- 

Dii 

;  Ver 

an derüchen  lassen  sich  sopariren,  und  e; 
,""             n''""^  dS 

E"  ^  A"cosn& 

die  gesuchte  Curvenschaar  darstellt, 

3.  Aufgabe,      Man   beweise,   dasa,  welcbea   auch   der  Wevth   ■ 
Hein  möge,  die  orthogonalen  Trajectorien  der  in  der  Gleichung 


4.  Aufgabe.  Man  neige,  dass  die  orthogonalen  Trajectorien  ei 
Systema  oonfocaler  Ellipsen  ein  mit  den  Bllipseu  confocales  System  ' 
Hyperbeln  sind. 


(e)      r^  =  «i»  logieiang.»), 
wo  c  willkürlich  ist. 

e.  Aufgabe.     Man   zeige,   dasa,  wenn  f{x  -\-  i y)  mit  a  +  ic     h 
zeichnet  wird,  wo  u  und  v  reell  Bind,  alsdann  die  Curvenschaaren 

M-  =  const,  V  ^=  COiist 
die  orthogonalen  Trajectorien  von  einander  sind. 

Insbesondere  zeige  mau,  iJase,  w^uu  das  so  erhaJteae  ti  homogen  vc 
der  nteu  Ordnung  ist,  alsdann  der  Weith  von  'u  gegeben  wird  durch  : 
—       51  ^      ^ 
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140  Viertes  Capitel. 

Wie  kann  liet  Worth  von  a  gefunden  Worden,  v 

7.  Aufgabe,  Man  suche  ein  System  von  Cur  vf 
von  GOnceiitrisclien  Kreisen  unter  einem  anderen  als  i 
sohaeiden. 


Wenn  eine,  der  Veränderlichen  als  eine  explicite  Funotion  der 
anderen  und  des  Parameters  gegeben  ist,  so  wird  die  Oleichung  von. 
der  Form  sein: 

ij  =  ip  (x;  a). 

Anstatt  nun  a  zu  eliminiren,  können  wir  folgen dermaassen 
vei-faliren.     Dio  Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien  sei: 

1  =  ip  (i,  o). 

wobei  in  der  letzten   Gleichung  a  als    eine    unbekannte   Function 
Tun  I  zu  betrachten  ist,    die    so  bestimmt  werden  soll,    dass  die 
Curre  die  orthogonale  Trajectorie  sein  kann.     Wir  haben  nun : 
dy  8^ 


dfl d  q>         d  (p  da 

«I ""  el  +  8?  H' 


|£('||  +  |2||)  +  i=o. 

dx    \di  du   (?f/ 


Da  nun  keine  weiteren  Differentiationen  au  sau  führen  sind,  so 
können  wir  t^t  ^^  Stolle  von  -^ —  setzen,  weU-  -x  gleich  |  ist. 
Demnach  erhalten  wirr 

\8|7  Ott   dt  dt 

Dies  ist  eine  Gleichung  zwischen  den  beiden  Veränderlichen  «  und  |. 
Ist  dieselbe  integrirt,  so  bestimmt  sie  den  Werth  von  a,  und  wird 
dieser  in  die  Gleichung 

)j  =  ?)  (g,  a) 
eingesetzt,  so  orgiebt  sich  die  orthogonale  Trajectorie. 

Aufgabe.  Man  suche  die  orthogonalen  Trajectorien  der  durch 
die  Gleichung 

n  =  ff  (1  —  ^^y^' 

dargestellten  Ellipsen. 
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||  =  a-i,v. 

nd  die  Gleich! 

lg,  welche  a  bestimmt 

ist: 

.  +  «■.1^.-1. 

da 

ieselbe  gieljt: 

rfo^           2§ttä 

2 

ri|           1-1^ 

^1 

't' 

Diese  führt  durch  Integration  zv\  der  Gleichung : 
Somit  iütdie  gesuchte  orthogonale  Trajectovie : 


Vermischte  Aufgaben. 
1.     Man  löse  ilie  Cleiohungeii : 

iJ  +  i  K  +  (•   ~  p)  »  =  »■ 

'=sJ  +  (''-'"-Msf  =  "'"■ 
V       '■  ixl  i-f-  Kitt) 


''"  +  "'  rf  +  '•  ~  »'  s{  +  "  (if )  -  »  =  «■ 
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2,     Tlntei-  dei-  Voraussetzung,  daes  (las  Integral  von 

^  +  (^  -  ^)  ^  =  ° 

die   Form   y  ^=  y,  -\ beshzl;,  beweise  man,  dasa  das  allgeir 

dargestellt  wird  duroli; 

u  =  Ä,m  {!+„).       ,  =  Aco,  [,  +  „), 
imd  bestimme  die  voilatSndiga  Stamm gleichnug  von 


Dui-ch   die  Methode   der  Varia 


Integral  a 


'£i- 


{■-i)li^{" --)'  =  '■ 


4.  Man  beweise,  dasa  die  Gleichung 

(«I  +  ».«)  S  +  !"■  +  ''  ■''  äf  +  '""  +  '"''»  =  ° 

3  pavtieuläres  Integral  von  der  Form  e^"  besitzt,  vorans gesetzt,  dass 

(«0  ^'i  "  h  Cj)  {a,  h  —  6]  fls)  =  (0(1  f>a  —  ?>„  flsl^ 
.,  und  löse  hiernach  die  Gleichung.  (S  c  h  lüm  ilch.) 

5.  Mau  integrire  die  Gleichuug; 


d^ 


t  M  =  0  für  :c  =  ü  und  l(  —  I   Säv  X  —  - 


ti,  --^y-z  . 


I  löse  mau  die  Differentialgleichung 

die  ivilltürlicheo  Constantan  durch  dieBedinguuge 
1   una  T^  =  0  sein  solle  für  a;  =  0. 

?.  Gleicliungeu 


+  P'Ji+  «'!/  = 


Lösung  gemein sohaftliuli ;  iBan  bestimme  die  vollstäudige 
ir  jedeu  und  die  nothwendige  Bedingung  zwischen  den  als 
von  X  vorausgesetzten  Grossen  P,  P\   Q,   Q'. 
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7.  Man  zeige,  (lasB  aicTi  die  Gleicliung 

nftch    der   Methode    des   §,  68    integvivfin    lässt,    vovausgesetKt ,    das3   die 
ßleid,i.„g 

(»+if+(.+ir-f(.+if=i 

erfüllt  ist   fiir   irgead   eiu  System   von  Voraeicheii,   die   man   den  Wiirzel- 
gröBSen  giebt. 

Man  bestimme  das  Integral,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist. 

8.  Mau  löse  die  Gleiclmng 

worin  a,  b,  k  Conatanten  aiud,  durch  die  AnBaime; 

j  =  (»  +  »)•  («  +  S)- 
und  bestimme  das  allgemeine  Integral. 
Man  lose  ebenso  die  Qleichung : 


9.     Man    beweise,    dass,    wenn    g>  {x)    ein     iJMvticulärea    Ii 
Gleiehunö: 

d^z  _ 

ist.  alsdann  x  ip  {  —  ]  ein  particuläres  Integral  der  Gleicliuiig' 
ist.  und  löse  hiernach  die  Gleichung : 


10.     Man  zeige,  dass,  wenn  ^  =:  ^  (a^)  eine  Lßsung  i: 

alsdann  ^  =  (c  x  +  rf)  g,  Q^^)  eine  lalsung  ist  von 

wobei  die  Constanten  a,  b,  c,  d  durch  die  Relation 

(KU  —  fic  =  1 
verbunden  sind,  und  löse  hiernach  die  erste  Aufgabe  in  6 
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11.  Mau  Keigo,  wie  man  die  Gleioliung 

dm"'^  a+im  dx>^i  "^  {a+bxf  dx«-^  "^  («+  Ö«)"  ^  —  ^' 

worin  X  eine  PuncMon   von   x  allein    und  A^.  , .. ,  Ä«  Constanten  sind, 
auflast. 

12.  Man  integrire  die  Gleichung: 

S+PX  +  .)g  +  (g+x.-|.„x+»),  =  .. 

wo  X  irgieiid  eine  Function  von  iC  ist. 

13.  Man  zeige,  dass,  wenn  eine  pavüculäre  Lösung  ilev  Gleichung 


djf   . 


^l  y^  +  X, 


■j  X,  und  X^  FiiTiotJonen  von  x  sind,    beliaunt  ist,   die  Iiös 
indigt  werden  kann.     Hiernach  löse  man  die  Gleichung: 
äy    I         


H^=^ 


14.     Wenn  die  Btammgleichung  V 


gy  = 


V  - 

=   -4^/1   +  52/2. 

.0  ^Bige  r 

nan,  dasa  d 

ie  Differ. 

mtialgleichung,  welche 

hat,  die 

folgende  ist: 

F(^) 

s+i.> 

^(^)-( 

'  dx]  dx 

+ 

.»ll(.»- 

■•s 

+  li--')>'S  +  »' 

■7^(.r)} 

.-ü, 

wobei 

F{x)  =  >,!/, 

gesetzt  is' 

t.    (Spitzt 

„■.) 

15.     Man  beweise,   dasa , 
der  Gleichung 

wenn  y^  nnil  y^  zwei  pavt 

Aciiläre 

Integrale 

B  + 

p|f  H-e!-  =  o 

«nd,   die 

Wui-zein   V 

011  Hl  = 

:  0  und  J/i  =  f>  einander  ti- 

eniien , 

so    lange 

als  diese  heiden  Integrale  stetig  bleiben,     (Sturm.) 
16.    Man  löse  die  Gleichungen; 


y  Google 


1' +»-■'»  +  " 


TermiBclite  Methoden. 


)^  = 


1  lose  die  Gleichung: 

wekliej-   Q  und  E  ilei'  Eelatioii 
/'Li  . 


^Jf 


gp     gf  1     "ft  1 1   li       Relat    n  d  cht  Ki-funt    las 
ijleioli     g   !  6en  dmci  Ejof  ihi  mg 


■h  dann  V  pllpi  Iit  die 
wlcliP!  so  gewjlilt 
toplhoienten  diese  Kelatioi    befriedig  i 


(2  ex 


18.  Man  löse  die  Gleichung ; 

^- 

19.  Man   suche   die  Fomi   von  ip  i 

nn  X  =:  yi  (s)  in  die  Gleichung 

^g  +  j^g- 

Lgesetzt  wird,  dieselbe  übergelit  in 


■  iV  (Stolie..) 

solcher   Besoliatfenheit ,    dass. 


__!  +  .■!,  =  «, 
und  löse  hiernach  die  erste  Gleichung. 
20.    Man  zeige,  dass  die  Gleichung 

.sJ  +  '^jf +  «»  =  » 

transformirt  iver^en  kann  ia 

3 +  i'(.)|f +  .-(.)  =  », 

wenn  die  Beziehung  zwischen  n  imd  x  gegeben  ist  öurch; 
nnd  * (2)  sich  bestimmt  aus: 
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lliernacli  "bringe  man  die  Gleicliiing 
rf^2  ~^  X  dm  ~  ^  '^ 


(»5 


nt  +  F  äf  +  ('  -  .t)  !/  =  «■ 

21.  JWaii  löse  die  Gleialiung: 

worin  J.  und  B  Conatanten  sind. 
Man  zeige,  dass  die  Gleioliiiiig 

in  die  Torsteliende  Gleioliung  transformirbar  iat   änrch   die  Substitution ; 

voranage setzt,  dasa 

B'^  =  iB^  -  iÄ  +  n 

ist,' und   suche   die  Kelatioii  zwischen   i/  und  f.     Hiei'nacli   löse  man  die 
zweite  Gleioliung. 

22.  Indem  man   die   abhängige  Teränderiiehe   1/   in   e=    verwandelt, 

löse  man  die  Gleichung: 

„  d^y        dP  dti  ,  r>. 

F  -^-4, ; r^  ==  fl2  pa  y, 

dx'       dx  dx  ■" 

und  hiernach  die  Gleichung ; 

^  4-  o  ^  X  -  i  Wi  l^i  ^V  -  -^  /'i  ^■^ 
dx-'^      dx  1       n  \P  dx)         dx  Vp  dx> 

(Span..) 
33.     Man  zeige,  dass  das  Tollst&ndige  Integral  der  Gleicliung 

dx^        iü  \dx)    ^  i  ' 

worin  a  die  Schwarz'sche  Abgeleitete  von  »/  nach,  a;  ist,  lautet: 
y{A'  +  B'x  -h  C'x^)  =  A-^  Bx+  Cx\ 

S4  Der  Bogen  einer  ebenen  Cuive,  gemessen  von  einem  festen 
Punkte  A  bis  zu  einem  PliiiktB  P,  dessen,  rechtwinkelige  Coordinaten  x 
nnd  y  sind ,  werde  mit  s  bezeichnet  Man  bestimme  die  allgemeinen 
Gleichungen  in  Caite'JiBChen  Coordinaten  von  denjenigen  Curven,  für 
welche  die  folgenden  Gleichungen  rpspective  beatehen : 
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(1) 

1  =  (•!•  + ,')': 

(3) 

s  =^caretans  |-- 

(3) 

(jl)  ="37  37" 

(4) 

(=) 

m 

.  =  («■+  2  j  «)''■. 

f) 

!  =  (,■+   «,')'• 

25  IRn  surlic  die  allgemeine  DifteieatialgWi-hi  i  g  Ul^r  P^nl  In 
welche  die  Achsen  beiahien  und  eine  Benihi ungssetiie  von  umatanter 
Ldnge  haben     Man  lose  diP  eihaltene  Gleichung 

Man  suche  ehenao  dia  Differentialgleichung  allei  Paraheln  hbIlIiö  die 
Acliaen  heinhien 

26  Man  int^gnie  voUatändig  die  DiffcientialgleiLhnng  dei  Cuive,  jn 
welchei  lei  Krummungaradiua  dem  lon  emem  festen  Punkte  ins  ge 
messenon  Bcgen  proportioi  at  jst 

27  Man  suche  die  Cnne  ,  bei  welolier  da-i  Pioduct  dar  miti  zwei 
festen  Punkten  auf  die  Tangente  gelallten  Lothe  cinttint  iit 


29  Man  auch.'  eine  Differentialgleichung  eister  Oidnung  fui  die 
Cm^e  deien  Kiammungsradiui  n  mal  so  gross  ist  als  lie  Noimale  und 
zeige,  diss  sie  fiir  ein  ganzzahligea  n  immci  m  endhohet  Pgim  Integm 
bar  ist 

Inabesondeie  zeige  man  dais  die  Ouive  fui  «  =  —  2  eine  Ovkloide, 
für  n  =:  —  1  ein  Kreis  uud  far  ii  =:  -\-  1  eine  Kettenlinie  ist 

30  Man  bestimme  em  System  von  Curven  welche  eiua  fechiir 
confootler  Ellipsen  untei  einem  andeien  als  einem  i echten  Winkel 
schneiden      (Mainai  di ) 

31.  Man  bestimme  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Ourven; 

(1),        a!«  +  ^a   =    CX, 

(3)      x^  +  p^  +  c^=^l  +  'iexy, 

(3)  x^  +  y^  =  Sa.xy, 

(4)  rr'  =  c\ 

wo  in  der  letzten  )■  und  r"  die  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  sind. 

32,  Die  Cui-ve,  für  welche  die  Ordinate  und  Abaoisse  des  Schwer- 
piinlttes  dev  zwisülien   den  Ordinalen  a:  =.«  und  x  =  x  Bin  geschlossenen 
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Flache    la  scllie  ^  p  1  Alt    sa  1  alie       w  e    1  e    bPp;ren7pn(Ie  Ordinate  y  und 
d  p  AI  c  »SP        w    1  gp  eben   1  i  h  d  e  QJrt  b     g 


33  De  C  u  e  ler"»  P  lajgleicliung  i  <;o?m*  —  a"'  ist,  rollt  auf 
einer  festen  geraden  Linie  Indem  mau  diese  öerad  als  a^-Aobse  nimmt., 
zeige  man  dass  diB  von  lern  auf  dei  rollenden.  Curve  gelegenen  Pole  Ijb- 
BL-hneb-ne  Cirve  aui  Gleichung  hat 

Im  Itpionipieu  zeige  mjn  da^Js  tur  2  m.  ^^  1  die  bescliriebene  Curve 
eine  Kettsnlmie   für  m  ^=  1  eine  elaotischp  Curve  ist.     (Freuet,) 

34  Man  zaige  dans ,  n  -nn  em  erstes  Integral  der  Gleichung 
—^  —  /(J  w)  m  der  Form  — f^  "=  T  {'  y  f)  gegeben  ist,  die  Stamm.- 
gleicliuug  lautet: 

J    rfc  >    ^         ^       '  (J.eobi.) 

Ein  erstes  Integral  von  -r-f  —  y  (1  -|-  3  tang^  x]  ist  von  der  Form 
^~  =  2/ ^  (a:)  -|-  ci/'(a:);  man  bestimme  die  Stammgleichung. 
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Fünftes    Capitel, 

Integration  durch  Eeilien. 

§.  83. 

iL  k  11  \o  ]  inmen  li  s  iiit  Differontialgleicliung ,  deren 
Losuntt  geaucht  wii  \  zu  kemei  der  vorher  angefahrten  Classea, 
welche  sinimtlieh  von  einer  gewissen  beaonderen  Form  sind,  gehört, 
dass  daher  die  auf  jene  anwendbiren  Methoden  veraagen;  man  hilft 
'■ich  dinn  damit  ien  Werth  der  abhängigen  VeränderLiohen  durch 
\nniheinng  au  eimitteln  Die  Form  der  nähorungsweisen 
Bestimmung  welche  im  hauligaten  angewendet  wird,  ist 
die  mittelst  convergirender  Eeihen;  iadem  man  eine  sehr 
grosse  Zahl  von  Gliedera  beibehält,  kann  man  den  Fehler  beliebig 
klein  machen  und  die  Reihe  als  den  "Werth  der  Veränderlichen  he- 
trachten.  Daas  diese  Methode  von  vornherein  sich  rechtfertigen 
lässt,  kann  man  folgeudermaassen  aeigen. 

Die  gegebene  Gleichung  ist  eine  Relation  awischen  den  auf 
einander  folgenden  DifEerentialquotienten  von  1/ ;  sie  lässt  sich  als 
eine  Gleichung  betrachten,  weiche  denjenigen  von  der  höchsten 
Ordnung   als    Function   derer    von  niederer  Ordnung  ergiebt.     So 

der  zweiten  Ordnung  ^^re,  -r— r    als 
en.     Differentürte  man  sie  einmal,  so 

.—  ... a  p„  !Ö  „ä  9,  i.  h.,  d.  fSd„cl, 

dx^  dx^    dx  dx^ 

—  und  y  ausdrückbar  ist,  als  Function  von  diesen  beiden  ergeben, 
u.  a.  w.  für  jeden  der  Differentialquotieuten  von  höherer  Ordnung, 

die  sich,  auf  diese  Weise  darstellen  lassen  als  Functionen  von  -—  und  i/. 


würde  de 

i  B„  we 

un.i, 

Function 

ind  y 

wurde  sie 

P,  .1.  ruueti 
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[§.   83.] 

.,e 

n   giel  t 

die  DiffeientialgleichTina 

U 

ine] 

Beziehung  zwischen 

111  d 

y    die 

somit   unabliingig  von   ei 

ider 

stnd      Mai 

1   1  chine 

an 

dat.'i  u 

lan  dem  x  ein  n  Weith  a 

bMlej,£ 

unt  dans 

fut  die 

W 

=rth  vo 

1    r   gesetzt  wei  le   ^  = 

A 

und 

^!  =  - 

welche* 

im  Mlf,emeiHen  willkürliche  Conitantun  sind  Alsdann  lietein  ditj 
Gleichungen  welohe  diroh  succeiaive  DifleiPiitiation  entstanden 
sind  die  Werthe  dei  Diffeientiilquotienten  YOn  y  der  auf  einander 
folgenden  Ordnungen  f ui  J.  =^  fl  Diese  mögen  mit  CDS 
heaeichnet  sein  Wenn  nun  det  Werth  von  p  <p  (i)  iit  welches 
wie  wii  annehmen  eine  Function  ist  die  8n,h  nach  dem  Tajloi 
s&ken  Sitze  m  eine  nach  aufsteigenden  Potenzen  vcii  c  —  a  tort 
schreitende  coavergente  Eeihe  entwickeln  iasst,  so  erhilten  wii 


worin    — ^ den  Werth  bodoutet,    welchen    -— 

d  a''  dx- 

wenn   man   nach    der  Differentiation   a  für  x  schreibt.      Setzt   man 

nun  für  die  verschiedenen  Differentialquotienten  ihre  Werths  ein, 

so  erhalt  man: 

y  =  ip{^)^Ä  +  B(x-a)+C^^^f^  +J)^^^^  +■■■, 

und  diese  Reihe  ist,  wenn  sie  convergirt,  eine  Lösung  der  gegebe- 
nen Gtieichung. 

Es  miiss  bemerkt  werden,  dass  für  irgend  einen  besonderen 
Werth  von  x  die  Differentialgleichung  nicht  den  Differentialq^uotien- 
ten  der  höchsten  Ordnung,  sondern  einen  toq  niedrigerer  Ordnung 
bestimmen  könnte.     So  würde  zwar  die  Gleichung 

^  4.  2^  l^'  _  ^..  =  0 
dx^   ^    X    dx 

für  jeden  anderen  Werth  für  (s  als  Null  den  Werth  von  -^^  bestira- 

'  ~"  "■^  dx  g         ' 

endlich  grosse  Wertbe  für  irgend  einen  Differentialquotienten  als 
ausgeschlossen  betrachten. 
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B  Methode  und  eine  andeie  welche 
m  der  Praxis  fui  sie  eintritt  und  die  im  n^ühsten  Paiigriplien  d,ua- 
ein Inder  ^e  etat  weiden  wiid  ist  beinahe  uabiaui,hbai  m  demJalle 
von  &lPic!iungLH  welche  weder  linear  sind  noch  sich  so  transfor- 
miren  lassen  dass  sie  lineai  werden  Für  solche  Gleichungen  wmde 
die  Bestimmung  yoö  mehr  als  einigen  wenigen  der  eisten  frlieder 
dei  EntwicltluHg  aussei  oidentlich  be'^ohwerliih  werden 


1    Aufgabe 

Wir   wollen    die 

voi  stehende 

Methode    aut 

die 

Gleichung  anwenden. 

=  0. 

Differentiireu 

wir 

die  Gleichung 

«mal,  »gi 

ieht  dieselbe: 

d: 

^    dl'  ^ 

o> 

und  daher  für  x  -- 

=  0: 

m.- 

Nun  lässt  di> 

i  gegebene  Gleiohun 

"-S 

willkürlicii;  et 

,.ei 

etwa,  y  ^  A  und 

dx 

=  B  fui-  X  = 

0.     Ferner 

i.t^=0 
dx^ 

für 

X~0.     Daher  e 

clialt 

äi,  wir: 

Kdifr*'),-         '''\d,!'-'A 

/d^P-*y\ 
=        3j,(3j.-3)(j;;5^)^ 

=  ü. 

=  (— I)P(3i)— l)(3j)  — 4)...5.2.JJ 

(Sf)„  =  (- l)" '^i' -  2)  (Si- -  5) . . .  4  . 1 .  (j/)o 
=  (—  1)P  (3i>  —  2)  (3^1  —  5) . . .  4  .  1 .  ^, 
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Die  Entwiokeliing  von  y  ist  nach  dem  Maclaui'in'schen  Satae: 

2.5     ,         2.5.8      „    ,         ^ 


--[-Ä- 


Dies  ist  die  Summe  zweier  convergenten  Reihen  und  enthält  zwei 
willkürliche  Constanten;  es  ist  demnach  die  Stammgleichung  der 
gegebenen  Gleichung. 

2.  Aufgabe.    118,11  löse  die  Gleichungen: 

m    «S  +  ^S +  -''';' =«^ 


l.  Aufgabe.     Man  tiestimme  ein.  Integral  der  Gleicliung 


§.84. 

Die  vorstehende  Untersuchung  neigt,  dasä  man  mittelst  der 
Difierentialgleiciiung  und  der  Entwickelung  einer  Function  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  nach  dem  Taylor'schen  oder  Macla«- 
rin'schen  Satze  einen  Ausdruck  in  Form  einer  Eeihe  für  die  ab- 
hängige Veränderliche  erhalten  kann.  Anstatt  aber  diesen  Weg, 
der  zuweilen  sehr  beschwerlich  ist,  zu  verfolgen,  ist  es  besser,  das 
Princip  festzuhalten,  dass  man  eine  Reihe  finden  kann,  und  dem- 
nach fttr  «/  irgend  eine  nach  Potenzen  von  x  mit  unbestimm- 
ten Coefficienten  und  Exponenten  geordnete  Reihe,  anzu- 
nehmen. Diese  Reihe  hat  man  sodann  für  die  abhängige  Veränder- 
liche in  die  DifCereutialgleiobung  zu  substituiren,  und  da  sie  eine 
Lösung  von  dieser  Gleichung  sein  soll,  so  miiss  sie  die  Gleichung  zu 
einer  Identität  machen.  Die  Vergleichung  der  Exponenten  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  wird  das  For.tschreitungsgesetz  derselben- 
angeben,  und  die  Vergleichung  der  Coefficienten  der  verschiedenen 
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Glieder,  welche  dieselbe  Potenz  dei  Vei  inder]n,hen  eiithalteii  wiid 
die  gesuthten  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  in  dem  an- 
geBOmmeiien  Au'sdiucli.  liefern  Diesei  letzteic  wird  dian  fwi 
solcte  Weithe  dei  Veiandei liehen  iui  weklie  die  Etihi  conveigent 
bleibt,  eme  I  osung  diritellen 


Da  die  ebf 
äquivalent  ist, 
cbungen  ebenso  wenig 
d«rch    sie,    wenn    die    : 
Eine   der  wiobtigste 
wendbar  ist,    ist    diej 


§.  86. 

angefülirte  Methode  der  frülieren  in  Wirklieh keit 
ist  sie  für  die  Lösung  von  niaht  linearen  Glei- 
chet; viele  Mühe  aber  spart  man  sich 
iösende  Differentialgleiciiiing    linear  ist. 
Formen,  auf  welche  sie  besonders    an- 


K4)+i*K))''="' 

worin  (p  und  ^  algebraische  rationale  ganze  Functionen  sind.    Ui 
diese  zu  lösen,  setze  man : 

2/  =  ^1  x™'  -I-  ^,  a;""  +  Ä-!,a!"^  ^ , 

wobei  die  Exponenten  jhj,  m^,  % . . .  der  Grösse  nach  in  aufsteigei 
der  Reihe  geordnet  sind.     Da 

K'ä)  ""='■'"'"" 

ist,  so  giebt  die  Gleichung,  wenn  man  darin  den  Werth  von  y  su! 
atituirt : 

Hierin  ist  mi  —  1  der  niedng&te  Exponent  und  zwai  tiitt  i 
nur  in  einem  einaigen  Gliede  auf  Da  die  Imke  Seite  dei  eben  hn 
geschriebenen  Gleichung  identisch  vetschwinden  inu-i-. ,  '=o  mm 
dieses  Glied  verschwinden,  und  demnich  ist 


li  ^  (jKi)  = 


:  0, 


oder,  da  Ai   eia  Coefficient  eines  wirklich  vortomm enden  Gliedes 
ist  und  daher  nicht  verschwinden  kann,  es  muss  sein ; 
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Eine  Vergleichung  der  Espoiienteti  der  iibi'ig  bleibenden  Glie- 
der zeigt,  dass 

jH]  =  «2  —  T  ,     und  daher    m^  ::^  »i  -|-  1 

m-i  =  1H3  —  1 ,        „       „  mg  =  TOi  +  2 

ist,  während  eine  Vergleichung  der  Coefficienten  derjenigen  Glieder, 
welche  den  nämlichen  Exponenten  enthalten,  giebt: 

Ai  (p  (m,)  -\-  Äii)  («%)  =  0 

A  f  (»%)  +  Asip  (mj)  =  0 

Es  werde  nun  irgend  ein  Werth  von  Mi  genommen,  der  ge- 
geben ist  durch  die  Uleichnng  ifi  (mi)  ^  0,  etwa  iWi  :=^  a,  und  es 
werde  ^1,  da  es  vollständig  willkßrlieh  ist,  mitji  bezeichnet;  dann 
bestimmen  sich  die  übrigen  Coefficienten  durch  die  Gleichtingen : 

^■-  *(.  +  !)  ^' 

A  =-  tStt»  ^  =  j.    yW^C'  +  i)    . 

und  so  fort  für  die  höheren.  Coefficienten.     Der  zugeliörige  Wertli 
Ton  w  ist  demnacli : 


L     *(«  + 


1)-    '    iKo+l)V.(o+2)' 

(»)ip(»  +  l)y(»  +  2) 


«=+.■■ 


(>(a+l)*(«  +  2)V.(o  +  3) 
Die  Ausdiu(,ke  welche  von  den  andeien  Wuizeln  abhangen 
können  m  anilogei  ^  eise  eihalten  werden  und  da  die  Gki(,hung 
Imeai  ist  10  ist  die  Summe  allei  dieaei  Werthe  von  j  eine  Losui  g 
Dd«  wn,hti5,ste  Beispiel  diesei  allgemeinen  Foim  ist  diejenige 
Gleichung  welche  als  L  »fung  die  untei  dem  Namen  der  hyper 
geometrischen  Reihe  bekannte  Feihe  hat  dieselho  wird  im  na  In  ten 
Capitel  m    llei  Ausfühl li:,hkeit  behandelt  werden 

1    A  ifgabe    Manzeige  dass  das  voUatanligelntegidl  de   (.1p  Cü  n,. 


*lj,    ,     2«  J; 


^?.  +  »!'  =  » 


^  "  ^  r         a(2B+l)  +     2. 4, (2»+!)  l2«  +  3)        "'J 
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2.  Aufgabe.  Im  Falle  2«  =^  1  werdeu  die  einzelnen,  die 
willkürliclien  Constanteu  enthaltenden  Theüe  in  der  1.  Aufgabe 
einander  gleich,  indem  jeder  übergeht  in : 

Wird  dieses  mit  v  bezeichnet  und  p  —  uv  ^=  w  gesetzt,  wo 
M  und  ts  zu  bestimmen  sind,  so  iiaben  wir,  wenn  wir  substituiren, 
da  V  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung  ist: 

Da  wir  zwei  willkürliche  Grössen  m  und  w  haben,  so  können 
wir  ihnen   nach  Belieben    irgend'  eine  Bedingung  auferlegen.     Ist 


so  ist  der  hieraus  sich  ergebende  Werth  von  u  gleich  Ä  -\-  B  logx 
und  demnaeli: 


dx'i'   xdx    '■■■"'       """"l2       2a.4:"^22.4'.6       22.45.62.8  "^'"r 
Der,  Werth  von  y  ist  nunmetr: 

v(A^B}ogx)  ^  w 
und  enthält  daher  zwei  willkürliche  Constanten,  die  für  das  voll- 
gtändige  Integral  nothwendige  Anzahl;  wir  exiehen  daher  nur  ein 
,  pariicwläres  Integral  der  Gleichung  in  w.      Um  dieses  zu  erhalten, 
setzen  wir ; 

w  =  B'  ^  B^x  +  B-iX-'  -^  B^x'  +  BiX^  ^  ■■■ 
Dann  ist: 

dx 

Substituiren  wir  dies  und  setzen  die  Coefficienten  der  versehio- 
denen  Potenzen  von  'x  einander  gleich,  so  erhalten  wir 
aus  dem  Coefficienten  von  a^' :  B^  ^=  0, 
„       „  „  „    x^:    mB' -^2^B^  =  Bm, 

„       „  „  „    x^:    32^3  -|-mBi~0, 
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s  dem  Coofficicnten  von  a^»-i:(2H-|-  !)'£3„+i +«'ßa„-i  =  0, 

—  '^'^'^'"      2. 42. 6^.. (2»  — 2)3.2«.' 
Diese  Gleicliuiigen  geben: 

£1  =  0  =  ^3  =  ■  -  ■  =  7f2„^i  =  •  •  ■ , 
das8  also  keine  Glieder  mit  ungera de»- Potenzen  von  x  in  lü  vor- 
mmen.     Für  die  Coefficienten  Ton  geraden  Potenzen  erlialten  wir: 

4  4 


-.ß.  sr 


=  +  J 


Wi^  /l  1  \  ,  «3 

r^TÜF  (s-  +  5-  +  0  -  .»  ■.,,„,■ 


-1-  {—  1)"  S  2».4ä.6^..(2«)5  ' 
Demnach  ist  der  Werth  von  ^: 

(x+ü,«,.)  {1  -  -^  +  gj-  ^^  +-I 

+  -Ö    r  2^   "'"   2rT^  ~  2^4'. ßä  '^'"l 

Da  S'  unbestimmt  istj.  so  kommen  adieinbar  drei  willkürliclie 
Conatanten  vor.  Wie  man  sieht,  ist  aber  der  mit  ff  multiplicirte 
Ausdi'uct  derselbe,  wie  der  mit  A  muitiplicirte ;  daher  vereinigen 
sich  diese  beiden  Coiistanteu  zu  einer  neuen  willkürlichen  Constan- 
ten A',  welche  für  A  -\-  B'  gesetzt  werden  kann. 
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^-  Aufgabe.    Man  bestimme  das  Tollständjge  Integral  der  Gleichung 

in  der  Fonii ; 

!i  =  '^('-^  +  2T3-.  -  äTsrir  +  ■■•) 


(Jfouri 
.  Aufgabe,     Man  integrire  die  folgenden  Gleichungen 

^^y 


tu  tl    _   3-2)   !^   _   ™  ^   J_a: 

l.''         l^-        ^>  d-yi         ^  rf.».  T^" 


(2)       (x-.=)g-F  (1-3.^1  g-.,=  0 
durch  Eeihen  unü  drücke  die  Integrale  dsraelheu  in  endlicher  l'ortn  aus, 

§.86. 

Es  Bind  noch  awei  epecielle  Punkte  hervorauliebeii, 
die  bei  der  Integration  einiger  Differentialgleichuagen 
zur  Erscheinung  fcommen;  obwohl  dieselben  einer  und  dersel- 
ben Ursaclie  ihre  Entstehung  verdanken,  so  erfordern  sie  doch  eine 
gesonderte  Behandlung. 

Um  ein  Beispiel  von  dem  einen  zu  haben,  wollen  wir  zu 
der  als  Lösung  der  Gleichung 

gefundenen  Eeihe  zurückkehren,  welche  war: 

"L  »(0+1)      ^*(»+l)«(o  +  2)  J' 

wobei  c[ie  Gonstante  a  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung 

♦  («.)  =  0 
war.  Eis se  Gleichung  wird  gewöhnlich  mehr  als  eine  Wurzel  haben; 
irgend  eine  andere  Wurzel  möge  mit  b  bezeichnet  wer.den.  In  dem 
Falle  nun,  wo  !i  um  irgend  eine  ganae  Zahl  k  grösser  als  a  ist, 
hört ,  die  Lösung  in  der  oben  angewendeten  Form  auf  gültig  zu 
sein;  denn  in  dem  Nenner  des  Coefficienten  von  a^  in  demKlammer- 
ausdruck  tritt  der  Factor  ^  {a  -\-  k)  oder  Tp  (b)  auf,  welcher  gleich 
Null  ist,  so  daas,  wenn  nicht  auch  ein  verschwindender  Factor  im 
Zähler  vorkommt,   der  Coefflcient   augenscheinlich  unendlich  gross 
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la  eiuem  sokiien  Falle,  wo  1 1  lern  Zil  1er  ke  i  ¥ei  hwinden 
der  Factor  vorkommt,  müasea  wii  au  ileii  m  spruiip.lii.lieii  Gleii,hui 
gen  i^uröckkehren ,   aus  denen   die  Eeiiie    abgeleitet  war    ui  d  best 

Ä<s<p(a-\-l)-hA-;^ip(a  +  2)  =  0 


Da  nun  ^  (a-\-h)  verschwindet  und  ^t-i-i  als  Coefficient  in  einer 
als  convergent  vorausgesetzten  Reilie  nicht  unendbcb  grois  ist  äo 
folgt,  dasB  entweder  Ä^  oder  (p(a-\-k — I)  verschwindet  Ld.sst 
man  den  letzteren  Fall  in  Berücksichtigung  der  Voraussetzung  dass 
in  dem  Zähler  kein  verschwindender  Factor  voikommen  soU  lusser 
Acht,  so  hahen  wir  ^^^0  und  ünden  dahei  aus  den  vorhergehen- 
den Gleichungen,  dasa  die  Coefficienten  A^  A2  -^ä— 1  sämmthch, 
gleich  Null  sind.  Daher  versehwindet  der  Theik  dei  Eeihe  welcher 
dem  Gliede  x''  innerhalb  der  lElf^mmern  vorangeht  wegen  der  Coef- 
ficienten, und  die  Eeihe'muss  in  "Wirklichkeit  mit  dem  Ghede  6^"+", 
d.h.  mit  (?#,  anfangen..  Und  diese  ßeihe  ist  diejenige  welche  aus 
der  Wurzel  &  der  Gleichung  i/i  ()b)  ^  0  entspringt  Ems  der 
partioulären  Integrale  ist  auf  diese  Weise  Tersehwunden  um  iber 
an  seiner  Stelle  ein  anderes  zu  erhalten  konneu  wii  ehpnsa  ver- 
fahren, wie  in  der  2.  Aufgabe  in  §.  85.  Bezei  hneii  wii  mit  t  d^s 
eine,  welches  bleibt  und  das  andere  in  sich  lulgenommen  hat  so 
können  wir  setzen: 

und  können,  nachdem  wii  emgesetat  haben,  irgend  eine  ßelation 
festsetzen,  wekke  zui  Bestimmung  von  u  Und  w  dienen  und  die 
Lösung  der  Diiieientialgleichung  eileichtem  soll  Diese  Relation 
wird  in  der  Regel  durch  die  besondeie  Form  dei  Gleichung  be- 
stimmt sein. 

1.  Aufgabe     Man  betraclite  die  Differentialgleiohima 

Suhstituirt  man  hierin : 

y  =  A^x-"  -\-  A^  a^+i  -j-  A^  ai^+a  -!-■■- 
(dies  ist,  wie  leicht  eraichthci,  die  nothwendige  Form),  so  findet  man  als 
die  Gleichung,  welche  m  bestimmt; 

m  (m— 1)  —  im  Ar  i  ~-  0, 
d.  i,  (M  -  1)  [m  -  4)  =  0, 
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Hiei'uacl!  ist  n  ;=  1  und  Ö  ^:  4,  ao  dass  die  beiden  Wurzeln  sich  um 
eine  ganze  Zahl  unterscheiden.  Man  wird  finden,  daas,  wenn  man  die 
"Wurzel  m  ;=  1  nimmt,  dia  Gleichung  von  der  hesprochenen  Form  ist, 
und  dass  die  Glieder  bis  zu  x*,  dieses  auageachloasen,  veraclrwiiiden,  wäh- 
rend die  aus  der  Wurzel  m  =:  4  abgeleitete  Keihe  Ax^e^  ist.' 

Man  vervollständige  die  Löaung. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung; 


§.87. 

Wii  gehen  nun  zu  dei  Bettachtuug  des  andeien  ape 
ciellen  Punkte=i  übej  Biither  wm  yorausgesetzt  worden  dass  m 
dem  Zahler  kein  vei  schwindender  Factor  voikommen  solle  und  wia 
m  diesem  Falle  das  Resultat  zu  andern  ist  ist  angegeben  worden 
Ea  kann  jedoch  em  tbi  seh  winden  dei  Factor  in  dem  Zahlei  irgend 
eines  der  Coefficienten  dei  m  den  KKmmem  ein{ie''t.hlossenen  Glie 
der  auftieten  und  zwir  entwedei  in  dem  dliele  in  wekhem  auch 
ein  vers  hwindendei  Factii  m  dem  Nenner  Yoikim  odei  la  einem 
fruheien  dliele  Im  letzteren  F^Ile  verschwinden  alle  die  Glieder 
welche  in  den  Nennern  dei  bezugbchen  Coeffacienten  keinen  ver 
schwindenden  Factor  haben  und  wenn  em  solohei  Factoi  niemals 
m  einem  s]  ateren  Gliede  voikommt  so  wud  die  Eeihe  mit  dem 
jenigen  Crhede  endigen  welches  dem  den  verschwindenden  Factoi 
imZthler  enthaltenden  Ghede  unnuttelbai  voiheigeht  es  wird  dem 
nach  die  Losung  m  endbchei  F  im  diigeateUt  sein  Es  kann  iber 
au:,h  iigend  ein  verai-hwmdender  Factir  m  dem  Nenner  emea  apa 
teren  Gbedes  voikommen    alsdann  wud  der  Coefhcient  dieses  Glie 

des  dip  unbestimmte  Foim  —   annehmen     wihiend    die  dazwischen 

hegenden  Glied«  veischwinden  und  alle  daiiuf  folgenden  Gbeier 
weiden  eben  diesen  unbestimmten  Goefiiuenten  enthalten  Die 
Ecihe  w    d  dai  n  von  d  i  Form  ■^ein 

Äx^  +  Bx+'  +  ---  +  F^+f+'^^  {Ex+^  +  L^+'+^+       ), 

worin  Je  —  1  nicht  kleiner  als  /  ist.    Dies  können  wir  schreiben : 

^(..+5..«+...+5».«)+m(..«+|^*«+...). 

B  F 

wobei    Ä    willkürlich   und    — ,  ■■■,  -r  bestimmte  Constanten  sind; 
A  Ä 
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eiDenao  ist  M,  -welches  gleich  K  X  Trist,  willkürlich i  wegen  der  Un- 

"~-  L 

i  — ,  ■  ■  ■  bestimmt.    Diese  Reihe  ist 


eine  Lösung'  der  eiitepreclieiiden  Differentialgleichung,  sie  wird  daher 
auch  eine  Lösung  sein,  wenn  man  für  die  willkürliche  Constante  einen 
specieüen  WerÜi  setzt.     Daher  ist 


welches  man  erhält,    ■ 
einem  solchen  Fall 
Gleichung,   die  in  . 

wenn   m.n   Ä  =  0 
e  giebl  e.  also  in 
jndlioher  Form  d 

setzt, 
imer 
arste 

Uba 

i  Lösung.      Ir 
i  Lösung  dei 
r  ist. 

1.  Aufgabe.    Als 

Beispiel  betrachten 

wir  d 

-  9): 

ie  G-leichung: 

Setzen  wir: 

p^Ä^-  +  Bx'-+'  +  ■■■, 
so  ist  die  Gleichung,  durch  welche  m  zu  bestimmen  ist: 
mS  —  9  =  0, 

TO  =  —  3     oder     +   3. 
Für  die  Wurzel  —  3  erhält  man  ohne  Schwierigkeit  die  Eeihe  : 

r      2        2,1  1 

Ax~^    l—~  x-^-— ^ij;^+ Gliedern  mit  a;ä,x*,a!^,  welche  verschwinden 

,,,  .r      (-2)(-l)0.1.2.3 

L(-5)(-8)(-9)M)(-5).0 

_     (^2)  (-1). 0.1. 2. 3. 4  1 

(-5) (-8) (-9)  (-8) (-6)  0.7       T       J 

Schreibt  man  M  an  Stelle  Yon 

(-2)^1)0.1.2,3 
(-6)(-8)(-9)(-a)(.-[i).0      ' 
SO  wird  die  Eeihc : 


5.8 
4.6 


(4*-3-0(5^-3^)        (l^-3ä)(5-^-35)(6Mi') 
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und  bestätigt   somit   den    Sata,   dass   eine   Lüaung   der  Gleichung'  in 
endlicher  Form  ausdrückbar  ist. 

2.  Aufgabe.  Man  bestätige  den  allganieinen  Satu  in  dem  Falle  der 
Glejclmng: 

.■  g  +  «(!+=>«)  g  =  4.,. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleioliung: 

S  +  ('-^-'S+(--»— !)«  =  »■ 

g.  88. 

Fernere  Beispiele  tiir  diese  specielleii  Fälle  werden  später  vor- 
kommen; es  ist  daher  gegenwärtig  nicht  nöthig,  sie  in  grösserer 
Ausführlichkeit  au  betrachten.  Noch  manche  andere  Punkte  kom- 
men Yor,  die  im.  Zusammenhange  mit  speciellen  Gleichungen  zur 
Erörterung  gelangen  werden.  So  ist  z.  B.  nicht  geaeigt  worden,  dass 
eine  Reihe  stets  nach  steigenden  oder  fallenden  Potenzen  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  fortschreiten  muss,  vielmehr  wird  die  Ver- 
gleichung  der  Glieder  in  der  Differentialgleichung,  nachdem  der 
Ausdruck  für  die  abhängige  Veränderliche  darin  substituirt  ist,  die 
Natur  der  Reihe  anzeigen.  In  dem  Falle,  wo  eine  der  Lösungen 
verschwindet,  ist  eine  Methode  angeführt  worden,  welche  von  Vor- 
theil  sein  wird,  um  die  dadurch  Yeruraachte  Lücke  auszufüllen;  eine 
andere  wird  nachher  angegeben  werden.  In  der  That  hängen  die 
Schwierigkeiten,  die  hierbei  entstehen,  in  der  Regel  mit  speciellen 
Gleichungen,  nicht  aber  mit  der  allgemeinen  Gleichung  zusammen; 
deshalb  sollen  auch  einige  specielle  Gleichungen  betrachtet  werden. 
Unter  den  Gleichungen  von  specieller  Form  giebt  es  vier, 
welche  wichtiger  als  die  übrigen  der  durch  Reihen  auf- 
lösbaren Gleichungen  sind;  dieselben  sind: 

Bratens  die  DifFerentialglelcbung  der  hjrp  er  geometri- 
schen Reihe,  welche  im  nächsten  Gapitel  für  sich  discutirt  werden 

Zweitens  die  Legendre'sche  Gleichung. 

Drittens  die  Bessel'sche  Gleiehung. 

Viertens  die  E.iccati'sche  Gleichung. 

Die  letzten  drei  sollen  nun  der  Reihe  nach  behandelt  werden. 
Dabei  muss  man  natürlich  im  Auge  behalten,  dass  das,  was  hier 
gegeben  werden  wird,  nur  die  vollständige  Lösung  der  Differential- 
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gleichungen  ist,  dasa  es  aber  nicht  auf  eine  erschöpfende  Erfor- 
acliung  der  iEigenschaften  der  betreffenden  darch  die  abhängigen 
Veränderlichen  bestimmten  Functionen  abgesehen  ist. 

Die  I.egendre'ache  DifFerGiitialgleichung. 
§.  89. 
Biese  Differentialgleichung  lautet: 

oder,  was  dasselbe  ist : 

.^|('-)flj +»'»  +  »'  =  ». 

worin  die  Grösse  n  eine  Conatante  ist.  Diese  Gleichung  kommt 
häufig  vor  bei  Untersuchungen,  die  mit  Fragen  aus  fast  allen  Ge- 
bieten der  angewandten  Mathematik  zusammenhängen;  in  solchen 
Fällen  ist  n  gewöhnlich,  aber  nicht  immer,  eine  positive  ganze  Zahl. 
Die  Gleichung  ist  von  der  zweiten  Ordnung  und  hat  daher  zwei 
Yon  einander  unabhängige  particuläre  Integrale,  und  jedes  andere 
particuläre  Integral  lässt  sich  durch  diese  beiden  ansdriicken ;  man 
wird  jedoch  finden,  dass  die  Form  dieser  beiden  fundamentalen 
particulären  Integrale  eine  verschiedene  ist,  je  nachdemw  eine  posi- 
tive ganae  Zahl  ist  oder  nicht. 

"Wir  wollen  nun  diese  Integrale  suchen.    Der  allgemeinen  Hile- 
thode  der  Integration  durch  Reihen  gemäss  setzen  wir: 

y  ^  Ai3f>  -f  >äa  af  ä  -{-  A3  «'"^  +  ■  ■  ■ 
und  Eubatituiren  dies ;  dadurch  erhalten  wir : 

«(«  +  l)(Ai_af"  i-  A^x"^  +  Asaf'^  H ) 

=  ^  {(x^  —  l)ivhAiSf'>~^  +  fn2A,x'"^^  +  niiA3x'"^-^  +■■■)] 

+  W2(ni!t +  l)-^af*s  — iWa(Wä  — l).4a3^-^  +  ■■■, 

und  dieses  musa  eirie  Identität   sein.     Ein   Anblick  der   Gleichung 

zeigt,  dass,  soweit  Potenzen  von  x  in  Betracht  kommon. 


ist,  oder  dass  die  Keihe  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreiten 
muss ;  wir  nehmen  daher  jetzt  an,  dsiss  nii,  iih,  jus  -  ■  ■  der  Grösse 
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nach  in  absteigender  Reüie  geardnet  sind,  wobei  ihre  gemeinschaft- 
liche Differenz  gleich  2  iat.      Die  Vergleiehung'    der   Coeffioienten 
derselben  Potenzen  von  x  gieht  für  den  von  sk™'  ; 
(.,,(»., +  1)  -.(»  +  !))  A  =  o, 

Nun  kann  Ä^  als  Coefftcient  des  höchsten  Gliedes  in  y  nicht 
verschwinden;  daher  ist  entweder 

m,  =  —  («  +  1). 
Die  Relation  zwischen  den  Coefflcienten  auf  einander  folgender 
Glieder  ergiebt  sich   durch  die  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von 
^m,— är+a  j^yf  beiden   Seiten;    dieselbe  ist  für    Werthe  von  *■,  die 
grösser  als  1  sind: 

n  in  +  1)^^  t=:  (mi  —  2r  -f  2)  («ij  —  2  r  +  3)  ^,. 

—  (»1  —  2  r  -1-  4)  (m,  —  2  r  +  3)  ^,_„ 
nnd  diese  gieht : 

(n  —  m,  +2r  — 2)(M-fmi  — 2r-(-3)^. 

=  — {»»1  —  2»-  -f-4)  (Ml  —  2j-  -1-3)  Ar-^i. 


"Wir    betrachten     zuerst     die     Lösung,     welche     de 
"Werthe 

Mi]  =  n 

entspricht.     Das  höchste  Glied  ist  alsdann  Aix",   und  die  Bezi 
hung  atrischen  den  auf  einander  folgenden  Ä  ist: 

(2 r  —  2)  (2 w  —  2 »■  -!-  3) ^^  :=  —  («  —  2 r  +  4)  («  —  2  r  -f-  3)  Ar- 
2r  +  i)(n-2r  +  Z) 


A,-  =  - 


2(r-l)(2n  —  2r+S) 

n(n-l)(n-2)...in~2r+i)(n-2r  +  3) 


ist,  und  da]:er  wird  die  Eeihe: 

-   L._  "(— 1)^-.  ,  "(«-i)(«-^)(— 3)  ,,-. 

■f  2(2«— I)  ^  2.4.(2«— l)(2i.-3) 
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Die  in  Klammern  eingeschlosBene  Reue  möge'  mit  J/j  bezeichnet 
werden,  welches'somit  eine  particuläre  LÖBUng-  ist.  lat  n  eine  po- 
sitive ganze  Zahl,  so  ist  die  Reihe  endlich;  ihr  letztes  Glied  ist, 
wenn  h  gerade  ist: 

(^  1 V/."  n(n-l)(n-2)...2A 

^        '        2.4...(«  — 2)m(2»  — 1)(2m  — 3)...(«f  1) 


(-  1)'^^^ 


(«-3)(n-l)(2«-l)t2w-3, 
oder,  was  dasselbe  iat: 

n\  w!  (w—  1)! 


während,  wenn  n  ungerade  ist,  das  letzte  Glied  lautet: 
(_  „.««. .(.-.)  (.-2)....  3.2 

'" '>*"    "  ['/. (--lj]T[V,(— l)]r(2«--:T)l  - 

Die  Anzahl  der  Glieder  ist  in  den  beiden  Fällen  respectiye 
gleich  Vi  «  -f  1  ußd  Va  {n  +  1). 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  ist  2m  eine  gerade  ganze  Zahl;  es 
feano  daher  in  diesem  Falle  ein  verschwindender  Factoi'  im  Nenner 
niemals  vorkommen.  Es  wird  somit  die  betrachtete  Reihe  niemals 
zu  der  Classe  gehören,  welche  in  §.  87  behandelt  wurde  nnd  gleich- 
zeitig zwei  Integrale  liefert. 

Die  Reihe  y^,  multipHcirt  noch  mit 
(2«)! 

wird,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  in  der  Regel  mit  P„ 
bezeichnet;  diese  Function  ist  von  höchster  Wichtigkeit 
bei  physikalischen  Anwendungen. 

1.  Aufgabe.     Maa  zeige,  dass 

ist  und  dasa  P«  den  Coefßcienten  von  2"   in  der   nach   stehenden  Poten- 
zen von  e  fortKchreitenden  Bntwickeluug  von  (1  —  2  a: « -|- ^^)— Va  darateUt. 
Hiernaoli  zeige  man,    daaa  j;  =:  (I  —  2a:a  -\-  e^)—^k  eine  Lösung  der 
Gleichung  i; 


,  a'(.. 


+  £;('—) 
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3.  Aufgabe.  Mau  beweise,  dass  die  Summe  der  Coeffleieiiten  iu  P», 
mit  den  ihnen,  zukommenden  Voi-aeicb.eQ  versehen,  gleich  1  ist. 

4.  Aufgabe.     Man  leite  die  GleicliUDgen  hei-; 

(1)  wP„  ^  (3re— l)(cP„-,i— (»  — l)P„_a 

(2)  (^2-1)  ^  =  nxP»-nPn^i. 

In  i^m  lalle  w>  m  keine  positive  ganze  Zahl  ist  geht  die 
ReJ  e  /  ina  UneüUicle  und  fui  die  Lonveijenz  derselben  Ist  er- 
fordeilicb  das«  i~  grosser  aK  1  ist  In  dem  bestndeien  Falle  aber, 
wj  2n  gleich  irgend  einer  positiven  ungeladen  ganzen  Zahl,  etwa 
gleich  2  *  —  1  ist  besitzt  der  Coefflcient  von  x  ^''  im  Nenner 
einen  TeiS(,h windenden  Factoi  und  es  tritt  im  Zahlet  weder  dieses 
GJiedes  noch  «Ines  folgenden  dliedes  em  Teischwmdendei  Factov 
auf  dabei  (wegen  ^  86)  können  diejenigen  trlieder  deien  Expo- 
nenten gro  ei  als  K  —  2»  sind  m  diesei  Lösung  dei  Difterential- 
gleichung  nicht  vorkommen  iieaelbe  wird  demnach  ^nfan^en  mit 
%  "^  und  multipliciit  sein  mit  emei  neuen  willküilichen  Constan- 
ten Da  ^lei  2)s  =^  2r  —  1  somit  n  —  2/-  :=  —  (b  -|-  1)  ist, 
&o  ist  da?  Inte^i^l  eme  naUi  fallenden  Potenaen  von  i  foitschrel- 
tende  unendliche  Eeihe  wekhe  mit  ^~<  +'*  beginnt  Zui  Betrach- 
tunj,  diese"*  Integral    we  den  wr  jetrt  iibeigehen 


Wir  nehmen, nun   die  aweite  Lösung    1   r  Gle     1     ng 
weiche   den    "Werth    von    )%    bestimmt      1  e  eil  e       t  ^= 

—  (n  -{-  1),  so  dass  das  GHed  mit  dem  hoch  t  a  Espo  e  ten  gle    h 
Aixr<^^'^'>  gesetzt  werden  kann.     Die  Bezieh     g  zw     I        de  f 

einander  folgenden  Coefficienten  ist: 

(2W-I-2J--1)  (2r-2)^^  =  (w  +  2»--3)  {n+2r^2)Ar-i 
fiir  Werthe  von  r,  die  grösser  als  1  sind,  und  somit: 

, (n  +  l)(n  +  2)...in  +  2r^2) 

^'*^2'-i.l.2.3...t»--l)(2B+3)(3w+5)...(2K+2r-l)     ^^ 

Die  Reihe  ist  daber ; 

(»+l)(»  +  2)(«  +  3)(»+i)        „j.,,  1 

+         3.4.(2»+ !i)(2»  +  5)  "^     : 
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Die  in  Klammem  eingeschlossene  Eeihe  werde  mit  y^  Luzeich- 
iiet,  welches  eine  particulare  Lösung  ist;  die  Eeihe  y-i,  multi- 
plieirt  noch  mit 

2".«! m! 

(2^^4-i)T 

(wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist),  wirii  in  der  Eegel  mit  Q„ 
bezeichnet.  Damit  dieselhe  convergire,  ist  erforderlich,  daas  x 
gi-ÖBser  als  1  ist.  Diese  Reihe  y^  oder  die  äquivalente  Function 
Q„  ist  ehenfalls  von  grosser  Wiclitigkeit  bei  physikali- 
schen Untersuchungen. 

Ist  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  geht  die  ReDie  ins  Un- 
endliche. 

Ist  n  eine  negative  ganze  Zahl,  ao  ist  j/^  eine  endliche  Reihe ; 
wenn  n  =:  —  2p,  so  beginnt  die  Eeihe  mit  x^^~^  und  enthält 
p  Glieder;  wenn  n  ^^=  —  (2ß  -|-  1),  so  beginnt  die  Reihe  mit  ai^i' 
und  enthält  p  +  1  Glieder. 

Ist  2«  eine  ungerade  negative  ganae  Zahl,  ausser  — 1,  etwa 
gleich  —  (2j'4-  1),  so  hat  der  Coefficient  von  a;-("+i''-+'>  einen  ver- 
schwindenden Factor  im  Nenner,  wogegen  keim  verscjiwindender 
Factor  in  dem  Zähler  irgend  eines  Gliedes  vorkommt.  Es  können 
daher  wie  vorher  die  vorhergehenden  Glieder  nicht  esistiren  und 
die  Eeihe  beginnt  mit  ;);-'»+i"'+i)  imd  ist  iniütiplicirt  mit  irgend 
einer  neuen  willkürlichen  Constanten.  Da  aber  2n=  —  (2r  -|-  1) 
ist,  so  wird  — (w -f- 2»- +  1)  =  »,  oder  es  wird  das  Integral  eine 
unendliche  Reibe  von  fallenden  Potenzen  von  a;,  welche  mit  X^  be- 
ginnt, d.  h.  y^  geht  üher  in  yi- 


Wir  erhalten  daher  die  folgenden  Eesultate. 

I.  Ist  M  eine  positive  ganae  Zalil,  so  giobt  es  zwei  von 
einander  unabhängige  Lösungen  der  Dlffereatialgleichung : 
1)  ^1,  eine  endliche  Reihe,  2)  y^,  eine  unendliche  Reihe,  und  die 
Stammgleicbung  ist; 


11.  Ist  m  eine  negative  ganae  Zahl,  so  j 
von  einander  unabhängige  Lösungen:  1)  j/j,  ■ 
E«ilie,    2)  2/3,  eine  endliche  E«ihe,  und  die  Stammgh 


ebt  OS  zwei 
ne  unendliche 
.chung  ist: 
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III.  Ist  w  keine  ganze  Zahl  und  2«  nicht  gleich  irgend 
einer  ungeraden  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahl, 
so  giebt  es  zwei  Ton  einander  unabhängige  Lösungen; 
1)  j/i ,  eine  unendliche  Eeihe,  2)  s/j,  eine  unendliche  Reihe,  und 
die  Stammgleichung  ist: 

'J  =  -iili   +  ^//i- 

IV.  Ist  2n  gleich  einer  positiven  ungeraden  ganzen 
Zahl,  so  giebt  es  nur  eine  Lösung  der  Differentialglei- 
chung, da  !/i  in  p^  übergeht,  und  zwar  ist  diese  Lösung  eine  un- 
endliche Eeihe.  Die  Stamiaglcichung  ist  daher  nicht  ausdrückbar 
durch  pi  und  y^  allein. 

V.  Ist  2h  gleich  einer  negativen  ungeraden  ganzen 
Zahl,  so  giebt^  es  nur  eine  Lösung  der  Differentialglei- 
chung, da  t/.2  in  J/j  übergeht,  und  zwar  ist  diese  Lösung  eine  un- 
endliche Eeihe.  Die  Stammgleichung  ist  ebenfalls  nicht  awsdrück- 
bar   durch  f/x  ^'^^  U-i  ii-llein. 


Es  bleibt  daher  nur  noch  das  vollständige  Integral  in 
den  letzten  beiden  Fällen  zu  suchen  übrig. 

Betrachten  wir  aunächst  den  Fall,  wo  2  w  gleich  einer 
positiven  ungeraden  ganzen  Zahl  ist,  so  haben  wir  in 

^'  — ""  +      2(2b  +  3)      "^ 

(»^-H)(»  +  2}(»-H3)(«  +  4) 
"^  2.4.(2n  +  3)(2w  +  5)  "^ 

eine  ganz  bestimmte  Lösung  und  müssen  nun  eine  zweite  und  hier- 
von verschiedene  particuläre  Lösung  suchen.  Man  nehme  für  den 
Augenblick 

2)j=  2i»  4-  1  +  * 
an,  wo  *  eine  unendlich  kleine  Grösse  ist,   die  schliesslich  gleich 
Null  gesetzt  werden  soll.     Dann  stellt,  so  lange  %■  nicht  gleich  Null 
ist,  der  Ausdruck 

n(n~l)    ^,    „     , 
^^^^"^2(2^-1)^'       +- 
ebenfalls  eine  bestimmte  Lösung  dar ;  dies  ist  aber  nicht  mehr  der 
Fall,    wenn    ^  verschwindet,    da  *    als    Factor    im    Nenner    des 
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Coefficienten  von  i^«-2j)— a  ^^,-1  aller  niedrigeren  Potenzen  auftritt. 
Nun  haben  wir: 


+  (^.iy.-^'('-')-(-^<'+l) 


+  (-ly* 


2.4...22)(2b— 1)(2k— 3)...(2«— 2jp+l) 

»(»-l)...(»-2i^l) 
2.4.,.(22)+2){2«^l)(2K-3)...(2m-2i)-l) 

..(«-l)...(.-2j-3) 


-f  .    .    .    .    . 

.      »r»— 1) 


ä.4...2j)(2»-l}(2«-3)...{2»-22)+l) 
"2,-211-11'  (2i)+4K2«-2i,-3)  ^  I 

C=(-1)..H^-  ■■(.-l)...(.-2i.-l) 


2.4,.,(2^+2)(2w— 1){2m— 3}...(2»i~2p-fl} 
und  daher  bestimEit  und  endlich  ist.     Es  ist  aber : 

»-2»-2  =  -(»  +  l)  +  9, 
und  somit: 

g;«~üp-^  =  ar-(»+'>.a^  =^  ar-"-!  (1  +»loffx). 
Ferner  ist  der  Coeffteient  von  x"^""  innerhalb  der  zweiten  Paren- 
these :' 

j-iy  (w-2ji-2)(w-2ii-3)...(w-2j)-2r-l) 

(2pi'i){2p-]-G}...{2p+2r-\-2)(2nr-2p-3){2n~2p-ö).,.(2n-2:p-2^1) 

^_ (-I)'-(«+l-»)(w+2~»)...(w+2r-») 

i2n+3-&)(2n+t>-&)...{2n+2r+l-9)i»~2)(&-i)...i&-2r) 

(n  +  l-&)(n  +  2-Q-)...(n-\-2r-^V 

{2»-t-3-*)(2»+5— &)...(2K+2r+l-»){2 

(re+l)(«  +  2)...(re  +  2r) 

(2w  +  3)(2«  +  5)...(2«-l-2r+l).2.4.6...2r 

C,.  -■  2^-^g  +  2j  2n  +  2s+l  ~ 


-»)(4-9)...l 

:(i  +  Cr»), 

-fi  «  +  s 
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Hiernach  erhalten  wir: 


^»■=^F-2(k:=T)^"  + 


+  (- 


1). 

(»-l)-.,.(«-2i»  +  l) 


'    2.4...2i?(2M— J)(2w— 3)...(2k  — 2j)  +  l) 
1  +  &logx 


[1+^(2.4... 2r(2«+3)(2«+6)...(2«+2r+l)'-'+'-"^      i  | 
Wird  der  zweite  Theil  der  rechten  Seite  entwickelt,  bo  ist  das 
Aggregat  der  Glieder,  welche  -^  enthalten: 
C 

femer  daa  Aggregat  der  mit  logx  behafteten  Glieder: 

Cpilogx; 
und  es  bleibt  das  Aggregat  der  Ton  &  (und  augenscheinlich,  auch 
von  iog  x)  unabhängigen  Glieder  sowie  ein  weiteres  .Aggregat  von 
Gliedern  mit  positiven  Potenzen  von  fl',  von  denen  die  meisten  be- 
reits vernachlässigt  sind  und  die  sämmtlich  verschwinden,  wenn  & 
gleich  Null  gesetzt  wird.  Aus  dem  ersten  Tteile  der  rechten  Seite 
kommt  noch  ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  von  '&  unabhängig  sind, 
sowie  ein  Aggregat  von  Gliedern  hinzu ,  die  mit  &  zugleich  ver- 
schwinden. Daher  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung; 
y  =  BVi  +  J-j/i 

oder  nach  Veränderung  der  willkürlichen  Constanten : 
ll  =  Dy.i  ■{■   Giy^logx  +  T«  +  ^»). 
Hierin  steht  Tn  für 
A  {  .(.-1) 

0\  2(2«-l)  + 

+  (_,„.._ .(.-.)...(.^2^+l).. 


-1)(2 
ind  iJ„  für 

,-.-,vl  (■.  +  l)(..+  2)...(.  +  2,-) 

^|2.4...2t(2»+8)(2ii+5)...(2i.+2f+l) 
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und  der  Wei'th  yon   Cr  ist: 

Sfe  +  j. 


h2ä+l  ,i  +  2s-l         «  +  2s| 

Der  Werth  des  Coefficienten  — ,  welcher  in  T»  vorkommt,  ist; 

14.8.12. ..(4«-2)\'  „  _   ,    ., 
l       1.3. 6. ..2»       I    '*"+"■ 
SO  dass  wir  T,,  in  der  Form  achreiben  können: 

„  _(4. 8.12. ..(<«- 


2(2.1-1) 
i-|-<»-2)l' 

Die  zweite  particuläre  Lösung  der  Gleichung  ist  daher : 
^nlogx  -\-  T„  -}-  Rn, 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  derjenige  Theil  derselben,  welcher  nach 
absteigenden  Potenzen  Yoa  x  sich  entwickeln  lässt,  mit  einein  GKede 
b.cginnt,  welches  »+"  enthält,    aber   kein  Glied   in  eich   achliesst, 
welches   mit  ä~"~^  muhiplicirt  ist. 


Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  2  h  gleich  einer  nega- 
tiven ungeraden  ganzen  Zahl  ist,  so  ist  das  Integral  ä/i  be- 
stimmt; dagegen  wird  alsdann 

"'-'^        +      2.(2i.  +  3)     '^        +       ' 
einen  einzigen  WertI)  von  ti,  nämlich  «;= —  — ,  ausgonommen,  keine 

bestimmte  Lösung    sein.      Ist  aber  n  =  —  — ,   so    hört  zwar  p^ 

nicht  auf,  bestimmt  zu  sein,  es  wird  jedoch  mit  Pi  identisch,  so 
dass  wir  auch  in  diesem  Falle  vor  der  Hand  nur  ein  particuläres 
Integral  hesitze».  Lassen  wir  diesen  Fall  vorlaufig  ausser  Acht, 
so  kann  jetzt  —  2  «  gleich  3  oder  gleich  irgend  einer  ungeraden 
ganzen  Zahl  grösser  als  3  sein. 
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Bevor  wir  n  gleich,  der  Hälftu  einer  ungeraden  ganKen  Zahl 
sviniehmen,  aetaen  wir: 

-,.  =  )»  +  1 

(so  das3  also  2  m  eine  positive  ungerade  ganze  Zahl  wird,  wenn  wir 
jene  besondere  Voraus eetzung  über  den  "Werth  von  n  machen). 
Dann  ist: 

. ,        ,        (»+l)(«+2)  ,        ,  _      y 

m  =  «  -  ■  +    2.(2„_|_3)    X  -■  +  ■■■  ^  r, 
»•  =  "'--ä=£^-"  +  -  =  ^" 

WO  Yi  und  Ya  die  particnlären  Lösungen  der  Gleichung 

Jlj(,_,.)g} +„.(„  +  ,),  =  „ 

im  Falle  eines  positiven  m  sind.  Ist  nun  2  m  eine  positive  un- 
gerade ganze  Zahl,  so  wissen  wir  aus  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung, daes  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

?;  —  B  Ts  -i-  ÄiX^JoifX  +  r„,  +  E„,l 


2(2,1.-1) 
...(.«-2)1' 


"•^'"       ''|2.4...(2».-1)J  ' 

j,  _^,.-.'-y( (»-t-i)(»-l-2)...(»-F2..) ,1 

^j2.4...2r(2m-|-3K2».4-S)...(2t»-F2i.-fl)    '        I 

^'  ^^^Väl  +  2iT2lTl  ~  ».  +  2S— 1  ^  .»  +  2sj 
ist. 

Mithin  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

^|(i-«=')gj+»(»  +  i)s  =  o 

in  dem  Falle,  wo  2  m  eine    negative  ungerade  ganze  Zahl  ausser 
—  1  ist: 

y  =  B//,  +  Aip^Io(jx  +  F„  H-  tr„), 


yGoosle 


•1.  [§.  »J 

_  „(,.-l)(.-2)(«-3)         


[4.8.12...H.-6)|'  ..     ,_.._.   ,    («+»(«+2) 

UT3x:;F^2-;r-^i  <->*»-"'     +  2{2,.+3)  ^ 


|i4-(— S)' 


2.4...(-2k- 


^^|2.4...2r(2w-l)(2w-3)...{2»-2»--|-l}'-     '      '  J 

ist,  ■während  der  Wert.h  ¥oa  iJ,-  in  tJ"«  lautet: 

"^''^  ~  ;^  Väs  ^  2f;~2«-"~  ~  2  s  —  «  —  2  ~  2  s— w-^/. 

Das  zweite    partikuläre  Tiifegra!    dei'  fileiciiimg    ist   daher  in 
diesem  Falle ; 

Vil09<e  +    F„  +   f7„, 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  derjenige  Tlieil  desselben,  welcher  sich 
nach  absteigenden  Potenzen  von  x  entwickeln  lässt,  mit  einem  Glieds 
beginnt,  weiches  a!~"~'  enthält,  aber  kein  Glied  in  sich  schliesst, . 
welches  x"  enthält. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  das  vollständige  Integral  der 
Gleichung  für  den   FaSl  zu  suchen,  wo  2«^  —  1  ist.      Setzen 

wir  zunächst  w  =  —  ^  ~\~  ^'  wo  /s  eine  beliebige  kleine  Grösse, 
bedeutet,  die  nachher  gleich  Kuli  gesetzt  werden  soll,  so  sind 


2.2(1  —A) 

.(H(H(H(M_.,  ! 
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^^  I  ^       2 . 2  (1  +  A) 

^  2  .  4 .  2=  (1  -f  ?i)(2  +  A)  '^      \ 

:^  iC"''  (p  (h) 
die   beiden  you   einander  uiia^ihängigen    particuläreii   Integrale   der 
Gleichung.      Somit  genügt  auch,  der  Ausdruck 

y^— jfi  _  ^-''y(fe)  — a^y(— A) 
h  h 

als  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung,     Nun  ist,  wenn 
man  die  höheren  Potenzen  von  fi  vernachlässigt: 

a*  =  1  +  hhffX,    ar-*  =  1  —  hlogx, 
ferner : 

_     1  i       ir  —  1 

niid 

f  (- ".)  =  '-•'•  +S-V.*...2ry    "  - "'' ''"'^' 

wob«  ^'  =  2  (sr  +  äs-l  +  is-1  ""  l) 

gesetzt  ist.     Setzt  man  nun  diese  Werthe  in  den  obigen  Ausdruck 

ein  und  macht  sodann  ft  =  0,  so  erhält  man : 


■'2    2 


;^i    (2.4...2rj^ 


■S?    ^ 


-2^"^^!^"'^+—  (2.4...2r)^ 
Dieser  Ausdruck  stellt  somit  im  Falle  2  w  =  —  1  das  zweite 
particuläre  Integral  der  Legendre'schen  Gleichung  dar.  Das  erste 
erhält  man  unmittelbar  aus  yi  oder  «/s,  wenn  man  darin  h=  0  setzt. 
Bezeichnet  man  den  dadurch  entstehenden  Ausdruck  jetzt  geradezu 
mit  yi,  so  bemerkt  man,  dass  die  Summe,  welche  mit  2  log  x  multi- 
plicirt  ist,  gleich  y^  ist,  und  wir  erhalten  daher  als  allgemeines 
Integral  der  Gleichung  für  den  Fall  2n  ~.  —  1 : 
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Da  2«  in  den  letzten  beiden  Paragraphen  eine  ungerade  ganze 
Zahl  ist,  so  lässt  aich  die  Gleichung  aohreiben : 

wo  ß  irgend  eine  ganze  Zahl  ist. 

Der  Fall  eines  positiven  p  ist  der  in  §.  93  heti'aehtete ;  der 
Fall,  wo  f  negativ  oder  Null  ist,  ist  in  §.  94  betrachtet  worden. 
Die  Egenschaften  der  Functionen-,  welche  durch,  die  Differential- 
gleichung in  ihrer  gegenwärtigen  Gestalt  definirfc  werden,  sind  von 
W.  M.  Hicis  in  seiner 'Abhandlung  über  „Eingfunctionen"  in  den 
Phil.  Trans.  Eoy.  Soo.  (1881),  p.  609  bis  652  untersucht  worden. 


aWajteü  kaiiu 


S.   Aufgabe.      Man    beweise,     dass    das    partioulare   Integral    dev 
Gleiclmng 

lautet:  ilPn-i,  wo  i  eine  Constanta  ist,   und  ebenso  dasa  das  particuliLve 
Integral  von. 

('-«"'S +»("  +  ""  = 

iat:  ?/  Qni-i,  wom  J.'  eine  Conataiite  bedeutet. 


_iQ. 


§.  95. 

In  den  allgemeinen  Fällen  I,  II,  III  des  §.  92  kann  man  die 
zweite  partiouläre  Lösung  mittelst  der  bereits  erhaltenen  und  ähn- 
licher Functionen  ausdrücken.  Es  Ijeaeichne  W  die  bereits  erhaltene 
partiouläre  Lösung,  so  das3  z.  B.  im  Falle  I  v  gleich  P„  sein  wurde, 
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WO  M  und  IV  noch  unbestimmt  sind.     Wird  dies  in  die  Differential- 
gleicliung  substituirt,  so  erhält  man : 

«a;  aa-  \dx  \.  axy  J 

Da  V  eine  Lösung  ist,  so  verschwindet  das'  letzte  Glied,  und  da  U 
und  w  nur  der  einzigen  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  sie  dieser 
Gleichung  genügen  müssen,  so  können  wir  nach  Belieben  noch  eine 
andere  zwischen  ihnen  festsetze^.  , Wählen, wir'  di^se  so,  dass  der 
Coefficient  von  v  verschwindet,  so  haben  wir': 


(J"'  —     1)   -r—    =   COiibi 

^  dl. 

Da  wn  iiui  eine  particulaie  Losung  suchen  emptiehlt  es  sich, 
nn  diese  ao  einfach  ala  mpglith  lafc,  wn  können  dihei  indem 
r  der  tonstanten  einen  speoiellen  Werth  beilegen    set?en 


so  dass  ein  Werth  von  m  gegeben  ist  durch. 

^    2  "^  je  —  r 

Die  Gleichung'  zur  Bestimmung  von  w  wird  nun  : 

"A{(._.,-| +„<..+  „„  =  ,- 

Ist  das  partiüuläre  Integral  dieser  Gleichung,  welches  lü^  sein  möge, 
gefunden,   so  ist  die   zweite  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung: 

Der  Werth  von  Wi  iji  Form  einer  »ach  absteigenden 
von  X  geordneten  Eeihe  kann  leicht  gefunden  werden. 
Falle  eines  positiven  ganaen  n  z.  B.  nehmen  wir : 

;      ,.       ''(»-!)    ^..,   I  ..(.-ix.-ax.-a) 

2.(2«—:)  ^  2.4.(2«  — 1)(2«  — 3)  ■ 
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ind  erhalten  sogleich  die  Gleichung  zur  Restimmmig  ■( 


i^{('—)^l +  •■(«  +  «.. 


Setzt  man : 


2.(2»  — 1)      -'         "*"  ■ 


Wi  =  dx"-'   +  Cs^'-ä  4.   c,x^-^  +  ■■■, 

substituirt  dies  und  macht  die   Coefficienteu  des  höchsten  Gliedes 
einander  gleich,  30  folgt: 

C,  \n{n  +  1)  -»(»-^1)}  =2n 

Gl  =  1, 
und  setzt  man  die  Coefficienten  der  mit  3;""^''+^  behafteten  Glieder 
einander  gleich,  so  hat  man : 

Cr\n(n+l)-(n~2r  +  l)(n-2r  +  2)] 

+_(n~2r  +  3)(n-2r  +  2)  Cr-, 
_  n(n~l)in-2)...{n-2r  +  2) 

~  '■        '  2.i...{2r~-2){2n  —  l)...(2n  —  2r  +  S) 

Der  allgemeine  hieraus  ableitbare  Werth  von  Cr  ist  complicirt; 
die  Werthe  der  ersten  Coefficienten  sind: 
_  _  («-1)(«-3)(3m-1) 
'  3(2»— 1)(2»  — 2)     ' 

_  (w  — 1)(m—2)(w—3)(w  — 4) (30»ä— 50^4-12) 
3.4.5(2«  — l)(2ji--2)(2)[  — 3)(2n  — 4)     ' 
u,  a.  w.;  es  ist  jedoch  überflössig,  noch  mehr  von  den  Coefficienten 
niederaraschreiben,  da  der  Ausdruct  für  w^  sogleich  in  eine  andere 
Form  gesetzt  wei'den  wird. 


Beaiehung  zwischen  den  partieulären  Lösungen. 

§.  96. 

Wir  haben  nunmehr  das  vollständige  Integral  der  Legeiidre'- 

schen  Gleichung  in  allen  Fällen,  in  denen  w  eine  reelle  Constante 

ist,  erhalten,  indem  wir  zwei  Integrale,  welche  linear  unabhängig 

(§.  72)   von  einander  siud,  ableiteten.     Wir  wissen  jedoch  (§.  65), 


Cs  = 
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dass,  ■wenn  ein  Integral  einer  Differentialgleicimug  zweiter  Ordnung 
gefunden  ist,  die  Stammgleichung  mittelst  desselben  und,  wenn 
nöthig,  anderer  Functionen  sicli  ausdrückea  lässt,  und  dalier  auch 
jedes  andere  Integral  in  dieser  Weise  darstellbar  ist.  Wir  gehen 
dazu  über,  diese  Relation  für  die  Fälle,  in  denen  sie  noch  nicht 
gefunden  war,  d.  h.  für  die  obigen  Fälle  1,  II  und  III,  aufzu- 
stellen. Die  erste  Form,  in  welcher  dieselbe  dargestellt  werden 
kann,  ergiebt  sich  mit  Hälfe  von  §.  65.  Wir  definiren.  P,,  und 
g«  durch  die  yerallgemeinerten  Gleichungen: 

p  -    ^(^«y     u  _  ^(--^)  ^>-.  .,  ...1 

und: 


^  2(2«+ 3)         ^  r 


iT(2«  +  l) 

mag  nun  n  eine  ganze  Zahl  sein  oder  nicht.  Dabei  ist 
n(n)  die  Gauss'sehe  /7-Function  und  gleich  r(n  +  1),  also  im 
Falle  eines  ganzzaliligeii  w  gleich  «!  (siehe  das  nächste  Capitel 
§.  125),  femer  sind  P„  «ad  Q„  stets  Integrale  der  Legendre'schen 
Gleichung,  da  sie  constante  Vielfache  respective  von  yi  und  ,)/i  sind. 
Wir  haben  somit: 

Multipliciren  wir  die  erste  mit  Q„,  die  zweite  mit  P„  und  subtra- 
hiren  dann  die  letztere  Yon  der  erst«ren,  so  wird; 


^'-H^-'-^-'-'-th 


worin  A  eine  Couatante  ist,  die  aber  nicht  willkürlich,  sondern  be- 
stimmt ist,  weil  Q„  und  P„  bestimmte  Functionen  sind.  Um  A  zu 
finden,  betrachten  wir  die  Glieder,  welche  die  höchsten  Potenzen 
von  X  enthalten ;  dieselben  sind : 

2-g(.)n(.) 


1  Q,'- 


n(2«) 
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urd  daher; 

■^-egen  77(2« +1)^ 

-  (an  f  1)  JT(2h): 

Somit  ist ; 

A   : 

77  {3  m) 
■  J/(Sn+l) 

1«  +  (..  + 1)1  =  1. 

äq^         1 

Dies 

giebt ; 

lify- 

1 

(I'-I)«.''" 

oder 

,  äquivalent 

hiermit : 

ix  VpJ 

1 

(l-!t>)P.'' 

folgl 

icli: 

Qn 

_     /■      ä. 

f    i,. 

wo  keine  Conatante  hinzuBiifügen  ist,  wie  man  sieht,  wenn  man 
beide  Seiten  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  und  die 
Coefüoienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  vergleicht, 

§.  9?. 

Dieses  Resultat  iässt  sicli  noch  in  einer  anderen 
Form  schreiben;  dazu  müssen  wir  jedoch  erst  zwei  Relationen 
zwischen  den  Functionen  beweisen,  welche  durch  die  Legen  dre' sehe 
Gleichung  für  verschiedene  Werthe  von  k  gegeben  werden, 

Aue  den  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Ausdrücken  finden 
wir,  dass  der  Coefficient  von  a:«+i— ä'  in  P„^.j  —  Pn— i  lautet: 
,        y  ^(3«-2)  ^      («-l){w— 2)...(w-2r+2) 

*•       ■'  2''-i77(m— 1)7/(H— l)2.4...2r(2m-l-l)(2w— 1)...{2k— 2/-+1) 

Der  letzte  Factor  vereinfacht  sich  leicht  zu 
(2«+l)'(2»-  1), 
und  daher  ist  der  Coefficienl ; 

f7(ä.)_ 
^      '-'    2"/i(»)i7(,)'* 

»(.-1)(.— 2)...(»-2.-  +  2) 

2.*..,2.-(2»— l)(2n  — 3)...(2i>  — 2r+3)(2»— 2.+1)'      ^  '' 
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Hiernach  ist  der  Coefficient  von  x"''^''  in 
dP„^i  _  dP„^i 
äx  dx 

der  folgende : 

(-^^'"^^"■  +  ^'241^)^ 

»(«-!)  ■■.(«-2r  +  2)(»-2r  +  l) 
2.4...2r  (2m— 1)(2»  — 3)...(2m  — 2r-fl)' 
d.  h.  er  ist  gleich  dem  Coefftcienten  derselben  Potenz  in  {2  w+  1)  J"«' 
Ea  Bind    somit    diese  beiden  Ausdrücke  Glied    für  Glied   einander 
gleich,  nnd  daher  ist: 


1  Falle,    wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  fährt  diese 
dPn 


-^  =^  (2  M- l)P„_i  +  (2n  -  Ü)P„_3 -I- (2«,- 9)P„^5  + -, 

wobei  das  letzte  Glied  der  Eeihe  entweder  3  Pi  oder  /'o  (d.i.  1)  ist, 

je  nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 

Ist  n  keine  positive  ganze  Zahl,  so  wird  die  Reihe  ins  Unend- 

dP„ 
liehe  gehen,  aber  stets  der  Werth  von  -r—  sein,  vorausgesetzt,  dass 

'j;  grösser  als   1   ist. 


Wir  sehen  daher  jetfit  aus  §.  9&,  dass 

■--  F„  log  ---—  —  w 
2      "     -^  .T  —  1 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist,  wenn  w  als   das   part 

culäre  Integral  der  Gleichung 

dx  \  dx]  dx 

=  2  |(2..-l)P,_,  +  (2«-6)P.-,+" 
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(wegen  der  eben  gefundenen  Grleichung)  bestiiumt  vii'd.    Um  dieses 
particuläre  Integral  zu  erhalten,  setzen  wir: 

w^aiPn-i4-"3J'«-3  +  '--  +  "2,-iP„_a.+i  +■■■ 
nnd  subatituiren  dies.      Wegen 

-I 
dx  \ 

ist  der  Coefficient  von  «ar— i  -P«— ür+i  auf  der  linken  Seite: 
„(„    p  1)  _(„_  2>-  +  1)  (,.  -  2.-  +  2) 
=  2(2r-  1)(.;  -.-4-1), 

0,^1  (2,-  -  1)  (»  -  .■  +  1)  =  2»  -  4.-  +  3. 

Der  Wertii  von  w  ist  daher  nunmehr  bestimmt  und  die   ent- 
aprechende  Lösung  der  Legendre'sehen  Gleichung  ist; 

2    " "it-l       I    1.«     ""'^3(..-l)   "  '^5(«-2)    "^     I' 
wobei  Aas  letzte  Glied,  falls  n  gerade  ist, 

^ P., 

(..-i,a.+i) 

und,  falls  n  ungerade  ist, 

^         A.d.i.— J— 


"Wir  hithoii  nun  diese  Tjösung  mit  Q„  nu  vergleicl 
man  an,  daas  dieselbe  nach  absteigenden  Potenzen  von 
werde,  so  muss  sie  von  der  Form  sein: 

ÄP,  +  SQ., 
worin  A  und  B  Constanten  sind.     Sun  kommt  aber 
das  Glied,  welches  «"  enthält,  nicht  vor,  da 


:  +  51P+; 
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ist.  Somit  mum  Ä^^O  aein.  Mithin  verschwinden  die  Coefficienten 
der  zwischen  a^  und  3^(''+y  lieg^enden  Potenzen;  man  bestätigt 
dies  leicht  an  den  ersten  paat  Gliedern.  ■  Die  obige  Lösung  ist 
deshalb  ein  conetantes  Yiolfaches  von  §,„  also ; 

-1 


BQ.=^PJoff- 


wobei  Za  für  die  Reihe,  welche  im  Falle  eines  gaiiKnahligen  n  e 
Function  (n  —  l)ten  Grades  ist,  gesetzt  ist.     Hieraus  folgt: 


Z^ 


dx  \pj 


wobei  17  eine  ganze  Function  von  x  von  nicht  höherem,  als  dorn 
(2w  —  2)ten  Grade  ist. 

Subetituiren  wir  dies  in  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  §.  96, 
so  geht  dieselbe  über  in : 

B 1_  Tl_ 

oder : 

B  =  -P«^  +  (x'  -  1)  U, 

wo  die  rechte  Seite  eine  endliche  ganze  Function  von  x  ist.  Diese 
Gleichung  ist  richtig  für  alle  Werthe  von  x.  Setzt  man  x  ^:^  1,  so 
erhält  man  B  gleich  dem  Wertlie,  welchen  P^*  für  a;  ^  1  annimmt. 
Nun  war  in  Aufgabe  1  von  §.  90  angegeben  worden,  dass  P„  der 
Coefficient  von  e"  in  der  Entwicklung  you  (1  ~  2  a; .?  +  s^)-^ 
nach  steigenden  Potenzen  von  ^  sei;  mithin  ist  der  Werth  von  P„ 
für  X  =  1  der  Coefficient  von  5"  in  der  Entwiekelung  von 
(1  —  2s  ■]-  z^)~\  d.  h.  von  (1  —  z)~^.  Dieser  Coefficient  ist  aber 
gleich  1,  so  dass  auch  P„  =  1  ist  für  x^=\.  Mithin  wird  B  =  1, 
und  die  Gleichung  geht  über  in: 
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*e   denen 

)g  sind,  gelten  für  Qn: 

» '"r  "^r  P" +')«•■ 

,3,    ,/«^  +  ,.+  «!i|.^'  =  p.+ 

-)1*' 

2.  Aufgabe.  Mau  bestimme  die  Eigeuschafteu  der  Integrale  Q, 
■welche  den  in  der  4,  Aufgate  des  §,  90  gegebenen  Eigenschaftea  der 
Integrale  P  entsprechen. 

Die  feraere  Entwicklung  der  Eigenschaften  der  Functionen, 
welche  die  particulären  Lösungen  der  Legendre' sehen  Gleichung 
sind,  hängt  nicht  hloas  von  der  Differentialgleichung  ab;  der  Leser 
findet  eine  eingehendere  TJntersuchnng  ihrer  analytischen  E^en- 
schaften  und  ihrer  Anwendungen  auf  mathematische  Physik  In  dem  "■ 
ausgezeichneten  Lehrbuch  yon  Heine:  Handbmh  der  Kwgel- 
fitnctionm.  Auch  die  Lehrbücher  YOn  Todhunter,  Tke  ßmetions.- 
of  La^lace,  -and  von  Ferrers,  Spherkal  Harmonies,  werden  sich 
als  nützlich  e 


Die  Bsssersehe  Differentialgleichung. 


;  Differential-gleiohuag  lautet: 


worin  n  eine  Conatante  ist,  und  zwar  wird  yorausgesetat,  dass  n 
reell  ist. 

'  Diese  Gleichung  tritt  ebenso  wie  die  Legendre'sehe 
Gleichung  bei  Untersuchungen  in  der  angewandten 
Mathematik  auf,  \md  ist  dabei  n  in  der  Eegel  eine  gajize  Zahl; 
wie  bei  der  vorhergehenden  Gleichuag  aber  legen  wir  dem  Werthe 
von  n  diese  Beschränkung. nicht,  auf. 
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Um  die  Gleichung  au  lösen,  setzea  wir; 

i/  =  ^1  a:""  -f  ^2 3^  +  Ai  a:"'J   ■{-■■■ 
und  subatituiren  dies;  dann  erhalten  wir: 

(m^  —  »s)  ^1  a;™!  +  (m!^  —  n*)  ^j  X"^  -f  («ij^  —  «ä)  A^^x'"^  -\ 

+  ^j  ai-^i+ä  +  A3  x'^+^  -\ —  0, 

Diese  Gleichung  musa  identisch  erfüllt  sein.      Wir  liekommen 
daher  durch  Vergleichung  der  Exponenten : 

m.2  ^  W!i  -f  2 

mj  ^  J»2  -|-  2, 
oder   die  Reihe,   schreitet   nach   aufsteigenden   Potenzen    von  x   fort, 
bei  denen   die  gemeinsame  Differenz  der  Exponenten  gleich  2  ist. 
Mithin  ist: 

«,  =  .«,  -^  2(f-  1). 

Nimmt  man  das  Glied  in  x  mit  dem  niedrigsten  Exponenten, 

da  Äi  nicht  verschwindet.     Somit  ist : 

nii  =■  -{-  n  oder  mj  =^  —  n. 
Der  -Coefficient   von   x'^+^'-  auf   der   linken   Seite   Biuss   gleich 
Null  sein,  daher: 

{(»»1  -I-  2ry  —  n^]  J,.+i  +  ^^  =  0, 
oder  da  m^  =z  n'': 


§.  101. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Lösung,  welche  dcmWerthe 

entspricht. 

Alsdann     werden     die     Coe/ficicnten     Ä    bestimmt     durch     die 
Gleichung : 


(■■-l)!3»->l(»+])(..  +  2),..(,.  +  ,--l) 
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ist  für  "Werthe  Ton  r,  die  grösser  als  1  sind,  nnci  die  Reilii'.  welolic 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung  ist,  wii'd : 


2<(«  +  l)  '   2!2«(»  +  l)(»+ä) 

~3!2'(»  +  I)(»  +  2)(»+3J^'"J' 
siilkürliclie  Constante   ist.      Giebt  man    dem  A,  den 
sehe  /7-FuTnition 
sdruck    mit  J„ 


und  dasselbe  ist  wie  /"(«  +1),   ao  wird  d 
}  dass  ist: 


^•  =  2^[' 


2^{n+l}   '    3!2M«  +  J)(«  +  2) 


^y'      (~ir.    ^A"+-- 

Diese  Function  wird  gewöhnlich  die  Beaael'sche 
Tunction.Mter  Ordnung  genannt.  Ist  n  positiv,  gleichviel  ob 
eine  gan^e  Zahl  oder  nicht,  so  geht  die  Reihe  ins  Uneadliche  und 
ist,  für  endliche  Werthe  der  Veränderlichen,  augenscheinlich  conver- 
gent.  Mithin  ist  Äln,  worin  A  eine  willkürliche  Constante  ist, 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung.  Bevor  wir  die  Form  von  J„ 
betrachten,  wenn  n  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  ist  es  zweckmässig, 
die  Lösung  zu  suchen,  weiche  doro  Falle 

entspricht 

Die  Ausfükrnng  bleibt  die  nämliche  wie  vorher,  nur  dasR  das 
Zeichen  von  n  geändert  "wird,  und  die  Lösimg  ist: 


+  1)^3!  3' (-»  +  !)  (-»+2) 

"  S!2^-»+l)(-»-h2)(-»+i)  "r  ■ 


willkrtvliche   Constante   ist.      Dem  Bi   lege   i 


2- //(-«) 


alsdann    ist    der 


jultirende   Ausdruck 
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genau 'dieselbe  Function  von  —  «,  wie  Xi  von  4"  ">  tierselbe  kann 
daher  mit  J-„  bezeichnet  werden,  so  dass 


+  ryn(r)\ 

Ist  nun  ii  negativ,  gleichviel  oh  ganz  oder  nicht,  oder  ist  es 
positiv,  aher  nicht  ganz ,  so  geht  dieee  Reihe  ins  Unendliche  und 
convergirt  für  endliche  Werthe  der  Veränderlichen.  In  dieaein 
Falle  ist  SJ^„  eine  andere  Lösung  der  Xlifferentialgleichung. 

Ist  n  keine    ganze  Zahl,    mag  sie    nun  eine  positive  oder 
negative  Grösse  sein,  so  sind  T^  und  Jf_„  zwei  von  einander 
unabhängige    und    bestimmte    particulare    Lö.^ungen    der 
Differentialgleichung  und  das  vollständige  Integral  ist; 
y  =  ÄI„  +  BI^^. 

§•  102. 

Wenn  ii  eine  ganze  Zahl,  ausser  Null,  ist,  so  sind  awei 
Fälle  zu  unterscheiden.  Ist  erstens  n  eine  negative  ganze 
Zahl  und  gleich  —  j),  so  kommt  in  dem  Coefficienten  sämmtlicher 
Glieder,  welche  innerhalb  der  Klammern  auf  as^J" folgen,  und  auch 
in  diesem  selbst  ein  verschwindender  Factor  vor,  und  es  verschwinden 
somit  nach  §.  86  die  Glieder,  welche  diesem  vorangehen.  Dann 
gellt  Jft  über  in : 

oder,  was  dasselbe  ist,  in : 

da  m  -f  p  =-  0  ist.  Dieser  ietatere  Ausdiuck  ist  nun  ( —  ly  I.p,  d.  h. 
er  ist  ( —  l)~"i_j„  so  dass  in  dem  Falle,  wo  n  eine  negative  ganze 
Zahl  ist,  eine  der  particulären  Lösungen,  namlich  J„  in  ürer  ver- 
änderten Form  nui'  ein  constantes  Vielfaches  der  anderen  Jjösung 
7_„  ist. 

In  analoger  Weise  kann  bewiesen  werden  —  oder  es  kann 
dies  auch  unmittelbar  aus  dem  Vorigen  abgeleitet  werden  — ,  daas, 
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wenn  n  eine  positive  ganae  Zahl  ist,  die  eine  der  particulären 
Lösungen,  nämlich  7_„,  nur  ein  constantes  Vielfaches  der  i 
In  ist. 

Ist  w  =  0,  so  fallen  die  beiden  Lösungen  s 
können  wir  in  jedem  Falle,  wo  n  eine  ganze  Zahl,  gleich- 
Yiel  oh  positi¥,  Null  oder  negativ,  ist,  setzen: 

J„  =  (-  1)«J_„- 

Damit  jedoch  diese  Gleichung  gelte ,  muss  man  sich  daran 
erianern,  dass  sie  sich  auf  die  betreifenden  Grenz  -  Formen  der 
partictdären  Lösung  der  Diiferentialgleichung  bezieht,  welche  njan 
erhält,  wenn  man  aus  dem  im  allgemeinen  Falle  geltenden  Ausdrucke 
der  letzteren  die  für  den  besonderen  Werth  von  n  überflüssigen 
Glieder  weglässt,  und  die  obige  Relation  gilt  nur  für  dies« 
Grenz-Formen.  Sie  zeigt  jedoeh,  dass,  wenn  n  eine  ganze  Ziahl 
ist,  man  nur  die  positive  Quadratwurzel  von  «*  zu  nehmen  und  die 
Function,  welche  zu  dieser  Quadratwurzel  f gehört,  als  die  ent- 
sprechende particuläre  Lösung  zu  betrachten  braucht.. 

Es  bleibt  daher  noch,  um  das  vollständige  Integral  zu  er- 
halten, in  zwei  Fällen  eine  zweite  Lösung  zu  erinit'teln 
übrig,  und  diese  zwei  Fälle  sind: 

Erstens,  wenn  m  =  0  ist. 

Zweitens,  wenn  n  eine  ganze  Zahl'  ist,  die  (nach  der 
obigen  Auseinandersetzung)  als  positiv  betrachtet  werden  kann. 


§.  loa. 

Um  diese  particulären  Lösungen  zu  erhalten,  ist  es  zweck- 
mässig, erst  einige  fundamentale  Eigen sohaften   zu  beweisen. 

Man  beetätigt  ohne  Weiteres,  daaa  die  folgenden  Relationen 
stattflnden: 

<■'  S  =  -^.' 

(2)  ^  (.•«  =  *•  1.-1, 

(3)  ;^(I-"J,.).^    -«-"!.„■ 
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Aus  den  letzten  beiden  erhalten  wir: 

dx 

r~"  -:; nx    "-'Ja  =■■  —  X    "J-„-n. 

dx 

Di^idirt  man  die  erste  von  diesen  durch  x"~',  die  zweite  durch 
j— H-i  yjj^  auhtrahirt  dann  die  letzte  von  der  ersten,  so  kommt: 
2nI,:^x(T„-^  +  7„„), 

J„__i  +  J„^i  =-  «J„, 
Analog  ist: 

-  l.„  -  I„t.  ^=  -  f  (»    'r  2)  i+., 


AtiB  dem  allgemeinen  Werthe  von  I  ist  nun  ersichtlich, 
t^  =0  ist;  daher  geben  die  vorateheaden  Gleichungen; 

/._,  =|{«/.  -  (»^-2)J.„  +  (»-|--4)J„, minj 

Diese  Reihe  ist  convergent. 

Aufgabe.     Man  beweise  die  Gleiclinng  : 

!£•  =  I  ft  .  J.  -  (.  +  2)  7,H.  +  («  +  4)  7.+.  -  .  ■ .  .■»  .»/.l 


Um  die  gesuchte  particuläre  Lösung  i 
erhalten,  wo  «  =  0  ist,  substituiren  wir 

S  =  »7.  +  .0 
in  die  Differentialgleichung: 


Das  Resultat  ist: 


dx'^        X  dx  '  "  \dx'^       X  dx)        "  dx  dx 
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1"  den  Co effioi eilten  von  Jo  Tersch winden,  so  ist: 


ii« 

-'^7  1^- 

"' 

id  diese 

Gleichung  ■ 

»w 

befriedigt  durch 

u  =  logx. 

Die  Gleichung,  welche 

,  w  bestimmt, 

ist  nuTimehi 

s+ 

iS  + 

«■  = 

3    dl, 
r.    dx 

i7. 

Nun  folgt  aus  der  Gleichung 

lgL  +  ll|  +  ,,  =  !!z., 

das  pai'ticuläre  hiegral  von 

ist.     Das   allgemeine   Glied    auf   der  rechten  Seite    der   Gleichung, 
welche  w  bestimmt,  ist: 

wir  erhalten  daher  für  dieses  Glied : 

Somit: 

lind  daher  ist  eine  Lösung  der  urspriinglichen  Gleicliung: 
lo  logx  +  2  (j,  -  1  J4  -I-  I  ie  -  ^  Js  +    g-  -fi-J  -   ■■■)■ 
"Wird  dieselbe  mit  Y,  bezeichnet,  so  ist  das  vollständige 
Integral  der  Gleichung 

dx'        X  dx 
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gegeben  durch 


Liicl  B  willkürliche  Coiistanten  sind. 


Um  die  zweite  i^articuläre  Lösung  in  dem  Falle,  wenn 
«  eine  ganze  Zahl  ist,  zu  erhalten,  setzen  wir: 
ij  =  Tnlogx  —  w, 

d^w  ,   law  ,   /,       n^\  2  <?/„ 

+  («  +  C)J„^c ) 

ist.     Nun  ist; 

wo   l  eine   Conatante  bedeutet,  und  daher  ist   ein  Werth   von  w, 
welcher  der  Gleichung 

genügt,  der  folgende : 

Ist  Wj  eine  Grösse,  welche  die  Gleichung 

dx^  X    dx         \  a)V  ^ 

befriedigt,  ro  ist  ein  geeigneter  Wertli  von  W: 

"  =  ». +S(-«%^i«- 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung,  welche  Wj  giebt,  muss  trans- 
formiit  werden.  Nach  der  allgemeinen  Relation  zwischen  drei  auf 
einander  folgenden  Bessel'schen  Functionen  erhalten  wir; 
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3  ferner: 

2.3  (|Y/, -2.8  ßYl,--3ß\li-I,  =  2^I,-I,  =  I,. 
ebenso : 

i 

t=    2     -    Jl     —    J,     =    7; 

n.  B.  "w.,  und  die  allgemeino  Gleichung  ist: 

n(3)   \x;    '•     ■■■     //(,.-2)i  "    '"-'  -'"■ 

odor,  "waa  dasselhe  ist: 

Dm-ch  wirkliche  Substitution  erhalten  wir  ferner: 

~a-"!da:^  "^ic  (^a!~'~V    "'"'"»'     j*        a^    da^j 


U(»'      3;  da;  :r^J      a;'"  «"  *       <-  v^^,-   da;       x^      / 

wo  Äj,  eine  Consitante  ist.    Ist  p  nicht  gleich  Süll,   so  ist  die  rechte 
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■n'älirond,  wenn  p  gleicli  Null  ist,  die  rechte  Seite  i^t: 

Suljstituiren  wir  nun  in  die  Gleichung  für  tl>i  den  Wertli: 
so  giobt  eine  Vergleichung  der  beiden  Seiten  der  Gleiehung: 

-2(..-rti,=-iii(»)^=:' 

für  den  Fall,  dass  p  nicht  Null  ist,  und 

2»A.  =iir(«)2-+> 

für  den  Fall,  dass  p  Null  ist.    Daher,  was  auch  p  sein  möge: 
_  2-g        1      JIW 
'        ,-p  IKf)      2 

Hiernach  ist  der  Werth  von  Wj : 

naä  daher  laut-et  die  zweite  particuläre  Lösung  der  Bessel'- 
schen  Gleichung  in  dem  Falle,  wo  n  eine  positive  ganze 
Zahl  ausser  Null  ist: 

^        *^  ^,   n-p\:^)       n{p) 

Wird  die  rechte  Seite  mit  Y,.  bezeichnet,  so  ist  das 
Yollätändige  Integral : 

^1  =  AI,  +  Bl, 

1.  Aufgabe.  Eine  andere  Msthod»  um  eiue  zweite  paitienlaie  LQ- 
suBg  KU  erhalteu,  ist  von  Hankel  angewandt  noiden  Jede  hneare 
Function  der  particuiäreu  Lösungen  lat  ebenfalls  eine  paitjcuUre  Lösvuig; 
dabei-  wild  in  dem  allgemeinen  Falle  eiae  solche  Losung  gegeben  durch 

„,,.«(/.  CO.«« -r-,. 
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welche  aladaiiu  vollständig  bestimmt  iat,  wähveäd  sie  in  dem  besonderen 
Falle  eines  ganzzahligen  n  die  Form  —  annimmt,  da  ( —  1)»/«  ^  J— h  ist. 
Man  zeige,  dass,  wenn  dieses  aasgewerthet  vth-i,  es  die  Form  annimmt: 

+(!)"  S  ^,4^0%  'i  ~  -<"  +'■>  -  "'Ml. 


ist,  und  weise  die  Identität   desselben   mit  der  bereits   erhaltenen  Lijaung 
nach.    (Math.  Ann,  I,  S.  469.) 

2,  Aufgabe.  Die  Keihe  für  In  ist  stets  eonvergent;  wenn  jedoch  £i 
sehr  groEB  ist,  convergirt  sie  nur  langsam,  und  es  ist  wünschehswerth, 
eine  Reihe  zu  besitzen,  die  nach  absteigenden  Potenzen  yon  s  fortschreite  tJ 
Man  zeige,  dass 

i,-l"V*ii     ('■-'»■)ia'-*.^)  ,  ,,..)  „/,  _  •  „  „  n 

"      U«/     1  21  (8»1'  +         |io«l_«        j         ••  ,J 


§.   106. 

Die  Beziehung  zwisolien  den  beiden  von  ein 
linear  unalDliängigen  Integralen  /„  und  I-,,  Isann 
§,  96  gefunden  werden.    Wir  liaben: 

dx^       X  dx       \  xy 

dx^        X    dx        V  «V 

und  dalier: 

Xdx'i  dx'       "/^  x\dx  dx       7 

Dies  giebt: 

dl„    .,  dL.„    j    __  -Ä 
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worin  A  eine  Coastante  ist,  die  jedocii  nicht  willkürlicli  ist,  da  I„ 
und  Z_„  bestimmte  Fnnctionen  sind.  Um  den  Wevth  von  A  zu 
erhalten,  braucht  man  nur  die  höchsten  Glieder  auf  der  linken 
Seite  zu  betracliten;  werden  dieselben  substituirt,  so  finden  wir: 

1  1 


A 

dx 

^elbe 

2« 

2 

■\-n) 

n{n)m-n) 
2 

2sinn% 

und  somit; 
oder,  was  das; 

ist: 

.in. 

^m^ 


xl^ 


Aufgabe.     Man  KUclie   äie   etitsprecljeiiile   Crleicliung   für   i 
zaiiliges  n. 


zwiselieii  den  Gleichungen  von  Lggendre 
und  Bessol. 


Man  kann   die  Bessel'sche  Gleichniig  aus  der  Le; 
dre'sehen  ableiten.    Denn  differentiirt  man  die  Gleichung 

m-mal  und  setzt  man: 

_  cP'y 

so  erhält  man : 

Forayth,  nitfaientJalgleioliMigen.  13 
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Vorwandelt  mau  die  abhängige  Verändei-licVi«  in  |,  worin 
I  =  (!-»')''.-« 
ist,  so  wird  die  Gleichung: 

Verwandelt  man  die  unabhängige  Veränderliclie  in  q>,  wobei 

9)2  =:  ^3  (1  —  /c*), 
so  geht  die  Gleichung  nach  leichten  Eednctionen  über  in : 

V  »V  ■i')"'       V  n'J<pd<p^\     ^n       9)'/' 

Lässt  man  nun  M  nnendlicli  gross  werden,  so  erhält  man : 

welches  die  Beaael'ache  Differentialgleichung  ist. 

Verbindet  man  alle  diese  Operationen  mit  einander,  so  erhält 
man  als  Kesultat,  dass  die  Grenze  von 

für  wr=ao  die  Bessel'sohe  Function  wter  Ordnimg  ist,  deren  un- 
abhängige Veränderliche  ^  ist. 

Aus  dem  vorstehenden  Verfahren  würde  sich  alischeinend  er- 
geben, dass  tp  unendlich  gross  ist;  dies  wird  indessen  dadurch  ver- 
hindert, dass  man  x  sieh  unbeschränkt  der  Einheit '.nähern  lässt. 
Das  geometrische  Analogon  zu  dieser  Relation  zwischen  f  «nd  x 
wäre  es,  wenn  man  irgend  einen  sehr  kleinen  Theil  einer  sphäri- 
schen (oder  anderen)  Oberfläche  in  der  Nähe  einea  Punktes  unter- 
sucht, indem  man  annimmt ,  dass  dasselbe  scMiesslicb  mit  der 
Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte  zusammenfällt  und 
in  dieser  Ebene  vergrössert  wird. 

orstehends  Ausdrucl!  für  »^=coi 

Im  Zusammenhang  hiermit  möge  der  Studirende  Heine, 
Theorie  der  Kugelfunctionen,  2.  Aufl.  Bd.  I,  S.  184  und  Lord  Bay- 
leigh,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  Bd.'  IX,  S.  61  nacUleSfin. 

Das  vollständige  Integral  der  Bessel'schea  Gleichung  haben 
wir  für  jeden  Fall  gefunden;  die  weitere  Entwickelung  der  Eigen- 
schaften der  Functionen,  welche  in  diesem  Integrale  auftreten,  kann 
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hier  nicht  gegeben  werden.  Der  Stadirende  wird  die  Functionen 
YoUständig  behandelt  finden  Ton  Lommel  in  dessen  „Studien  über 
die  Bessel'Bchen  Functionen"  und  in  einigen  Abhandlungen  des- 
selben Verfassers  in  den  „Mathematische  Anaaien"  Bd.  II,  III,  IV, 
IX,  XIV,  XVI;  im  Besonderen  giebt  die  Abhandlung  imXIV.Bande 
Differentialgleichungen  an,  die  durch  Bessel'sche  integrirbar  sind. 
Ebenso  kann  auf  Neumann's  „Theorie  der^essel'achen  Functio- 
nen" und  auf  Heine's  „Theorie  der  Kugelf unctionen"  2.  Aufl.  ver- 
wiesen werden,  iu  welcher  letzteren  (Bd.  I,  8.189)  ein  Verzeichnis s 
der  auf  diese  Functionen  bezüglichen  Abhandlungen  gegeben  ist. 
Todhunter's  „Functions  of  Laplace,  Lame  and  Bessel"  enthält 
ebenfalls  viele  der  Eigens chafte». 

In  Bezug,  auf  eine  allgemeine  Eigensoliaft  aller  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen, die  denjenigeU  analog  sind,  die  soeben  discntirt 
worden  sind  und  die  zu  Functionen  Veranlassung  geben ,  welche 
von  einem  constanten  Parameter  abhängen,  kann  der  Studirende 
neben  den  vorstehend  angegebenen  Werken  auch  Sturra,  Liou- 
.ville's   Journal  Bd.  f,  und  Roiith,  Proc.  Lond.  Math.    Soe.  Bd.X, 


Die  Biecatrsche  DiiferenEialgleichung. 


Die  Eiocati'sche  Differentialgleichung  lautet: 

g +  ..=  =  .«. 

Es  ist  indessen  zweckmässig,  erst  die  allgemeinere 
Form  zu  betrachten: 

äy        .         ,    ,    , 

'  E  -  "'  +  *'  =  "  ■ 

Wird  in  der  letzteren  die  unabhängige  Veränderliche  in  s,  wo 
z  ■=!  x"  ist,  und  die  abhängige  Veränderliche  in  m,  wo  »;  =^  M^  ist, 
verwandelt,  so  geht  die  Gleichung  über  in 


welches  die  Biccati'schc  Form 


y  Google 


Wir  betrachten  nun  die  allgemeinere  Form. 
Erstens:  Dieselbe  lässt  sich  in  endlicher  Eorm  integri- 
1,  wenn  n  =  2a  ist. 
Denn  setzt  man  y  z=  ux'^,  so  findet  man  durch  Substitution: 

r: 

In  dem  Fidle,  wo  «  =  2a  ist,  wird  dieses : 


Die  Veränderlichen  sind  separirbar  und  u  ist  ausdrückbar  mit- 
telst Exponentialfuüetionen  oder  Kreis functjonen,  je  nachdem  h  tuid 
C  gleiches  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben. 

Zweitens:  Dieselbe  lässt  sich  auch  in  endlicher  Form 

n  +  2a 
integtiren,   wenn  --y'    ■  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Die   abhängige  Veränderliche  möge  in  j/,   verwandelt  werden, 

wo  J.  -| =  t)  und  A  eine  Constante  ist,  deren  Werth  noch   zu 

beetimmea  ist.     Substitiiirt  man   dies  und  ordnet  dann  wieder  die 
Glieder,  so  geht  die  Gleichung  über  iu: 

Vi         vi        y\    dx 
Wir  wählen  A  so,  dass  das  constante  Glied  verschwindet,  also 
entweder  A  ■=  Q  oder  J  =  —  - 


wird  nach  leichter  Umgestaltung: 


Nun  ist  diese  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  die,   > 
r  ausgingen,  und  die  Veränderungen,  die  eingetreten  sind. 
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hen  sich  nur  auf  die  Ooefficienten  —  das  ursprüngliche  a  ist  zu 
a  -\-  n  geworden  und  i  und  C  haben  ihre  Plätze  gewechselt.  In 
dieser  letzten  Gleichung  setzen  wir: 

dann   zeigt  die  vorher  gell  ende  Analyse,  dass  die  Gleichung  für  j/j 

"=^-("+  2»)!/.+  6i/,'  =  ei», 

und  das  Resultat  von.  i  auf  einander  folgenden  Transformationen 
wird  Sein,  daas  die  gegebene  Gleichung  reducirt  wird  entweder  auf: 

oder  auf: 

je  nirl  itin  1  ungeiide  odt.i  ^ende  ist. 

Nach   dem  zueist   betrachteten  Falle    ist  nun  diese  Gleichung 
in  endli  her  Form  integrirbii    wenn 

K  =  2  («  +  in), 
also  wenn 


eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Nimmt  mau  aber  jetzt  den  Werth  Null  für  Ä,  so  liann  man 
die  Gleichung  leicht  transformiren  in 

,  öl  _(„_„),,  +  ,„.=  „,. 

eine  Gleichung,  die  sich  von  der  ersten  in  ^i  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  das  Vorzeichen  von  a  ein  anderes  ist.  Wir  wenden 
nun  auf  diese    die  friihere   Reihe    von    Transformationen    an  ußd 


dann  ist  die  Gleidning  in  p,/: 

Nacli  *  —  1  weiteren  Transformationen  (und  daher  nach  *  Trans- 
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formationen  im  (lanaen)   wird   somit   die   gegebene  Gleichung   redu- 
ciri  entweder  auf 

oder  avif 

K  ^"  —  (in  —  «);/i  +  &  ?/?  =  ca;". 
In  jedem  Falle  ist  die  Gleichung  in  endlicher  Foi'm  integrirbar, 

d.  h.  wonn 

n  +  2a 
2ii 
eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Vereinigt  man  diese  beiden  Kesultato,  so  hat  man : 
Die   Gleichung 


sitive  ganze  Zahl  ist 

In  jedem  Falle  ist  das  Integi-al  in  der  Form  eines  endlichen 
Kettenbruches  gegeben,  dessen  letzter  Nenner  entweder  Expo nential- 
oder  KreisfuHctionen  enthält. 

§■  110. 

"Wir  können  nunmelir  auch  Bedingungen,  unter  denen 
die  Riccati'sche  Gleichung  iii  endlicher  Torrn  integrirbar 
ist,  erhalten.    Aus  §.  108  folgt,  dass  die  Gleichung 

du 

dx 


;  +  « 


durch   die  Substitution  w  =  —  transformirt  wird  in; 

^y  11,^ 

worin  n%  ■=^  n  —  2  ist.     Nun  ist  die  letztere  Gleichung  in  der  s 
gegebenen  Weise  integiürhar,  wenn 

w  +  2  =  2»« 
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ist,  wobei  i  eine  positive  ganae  Zalll  bedeutet,  und  daher  ist  die 
Riccati'sclie  GleichuMg  in  endlicher  Form  integrirbai-,  weim 

m  -\-.  2  ±  2  =  2  i  (m  +  2) 
ist.     Kimmt  man  das  negative  Zeichen,  so  wird: 

—  _       ^' 

"'  ^'  ~  2i—V 
während  das  positive  Zeichen  giebt ; 

-4(i-l) 
2*  — 1      ' 
oder,  was  dasselbe  ist,  indem  man  bloss  die  gansie  Zahl  *  voräiidort: 
_  _      4i 
"*  "^  ^  3* -hl ' 
Mithin    ist    die  Eiccati'Bche    Gleichung    in    endlicher 

—  _      ^' 
"*^         2TTT 

ist,  wo  (  Null  oder  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

Avifgabe.    Man  beweise,  dass  die  Gleiobung 
in  endlicher  Form  iutegrirbar  ist,  wenn 


»  +  1         -2l'+l 
i  +  1   -     2(  + 
e  ganze  Zalil  bedeutet. 


*+T-'2(+r  '"'"■  -Jir^r 


Beziehung  awischen  der  Bessel'achen  und  Eiccati'sclien 
Gleichung. 


§■  111- 

Die  Gleichungen  des  §.  108  in  der  ¥on  uns  discutirteu  Form 
sind  von  der  ersten  Ordnimg,  aber  nicht  linear;  es  giebt  aber 
einige  wichtige  Transformationen,  durch  welche  sie  linear 
von  der  zweiten  Ordnung  werden. 

In  der  Riecati'scheu  Gleichung  möge  die  abhängige  Veränder- 
liche in  V  umgeändert  werden  mittelst  der  Gleichung 
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tsTidliclier  Form  ausdrückbar  ist,  aucli  v  es 
ird  dann: 


-  B  c «)  K""  =  0, 


welcliu  als  die  der  Ricoati'schen  Gleichung  entsprachend-e 
Hauptform  genommen  werden  könntu. 

Haben  h  und  c  dasselbe  Zeiclien  (in  welchem  Falle  in  u  Espo- 
nentialfunctionen  vorkommen) ,  so  kann  man  diese  Gleichung 
schreiben : 


«5^1)  =  0, 


während,  wenn    ihre  Zeichen    verschieden   sind  (in  welchem  Fftlle 
Kreis f Uli ctlonen  in  u  auftreten),  die  Gleichung  lautet: 
d^v 


-  +  a^afv  =:  0, 


Jede  derselben  ist  in  endlicher  Form  für  denselben 
Werth  von  m  intogrirbar,  welcher  Eiccati's  Gleichung 
integrirbar  macht. 

Führt  man  anstatt  x  die  unabhängige  Veränderliche  S  ein 
mittelst  der  Gleichung: 

2^  :^  a;9, 


ist,  so  wii-d  die  Gleichung : 

d^v        n-\<U>        fj^^^o 
de''  m      ds 

Diese  ist  daher  in  endlicher  Form  integrirljar,  wenn 

-  =  2  ***  +  ^  ~  ^  "^  22  +  1  "^  2i±l 

ist,  woraus  folgt,  dass  «  eine  ungerade  ganze  Zahl  sein  musi 
daher  die  Gleichung  in  der  Form  geschrieben : 

ds!^  2    de 

so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  sie  sich  in  endliche: 
integriren  lässt,  die,  dass  p  eine  ganze  Zahl  sein  i 
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Diese  Gleichung  ist  auf  ihre  Nonnalforin  reducirb.ir  durch  die 
Substitution : 

und  die  Gleichung  für  w  ist : 

üieselhc   ist    in    endlicher  Form    integrirbar,    wenn  p  eine    ganze 
Zatl  iat. 

Sohliesslicli  möge 

gesetzt  werden;  dann  ist  die  Gleichung  für  t: 

dä^        säe 
und  das  Tollständige  Integral  derselben  lautet; 

Ist  jj  -|-  ^  eine  ganze  Zalil,  so  hört  dies  auf,  das  vollständige 
Integral  zu  sein;  wir  erhalten  dann  als  voll  ständiges  Integral: 

Daher  kann  die  Lösung  der  Riccati'schcn  Gleichung 
mit  Hülfe  von  Bessel'schen  Functionen  ausgedrückt 
■werden;  im  Besonderen  wird  die  Lösung  von 

gegeben  durch 

oder  durch 

l        w+2  m+a  I 

je  wachdem  m  4-  2  der  reciproke  Werth  einer  ganzen  Zahl 
ist  oder  nicht. 

Dies  geht  unmittelbar  aus  der  Verbindung  der  vorhergehenden 
Transformationen  hervor. 

Der  einzige  Fall,  wo  diese  Art  der  Darstellung  versagt,  ist  der. 
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in  welchem  m  -]-  2  =^  0,  d.  h.  )»  =  —  2  ist.      Die  Gleiulmng  ist 
alsdann: 

..^,  +  ».=  0, 

und  diese  läast  sich  nach  der  Methode  des  §.  47  lösen. 

Für  das  weitere  Studium  dieser  Gleichung  kann  man  eine  Ab- 
handlung TOB  I.  "W.  L.  Glaisher  in  dea  Phil.  Trans.  1881,  p.  7^9 
bis  828  nachlesen,  in  welcher  vollständig  die  Quellen  angegeben 
werden,  und  den  Zusammenhang  zwischen  der  Riocati'schen  und 
der  Bessel'sehen  Gleichung  wii'd  man  vollständig  in  '_deni  Werke 
uad  den  Abhandlungen  voa  Lommel,  auf  welche  schon  oben 
(S.  195)  hingewiesen  wurde,  discutirt  finden. 

Einige  Beispiele  der  Lösung  in  der  Form  von  Reihen  wird  man 
in  den  vermischten  Aufgaben  finden. 


Symbolische   Lös 


§.  112. 

In  Fallen  wo  he  duiih  eine  ßeilie  dxigistellte  Lösung  einer 
Differentialgleichung  ins  emei  Fundio»  ra  endlidiei  Form  bestellt, 
oder  wenn  '.le  besteht  au^  einer  endhchen  Reihe  zusammen  mit 
irgend  einei  Function  odei  Functionen  m  endluhei  Form,  ist  man 
zuweilen  im  Stande,  eine  Lösung  von  symbolischer  Natur  zu 
finden,  die  sich  der  auf  andere  Weise  erhaltenen  Lösung  als  äqui- 
valent erweist,  sobald  die  darin  angedeuteten  Operationen  auage- 
führt  werden. 

Als  ein  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 


deren  Lösung  sich  in  endlicher  Form  darstellen  lässt,  sobald  m 
ganze  Zahl  ist 

Wenn  die  abhängige  Veränderliche  mittelst  der  Kelation 

y  :=  MX™"!"^ 

in  u  verwandelt  wird,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

^'  +  2  (»K  +  1)  -  1^  -  n-^u  =  0. 

dx^  X  dx 

Betrachten  wir  nun  die  Differentialgleichung; 
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deren  allgemtsines  Integral  ist : 

und  gehen  wir  "von  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  z 
wo  2  für— a;^  steht,  so  wird  die  Gleichung; 


d^v    ,     dv 

Differentih-en   wir    dies   (m  +   l)-maJ   nach 

e  ui 

11  d  l>ezeiu!inen 

-^j  mit  ( 

,  so  erhalten  wir: 

=  0. 

Wii'dn 

im  die  iinabhängige  Veränderliche  au 

IS  s 

wiudur  zurück 

Daher  i 

delt,  so  geht  diese  Gleichung  üher  in: 

st: 

U  =  t 

'-0. 

=(i£>"'<^-+^-^- 


Das  Tollständige  Integral  der   ursprünglichen  Gleichung  in  y 
ist  daher: 

Maß  kann  demselben  eine   hiervon  etwas  verschiedene  Form 

geben;  denn  es  ist  mit  Verändemng  der  willkürlichen  Constanten; 

Id..     ^    ,     „     „,,        nÄe-"'  —  nBer-«'' 
_  _(^,..  +  5.--)  =— ^ 

^  A'e'^  +  B'e-"^ 

und  es  kann  dalicr  das  vollständige  Integra!  geschrieben  werden  in 
der  Form : 

...  +  B'i^-\ 
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Da  die  Differentialgleichung  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
—  (»w  4-  1)  für  wj  setzt,  so  kann  das  Tollständige  Integral  aucb 
dargestellt  werden  in  den  neuen  Formen : 

1.  Aufgabe.  Aus  dem  Vorhergelieiideu  kann  man  ohne  Weiteres 
ableiten,  dass  das  Integra]  von 


(eine  Gleicliung,  welche  bei  Untersuchungen  vorkommt,  die  mit  der  Figur 
der  Erde  zusammenbängeti)  ansdrückbar  ist  in  der  Form : 

!/  =  C  ((l  -  j^,)  »»(,l  +  <.)  +  i  ».  («1  +  .)j. 

2.  Aufgabe,    Man  zeige,   dass   das   YoUständige   Integral   der  Diffe- 
rentialgleichung 

äx^  ~ 

in  dem  Falle,   wo  g  das  Beoiproke  einer  ungeraden  ganzen  Zahl  2i  -\-  1 
ist,  dargestellt  iverdeu  kann  m  den  Formen: 

(Glaiaher.) 

3.  Aufgab^.     Man    beweise,    dass    das    vollständige   Integral   der 
Gleichung 


^  -  "^^  "  \ä7J W. ' 

I'  nach  Ausführung  der  Differentiationen  gleicli  «''  e 
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In  allen  dieten  Fallen  m  denen  die  Lösung  der  Gleichung  in 
diesei  Weise  symbobsch  gegeben  i^t,  i^t  es  M(,ht  schwer,  die  Lösung 
in  dieser  Form  zu  identificiren  mit  der  m  ugend  einer  anderen 
Form  eihaltenen  z  B  ali  eine  Reihe  iiich  der  ei "tten  Methode  dieses 
Capitels  oder  mittelst  eines  bestimmten  Integiala  nach  der  im 
VII  Capitel  angegebenen  Methode  Dei  Mudiiende,  der  sich  voll- 
ständige! über  den  Gegenstand  dies-oi  «ymbolisehen  Lösungen  und 
ihien  Zusammenhang  mit  Losungen  in  anderer  Form  zu  unterrichten 
■wünscht  wird  eme  eingehende  Diacussioa  in  der  schon  angeführten 
(S   20  )  Alihandlunt  f^ect        M)  von  I.  W.  L.  Glaisher  finden. 


Vermisclite  Aufgaben, 

1.  Man  iiitügrii-e  durch.  Eeilien  die  Gleichungen: 

(1)  Äg-e>!,  =  0 

(2)  »«g- «119  =  0, 

und  drücke  die  Integrale  derselben  in  endlicher  Form,  a 

2.  Man  zeige,  dass  eine  Wurzel  der  Gleichung 

!/•  +  !/  +  «  =  0 
der  Differentialgleiclmng  genügt; 

/l      „    ,      1\  (Pti    ,     l       dy  \ 


Man  bestimme  die  8tai 

5s 


2» 


+  »S  =  iif 


4.     Man  iüse  die  Gleichungen ; 


(3)    (a^  +  5a!.)g+|(.  +  3)ä«>  +  (J-c  +  I)«iJ^ 

+  {(«+l)5X-S<i|i/  =  0. 
5.    Man  bi'uige  die  Gleichung 
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dadurch,  dass  man 

,,  =  «..£ 

»  +  «  +  «.  =  ?(-»)''. 
setat,  auf  die  Form ; 

di^  —  *^  d  I  "l"  ■'"■ 
und  iiitegrive  die  letztere  Gleiohimg  dnich  Reihen 

6.  Man  iiitegvire  die  Differentialgleioliuiig 

x(I-4x)g+|(4,~«)«-i,  +  I|||— j{r-l)»  =  o 
dnroli  Eeihen  und  stelle  daa  Integral  in  der  endlichen  Form  dar ; 

7.  Man  lieslLmme  das  allgemeine  Integral  der  Gleiciujig 


('+^)+-''-|(-il)-(¥-+") 


(Leslie  Ellis.) 

8.  Man  beweise,  düss  der  Coafficient  von  ß™  in  derEntwickelung  von 

(1  —  2  ß  Ä  +  «=)-" 
nach  steigenden  Potenzen  von  «  die  Lösung  ist  von 

^j,l_^,.+*Uj+,.,„^.2,„„„^,,«-*j,  =  „. 

9.  Man  beweise,  dass  nach  der  Bezeichnung,  die  wir  für  die  Lösung 
der  Legendre' sehen  Gleichung  angewendet  hahen,  {P«(cos3')i^  eine  Lö- 
sung der  Differentialgleichung  ist: 

(;Ä-")'l?+*»(»+')-"(Ä*')^'=»- 

10.  Man  iDeweise,  dass  nach  der  Bezeichnung  der  §§.  90,  91 

p.ti  e.  ~  9.+I  p,,  =  ~ 

11.  Man  beweise,  dass  das  TOlUtändige  Integi'al  der  Gleichung 
(l-^')S-2(«+l)i^  +  (»  +  »  +  l)(»-»)!/  =  0 

gegeben  wird  durch 

voran BgGüetKt,  dasB  m  nicht  grösser  als  «  ist. 
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12.  Man  zeige,  dass  die  Laaung  der  Gleichung 

)viii  h  oine  ganze  Zahl  ist,  ausgedrackt  werden  kann  in  der  Form: 

■'        '  '       äx"' 

)  i/K  die  Lösung  der  Legendre'schen  Gleichung  iat. 

13.  Man  suche  das  vollständige  Integral  der  Gleichung; 
(!-"=■)  J|  +  2(»-lliJ|  +  («-i»  +  l)  (»  +  •»)  !/  =  0, 

(Hei...) 

14.  Man  heweise,  dass  die  Gleichung 


im   FaEe  n   eine   ganze  Zahl   ist,   zum  Tollstäiidigen   Integral   den   Aus- 
dnicii  hat : 

y  =  «-■/.(-■)  lAZ^ilx''-)  +  B  r,-,(«*)|.         (Lomm.l.) 

15.  Mau  bestimme  das  Tollständige  Integral  dar  Gleichung 

""""'"^  ='-"■'-' [M"-~)  +  '"-''i'"-'i)l 

i,t.     (Lonmol.) 

16.  Man  'beweise,  dass  das  vollständige  Integral  von 


lautet : 

worin  liQ,  «1,  . . , ,  (tni— 1  die  Wurzeln  der  Gleichung  <('«  =:  1  sind,  und  das 
das  -von 

du  "'+!</  _ 

lautet : 

,  =  ,'/,:*</,  2  C,|r-,-.4(2»,,r''')  +  .-i-»+./,(2.,x'*)|, 
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rin  Kq,  <',,  ...,  nam  die  Wurzeln  Her  Gleichung  n^'n+i  =  —  t  sind. 
(Lommel.) 

17.  Das  ToUständige  Integral  aar  Gleichung 

da;»    '^  ^ 

i-ß    '         ■' 

i/:zz  ,rr  U/oW4--BroU~j!,  (Lommel.) 

(Hinsichtlich   des  ZusammeiihangeB   dieser   beiden  Gleichungen   vergl. 
10.  Aufgabe,  Seite  143.) 

18.  Man  beweise,  dass  mit  der  Bezeichnung  von  g.  101 

7«7i-» +  /«-./-«  =^§^sinnn, 
wenn  n  keine  ganze  Zahl,  imd 

Yn  In+i  —   r«+i  -f«  =  ^ 
ist.     (Lommel.) 

19.  Die  Differentialgleichung 

ist  in  endlicher  Form  integrirhai" ,   was  für  eine  Panction   von  tr,  auch  Q. 
bezeichnen  miSge,  vorausgesetzt,  dass  m  eine  ganze  Zahl  ist, 

20.  Die  Gleichung 

dx^^  X  dx        \         ^  (cV 
ist  in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn 

2|(l-7f +  4^1'^ 

"»  +  3  -   27+1 

■wo  i  eine  positive  ganze  Zahl  oder  NuU  ist.     (Slalmsten.) 

21.  Man  heweise,  dasa  der  Coeffioient  von  7«'+'  in  der  Entwickelung 

von  e<i(?:^+«:h)  ^  der  Differentialgleichung  genügt: 

^  _  „2„  =  P(P  +  ^)  ,, 

dx'^  x^         ■  (Glaisher.) 

22.  Man  zeige,  dass,  wenn  y  =  X  die  Lösung  der  Gleichung 
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[§.  113.]  lutegvatioii  diivcli  Reihen. 

(wo  k  tine  Constante  bedeutet)  ist,  alsdanE  iJie  Lösung  v 

gep;el)en  ist  dm'c!i : 

1         d  \ 


,  =  ,««-.  (-i^f  7^, 

iml  löse  liieviiacli  die  Gleichung  : 

'-  -]-  F,,  ^  0. 


23,  Diu  aieichiing 

ist  in  den  folgenden  Fällen  ia  endiiohei'  Form  iiitegiii'bar : 

1)  wenn  ~  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist ; 

2)  wenn  j(  1  —  — )   —  ^  -r\     ^ine  ungerade  ganze  Zahl  ist; 

3)  wenn  -  ±  {(l )   —4-1   'eine  ungerade  g=inze  Zal.l  i^t. 

24.  Man  beweise,  dass  die  Gleichung 
(■.H-S«?.)i>g+(c  +  ..-)^§J  +  (Z  +  Sa..)«  =  X 

eine  endliolie  Lösung  tieBitzt, 

1)  wenn  irgend  eine  der  vieiGrössen  «  —  ß  eine  gerade  ganze  Zahl  ist, 

2)  wenn  irgend  zwei  der  Grössen 

«1  -  «2.  ßi  -  ß2'   "1  -i-  «a  -ßi-ßi 
ungerade  ganze  Zahlen  sind. 
Hierbei  bedeuten   iii,  «g  und  ßj,  ß^  respective  die  Wurzeln   der   qua- 
dratischen Gleichungen; 

i»„f(,.f-2)+i,M+/=0.  („,„, 

26.    Man  beweise,  dass  die  drei  Ausdrücke 


1      2« 

'2 
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.  J-'tj-'  — 1)  (.!'- 


r+- 


s   HD  tl    Ij  p     t  c  la  e  Inte^  »le  de    C 1  icl    bj, 

1   u  d  z    g      dasa    we  c  J    nictit  e  ne  ganze  Zfthl    st,   diese  ärei 
1     b1  p  e    a   l"    „le  ch  b  ud      Man  suche         1  e  e  n  Falle  ein  zweite; 
jo  e     unabhangigHS  jart  culärea  Integial 
26      Ma     ae  ge   daas  d  e  Löanng  von 

in  Jedev  von  iLcn  rormeu  geschrieban  werden  kann  : 

Man  zeige,  daas  aicb  das  Integral   dersellien  Gleichung   aucli   i 
Porni  Bchreiben  lässt: 

27.    Die  LSsting  der  Gleiclmng 


kann  dai-gestellt 

wei-den 

in  der  Form  : 

3;=  Ae-^- 

{^«e-C- 

-(")  + 

Be-9^ 

IIa.!  bestimme  die  Lösung  vo 

n 

S  +  ' 

Hi  ?/   = 

in  der  Form  : 

;,/  =  Ae% 

ö-%^)  + 

Be'k^ 

lU'^  ' 

(Spitzer.) 
28.  Die  orthogonale  Fläehenachaar  za  einem  System  von  üm- 
drehungsflächen,  das  durcU  die  Gleichung  Pji;=c)-"+i  gegeben  ist,  wobei 
Pn  die  Lösung  äer  Legendre'aclieD  Gleichung  und  ihr  Argument  x 
der  CosinuB  des  Winkels  ist^  welchen  der  Badinsvector  nach  irgend  einem 
Punkte mitdei-Aequatoriftlebene  bildet,  wird  gegeben dureli  dieGleichung: 
P«+i  — P«-i  =  «)■". 
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Sechstes  C^Lpitel. 

Hypergeometrische  Reihen. 


(^+l)(K  +  2)ß{ß  +  l)(i 


+ 


1.2.3.y()'  +  i)(r  +  2)  ^ 

wird  die  liyporgconietrische  Reihe  genannt  und  gewöhn- 
lich mit 

-f(«, /5,  r,  «■) 

beKeichnet;  die  visr  Grössen  «,  ß,  y,  x  heiason  ihre  Ar- 
gumente und  von  diesen  lat  J-  illem  Ti,ran  leilich  Die  Elemente 
K  nnd  ß  können  ohne  den  Werth  von  F  zu  beeinflussen  mit  em 
andei  veitiuscht  weidea  lat  eins  von  ihnen  eine  negative  ginze 
7aäil  so  wud  die  Eeihe  au^  einer  endlichen  Anzahl  yon  Gliedern 
bestehen  andeienfalls  wud  sie  ms  Unendliche  gehen  Ea  wird  an 
genommen  dass  y  keine  ganze  negative  Zahl  ist  so  da's  unend 
hohe  Gliedei  aufgeschlossen  werden  können 

Ist  3!  kleinei  als  1  so  ist  die  Keihe  conveigent  i  i  abei  ^ 
grossei  als  1  so  lat  die  Reihe  divergent  Fui  j.  =  |  ist  die  Reihe 
converttent  falls  y  —  «  —  ß  positiv  und  dne  ^ent  fall  ) — n — jj 
Null  odei  negativ  i  t 

Die  Reihe  ist  von  sehi  grossei  Allgemeinheit  und  bi, 
greift  als  besondere  Fälle  sehr  viele  der  Reihen  unter 
sieh,  welche  in  der  Analysis  auftreten.  Die  folgenden  Bei- 
spiele lassen  sich  leicht  bestätigen : 

n.(i  +  ,).+  (i-.).  =  2F(-l,..~i»+i,i,..). 

lil:  %(l+x)  =  ^■F(l,l,2,  —x). 
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Y.  f-  =  y(l,(?,  l,^)fiir;3=«. 

TL  »Sil  =  J''(«,  ft  I .  j^)  foi  o  =  (S  =  .u. 

1  Aufgabe  Min  beweise  dftS'^  iüe  Diöeieutialquot  eüten  dei 
Eeihe  iiir  dpii  Weitli  i,  ■:=  1  diveigent  sind  wenn  die  Eeilie  splbst  fui 
liesen  Wtiäi  divaigect  ist  und  dass  alleDift-'iHntiilqi  otienten  yon  emei 
bestimmten  Oidi  nng  in  füi  den  "Weitli  a;  ;=  1  livergent  spin  weiden 
obwolil  dia  Beihs  tai  diesen  Weitli  conveigirt 

2  Aufgabe     Man  stelle  ils  hj-pci geometrische  Keilien  du 
(ij  sin  (   wenn  laa  veiandei liehe  Element  m  dei  Reihe  f  int 

(  )  11  i«f   wenn  daa  i er'indeiliohe  Element  m  der  Beihe  stn^t  ist 
(3)  coint   wem   das  veiändeilichp Element  ii   dei  Reihe  —tanft  ist 

An  lere  sml   tai  G^nss   gpgnlpn   am  Ai  tli  „   scinPi    ei  teu  Abhai  llui  „ 

auf  welt-he  m  4;    ioi  hingpwip  en  will 


§.  114. 

Dar  Coefficient  von  'Jf  möge  mit  Ar  beaeiolmet  werden ;  als- 
dann ist  die  Beaiehung ,  welche  die  auf  einander  folgenden  A  mit 
einander  verknüpft: 

(1  +  ,)  (,  +  r)Ä,^t  =  («  +  r)  (|3  +  r)  A,. 

Wir  betrachten  nun  die  Differentialgleichung: 

(1)     {(S-  +  a)(&  +  ß)  -  l-d-  (^  +  y  -  1)}  y  =  0, 

m  welcher  &  für  das  Operationssymböl  x  —  steht.      Eine    Lösung 

dieser  Gleichung  kann  man  dnrcli  eine  Reihe  erhalten.    Biese  Reihe 
möge  dargestellt  sein  durch: 

;,  z=  So^  +  B,^"+'-  +  P,a;"+^  +  ■■-■ 
Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Differentialgleichung  ein,  welche 
alsdann  identisch  befriedigt  werden  muss ,  so  muas  die  Grösse ,  mit 
welcher  jede  einzelne  Potenz  von  x  miiltiplioirt  ist ,  yerschwinden. 
Daher  hiihen  wir  für  die  niedrigste  Potenz: 

-  C  (.«  +  7  -  1)  B.  =  0. 
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imd  aus  dem  Vera cli winden  dei  Goefficieaten  dei  liolieien  Potenzen 
ergieht  sioh  ,  die  Kelation  zwischen  den  auf  eiunndei  folgenden 
Grössen  B; 

Wir  kunnen  jnnelimen,  diss  Bf^  lüclil  f^tnh  Null  ist,  da  die 
Kelation   B„  ==  0   alle  B   zu  Null   maclien   wuide;   somit   wird   die 
erste  Gleicliung  befriedigt  entwedpi  duid! 
ft  =  0 


oder  duroll 


t  =  1  - 


Nehmen  wir  zuerst  den  Wertli  fi  =  0,  ao  wird  die  Be- 
ziehung, welche  zwei  auf  einander  folgondo  B  mit  einander  vor- 
bindet : 

(1   +  r)  (r  +  •■)  J),+,  =  {«  +  r)  (ß  +  r)  B,. 

Wenn  nun  Bq  =  1  =  Aq   ist,  so   zeigt   die   ehen  bewiesene 
Relation,  verghchen  mit  dei,  welche  die  Ä  verbindet,  dass  B,.^Ar 
ist,  und  ddhei  wiid  die  angenommene  Reihe  dip  liy pergeometrische 
Reihe,      Pemmcli  ist  eine  Losung  dei  Diffeientialgleichnng  (1): 
-F(a,  ß,  y,  i) 

Die  openrendeii  Factoren  m  (1)  mögen  entwickelt  und  die 
Glieder  von  derselben  Ordnung  gesammelt  werden;  dann  kann  die 
Gleichung  geschrieben  werden: 

[(I-ic)*^+{y-l~.^(«  +  ^))0-«/3:r].v/-0. 

Nun  ist  aber: 

'^ 
ft  ^  ^  — - 

dx 

da;*  dx: 

setzt  man  daher  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  ein,  ordnet 
dann  wieder  und  dividirt  durch  x''  {1  —  x),  so  geht  die  Gleichung 
über  in : 


x(,l  —  x)  dx         xil—x)-" 

Differentialgleichung-  ist,    der    F  («,  (3,  y,  k) 
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Nehmen   wir  jetzt  den  Werth  ji  =  l  —  y,  so  wii-d  die 
Beziehung,  welche  die  Gröasen  B  verknüpft: 
(l  +  r)  {2-y  +  r)B.+^  =  (,^+l-y  +  r)  (ß+l~y  +  r)Br. 

Ist  B^  =  1,  so  zeigt  diese  Gleichung,  daaa  die  Grössen  B  die 
ai\f  einander  folgenden  Coefiicienten  in  einer  hjpergeometrischen 
Eeihe  sind,  deren  constaate  Elemente  bezüglich  sind:  M -j-  I — y, 
ß  -\-  1  —  y,  2  —  y.  Die  für  i/  angenommene  Reihe  beginnt  mit 
x'~^;  daher  ist  der  Wertli  von  y: 

«'-'FIkH-i-j-,  /i  +  i--r,  2-r,»), 

and   dies  ist  ebenfalls   eine   Lösung   der  Diffeientialgiei- 
olinng  m- 

Wir  haben  somit  zwei  purticuläre  Lösungen  dieser  Differential- 
gleichung, und  demnach  kann  jedes  andere  parüculäre  Integral, 
welches  für  Werthe  von  x,  die  kleiner  als  1  sind,  endlich  ist,  dar- 
gestellt werden  in  der  Foi'm: 

ÄF(<x,ß,y,x)  +  Bx'-yF{a  +  l—y,ß+l  —  Y,  2  —  y,x), 
wo  Ann^B  Constanten  sind,  deren  Wer  tlie  durch  Vergleichung  der 
Potenzen  von  x  bestimmt  wei'den  können.     Beaeichnen  in  diesem 
Ausdruck  A  und  B  willkürliche  Constante,  so  liefert  er  dio  voll- 
ständige Losung  von  (I). 

§■  iie. 


Ui 

u  (I)    auf 

ihreKorraalf 

orm  z 

;u  reducir 

en, 

mnssej 

1  wir 

sie 

mit 

der  aDgemeinen  linearen 

Differ  eil  tialgleiciiu. 

eg 

aweitei' 

Ord- 

nu 

ng  VI 

Esrgleichen. 

Wir  Laben  dann : 

P  =  ^— 

.(a  +  ß  +  l)x 
x(l-x) 

_y_ 

+  '-^ 

-A 

—  1 

ö-TTi 

-aß 

und  daher  wird  di 

e  Invariante  1, 

welche 

K*«- 

dB 

dx  ' 

-P.) 

ist 

,  nn. 

h  einigen  H 

leductionen : 

1    1-As 
4        x^ 

!        1     1— v3 
+  -1   (j:~-iy 

+  1 

W 

-1 

W( 

>nn 

Aä  =  (l- 

yy,    ii?  =  {a- 

~ß)K 

«■=()■- 

„.- 

-«' 

ge 

setzt  ist. 
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Diese  Invariante  möge  mit  I  oder  ip  (x)  bezeichnet  werden,  wo 
die  letztei-e  Forai  bequemer  sein  wird,  falls  man  die  unabliäiigige 
Veränderliciie  verändert. 

Demnach  geht  die  Gleichung  (I)  drircli  die  Suhstitution 

=  yx^^y  (1  —3!)Vs («+1*^1-1') 

über  in 

worin  ip  (x)  die  oben  angegebene  Function  von  x  bedeutet, 

Ecihe  von  24  particuläreii  Integralen. 

§.  117. 
"Wir  gehen  nun  daKii  über,  einige  weitere  partiouläre  In- 
tegrale dieser  Differentialgleichung    zu  suchen.     Aus  der  Unter- 
suchung des  §.  64  folgt,  dass  die  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein 
müssen,  damit  die  Gleichungen 


mder  transfovmirbar  seien,  erstens 


md  zweitens 


(IV)  ^  \t,-x]  -h  (£y'''i(o-'/'w-^o 


Betrachten  wir  daher. i/ij  (i)  ils  emo  8ei>ebene  FuuLtioii  von  ( 
so  wird  die  letzte  Gleichung  den  Weith  von  t,  au^gediuckt  durch  v 
ergeben,  und  wenn  dieser  Werth  gefunden  jst  so  wird  die  erste  die 
BeBiehung  zwischen  V  und  s  liefern 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  dieFuactioa  ^i(t)  so  besehafien  ist 
dass  für  sie  Gleichung  (III)  die  Normilform  deigemgen  Gleichung 
wird,  welcher  die  hypergeometnsche  Reihe  mit  den  konstanten  Ele 
nienten  a',  ß',  y'  genügt,  und  setaen  voiius  diss  wir  aus  (IV) 
einen  Wertli  von  (  als  Function  von  a  bestimmLU  können 
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Ahdann  erhalten  wir,  da  der  "Werth  von  w  ohne  Weiteres  aus 
dem  Werthe  von  t  abgeleitet  werden  kann,  eine  Losung  von  (II) 
in  der  Form : 

„i%/(i_()%(«'+,J'+i-)'Oj'(a',  ß\  /,  (), 

welche  verschieden  ist   ¥on  dem  Werthe  von  V,   den  wir   bereits  gc- 
liiiLl  lialjoii. 


Die  allgemeine  Lösung  von  {IV)  wird  (  als  eine  Function  von 
"^t  **!  ß-)  Y'  w', /i',  y'  ergeben.  Wir  wollen  diejenigen  Formen  dieser 
Function  wählen,  welche  i  abhängig  machen  von  x  allein,  aber 
unabhängig  von  den  beiden  Reihen  von  constanten  Elementen. 
Wir  können,  um  diese  zu  erhalten,  setzen : 
jf,:.)  ^  0 
/cU\ 


'.<')©'" 


*(.r). 


Die  erste  dieser  Gleicimngeii  ist  nach  Muitiplieatioii   mit  i'~ 
divect  iiitegrirbar  in  der  Form : 

1".  !'-■/.=  C, 
und  führen  wir  die  Integration  weiter  aws,  so  erhalten  wir: 


__  ax  +  h 

-^  ex  +  d- 
wenn  wir  die  Constanten   ändern.    Dies  ist  der  allgemeine  Werth 
von  (,  für  welchen  die  Function  {t,x\  verschwindet.    Die  Bedingun- 
gen erfordern  aber,  diiss 

/dt 


©"-*« 


*i<')^    ='*W 


(c^  +  rf)* 

^'Kcx^dJ        ^'' 

sei, 

und 

dies  wird  nicht  für  wiUküi-liche  Werthe  dieser  Constanten 

stattfindi 

sn;  dieselben  müssen  daher  bestimmt  werden. 

Nim  ist: 

!^(3-)   = 

1  Ax^  +  Bx+  0 

4    ^ni-^?  ' 
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yl  :=  1  -  (.' 

B^l''  ]-  ^■'  —  v'-  —  l 
C=l  — A", 
lind  es  kann  geaetat  werden: 

,   „,        1  A'l'^B't^C 

»■">=4        ..(l-t). 

Dater  müssen  die  Constanten  a,  !>,  c,  rf  so  Ijestimmt  werden, 
dasB  sie  der  Gleichung  genügen : 

Az-'-^Bx+O 
x'i.l-x)' 
__,    .,    .  „^'(ait  +  l))'  +  g(<M!  +  i>)(e»  +  <i)+C'(e»!  +  f')' 

Die  Grösaea  K,  ß,  y  (und  daher  aii(,h  ABC  welches  Fiinc- 
tioaen  von.  ihnen  sind)  smcf  willkurhch  und  e?  konneu  demnach 
der  Zähler  nnd  Nennei  des  Bruches  auf  dei  Imken  Seite  teinen 
gemeinschaftlichen  Factor  ausser  einer  Con=(i;anten  haben  und  Ana 
loges  gilt  für  die  rechte  Seite  Daher  Lonnen  wii  setzen 
m{Äx^-\r  lBx-\-  C)  =  {nd—'bcy[Ä'{ax-\r'by^-S'{ax^h)(cxArd) 
^C{cx  +  m 

mx^ {1  —  3^)2  =  {ax  4-  6)5  {ex  +  ä)^  {{c  —  a)x-^a  —  h\\ 
wonn  m  cun'*tant  ist.  Die  letzte  von  diesen  Gleichungen  wii-d  die 
zulässigen  Werthe  von  a,  b,  c,  d  bestimmen;  die  erste  wird  sodann 
die  Beaiehuagen  von  «',  ß',  y'  zn  k,  ß,  y  angeben,  welche  bestehen 
müssen,  damit  der  Ausdruck  am  Ende  von  §.  117  eine  Lösung 
von  (I)  sein  kann. 


Vergleiclien  "wir  nun  die  Coefficienten  der  vcrsohiodenen  Po- 
tenzen von  %  auf  den  beiden  Seiten  der  letzten  Gleichung,  so  finden 
wir,  dasa  die  Gleichung  fUr  folgende  "Werthajsteme  der  Conatanten 
identisch  erfüllt  wird : 

(1)  c=T.O=-&  =a-~-ä;    w  ^- <A 

(2)  n  =  0  =  d  —  J)  =  ffl  +  b  ;  m  —  «^ 
{%)  a  =  0  =  (?  =  e  —  />;  HJ  =  6^ 
(4)         H  =  0  =  ^;  —  6  =   c  +  rf;     m  ~  V: 
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-  (5)     &  =  0  —  c  —  ft  —  (I  +  rf ;     m  r=  ((6. 
(6)     rf  —  0  —  c  —  «  —  ö  +  !) ;     m  =  b\ 

Werden   diese  Wertlie  in   den  Ausdruck  für  t  eing« 
ergiebt  sich  respective : 

(1)     t  =  x.  (2)     t=l-  X,  (3)     t  r 


(-1)     t=- 


I  —X 


und   diese   Itildcii  diia   viillstiiiidigo   System   dei'  gesiiditen   Weitlii; 


§.  120, 

MiUelät  eines  jeden  dieser  Wcrtlisysteme  traEsfoi'miren  wir  üun 
die  erste  der  beiden  Gleicliungen  und  erhalten  so  die  nothwendigen 
Beziehungen  zwischen  k',  ß',  y'  und  «,  ß,  y.  Betrachten  wh"  zuerst 
das  System  der  Werthe  (1),  so  haben  wir: 

Ax'  +  i;^  +  c  =r=  A'x''  +  -S'«  +  fy^ 

also  : 

A^A',    B  =  B',     C=C\ 
odei',  als  eine  äquivalente  Reihe  von  Gleichungen : 

Di'iioken  wir  diese  Relationen  dui'ch  die  cmistanten  Elemente 
aus,  so  werden  sie : 

(1  _  /).  =  (1  —  rj< 

(«■  -  ßV  =  («-^  ß> 

</  -  «'  -  ßV  =  {r~-«-  ßr, 

und  (wenn  wir  uns  eriniiero,  dass  eine  Vertaiischung  des  ersten 
und  aweiten  constanten  Elements  in  der  hypeigeometrischeu  Reihe 
keine  Aenderung  hervorbringt)  so  finden  wir,  dass  dieselben  be- 
friedigt werden  durch: 

(1)  B'=n«,  ß'--=ß,  y^-r- 

(2)  i,'~y  —  it,  |3'  — 7  — /S,  7'  — r- 

(3)  «■  =  »  -  r  +  1,    ß'  =ß  "-  r -r  1,  i-'  =  2  -  r- 

Ua  i  =^'  X  ist,  ,so  ist  -,—  ^^=  1    und  somit  i.st  atieli  ?(  für  diesen 
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Wertb  von  (  gleich  1 ;  nnd  die  particTiläreii  Integrale  der  Gleichung 
in  V,  welche  diesen  vier  Wurthsystemen  entsprechen,  sind  respective: 

x'/^v  (1  —  a;)'/.(<'+i'+i-rt  F(K,  ß,  y,  j;). 

ai'/sr  {1  _  xfA (y-.--(i+i)  p[y  ^a,  y  —  ß,y, x). 

^i-'Äy(i— K)'^C+i*+^->'>P{«  — y  +  1,  ^  — y-f  1,  2  — j',ä). 

^i-Vii'(i_a:yM>'-"-,Hi)j'(i_„,  1  — ,3,  2~y,x). 

Dies  sind  nun  Integrale  def  Gleiolmng  (II);  um  die  ent- 
sprechenden Integrale  der  Gleichting'  (I)  zu  erhalten,  müssen  wir 
jedes  derselben  mit 

ar-'A)'(i_a;)-V»(«+?+i-!) 
iiiultjpücii-ün.     Demnach    sind    vier  paiticuläre  Integrale  der  Glei- 
clumg  (I): 

I.     y  =  F(a,ß,y,3:). 

IL     y  =  (1  -iK)v-''-,*F(y~«,  7-ß,y,x). 
III.     y  =  x^-yF{a-r^l,ß-y-^h2-y,x). 
IV.     </  =  x^'y{\—x)y-''-fFi\  —  a,  1— /3,  2  — j-,  a). 

Behandeln  wh-  nun  die  Relation  1=  l  —  x  in  dersellien 
Weise,   so    finden   wir  vier   andere   parüculäre   Integrale    von    der 

V.  y  =  F(a,ß,a-Yß-y^l,  1"X), 

VI.  j,  =  .r'-i'F(«-y-fl,  ,5-y+l,  «+/i-y-hl.  l-/)- 

VlI.  y  =  {\-xy-''~?F{y-<y.,y-ß,y~r^-ß^\,  \-x). 

VIII.  y  =  ;e1-1'(1— fl^y-^-i^FCl  —  «,  1—^3,7— «—;3^- 1,1- j:). 

Und  aus  der  Eelatien  (  =  —  erhalten  wir  als  ein  particuläres  In- 
tegral: 

§■  '21, 

4.uf  die  ingt^tbeu'"  Weise  können  sämmtliehe  particulären 
Integrale  für  die  veiseluedenen  Wertlie  yoh  t  gefundea  werden. 
Jeder  Weith  von  t  iuhrt  zu  Tier  particulären  Integralen,  so  dass  es 
leien  im  Ganzen  24  ^ebt 

Die°es  mühevolle  "^  eifahien,   die  übrigen   üu   erhalten,   liraueht 
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man  indessen  nicht  mehr  ananwendeii ;  man  kann,  iim  die  Reihe 
zu  Tervollstäödigeii ,  aus  den  vorhergelienden  neun  die  folgenden 
filnfzehn  ableiten: 

XU.     s  =  j,«-r(l-i)i—- ;'jp(l  -  ß,  r-ß.f-  C  +  l.i)  ■ 

xni.   n^ii-iyFlci.r-ß.r'-ß  +  i,  y^^- 

XIV.     !i  =  (i^r)-fF(^ß,r-^o.,ß-o.+  l,j^y 

XV.   ,=.t'-.(i_i)i—- .f(^«-rH-i,i-/i«-/H  i.Y~)' 
XVI.   !i  =  :c^-'(i^iy-/-'j!'(ß-r+i.i-".ß-''+^,j^-)- 

XVII.  !/=(i-x)-"r(«,r-fti.,^). 
XTiii.  j=(i~i)-''F(ftr-",r,  jzh)' 
XIX.   sr=i'-^(i-«)i-'-<r  («-•/+  i.i-ft  2-1-.  ^)- 

XX.     j/  =  iM(l-i)'-.'-'J'-  (ß—y+l,  1  -0,2-)',  j^)- 

XXI.   9=1- !'('«,»-)'+  i,«  +  (i-r+  i.^^ip-)- 
xxn.   !,=«-,'r(^ft  ß-y  +  h«  +  ß-r  +  i,  ^-)- 

XXIII.  9=1— '(i_j;)i'-..-?y  (i~a.r-i^,r-is—ß+i, -'^y 

XXIV.  ,,  =  i:'-i'(i— i)-'— -*i'(i-ft)— ftr-«-(i-l  ''-7--)' 
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Begehungen  zwischen  den  partieulären  Integralen. 

§-  122. 
Alle  diese  Integrale  mögen  mit 

Vi,  Vi,  ■■;  «/äs.  yu 
beze   haet  werden     wöbe    die  I  d  oea  und    1     Nt  mme       d        o 
teilend    augegebeuen    die   1  ungen    e  nander    ent  p  e  1  en      I  ese 
Gros  en  /  s  nd  nicht    nal  hang  "  yo     e  na  der     denn  na  ii  d      ge 
wohnhch  n  E  gen    1    ft  e    er  hnea  en  D  ffe  ent  al^le  hang  zwe  ter 

0  dnung  {tou  welche  s  e  mmth  h  Lu  un^  d)  b  st  ht  zw 
9l  dd  Yle  j  y  Klto  1 
F    m 

^  i       +B, 

1  d  wi  mu  en  nun  fu  die  v  s  In  le  Coml  nat  ier 
Int  gr  1b  alle  d  ese  Kelat  n  au  he  E  wird  abe  gewisse  Falle 
gehen  n  wel  hen  entwede  A  oder  B  1:\  !1  ist  und  d  lie  d  e  t 
si  e  1  endea  I  ie^  ftle     u    du    h  e    en     o    taut      Fa  to     v 

ande  ve  schieden  s  nd  D  ese  e  ken  t  min  d  u  c!  Anwe  d  g  d 
folgen  len  H  üfsaatzes 

Wenn  awei  Lösungen  der  Differentialgleichung  (I) 
nach  denselben  aufsteigenden  Potenaen  von  x  entwickelt 
sind  und  beide  Reihen  convergiren,  so  unterscheiden  sie 
sich  nni  duich  einen  constanten  Factor  von  einander. 

Dpi  Einfachheit  wegen  nehmen  wu  an ,  dass  eine  der  Lösun- 
gen F(a  (5  ]  r>  sei  und  dass  die  andere,  nach  steigenden  Poten- 
zen von   C  entwickelt    daigestellt  aei  duich 

>,  =  A  -H  B'  +  Gy.^+  ■■■ 

bubstitunt  man  dieien  WpiÜi  von  y  in  die  Differentialglei- 
chung so  wurde  man  durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie  in  §,  114 
finden    i;  =:  AF{v   ß   y  a-),  woduich  der  Hülfsaatz  bewiesen  ist. 

Wir  wollen  diesen  Ilüifssatz  anwenden ,  um  die  particulären 
Integrale  zu  erhalten»  die  gleich  j/i  sind;  von  diesem  werden  wir 
annehmen  ,  dasa  es  eine  convergente  Reihe ,  also  a;  <C  1  sei.  Dann 
ist  j/ä  ebenfalls  eine  convergente  Reihe,  welche  nach  denselben  atei- 
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gendeii  Potenzen  von  x  fortschreitet  wie  ^^ ;  diid  erste  Glied  in 
jeder  ist  die  Einheit,  der  constante  Factor  dos  HütfssatKes  ist 
daher  I  und  wir  haben ; 

Vi  =  Vi- 
Die  nächste  in  der  Ziisammenstelluag,  welche,  aach  steigenden 
Potenzen  von  X  entwickelt,  mit  x'^  beginnt,  iat  y-^.    Nehmen  wir  aus 

den  Coefficienten  von  a:",  so  werden  wir  denselben  finden : 

^    ''  i.2...M.(«+^-r+i)(«+^-3'+2)...(«-f(5-r+«) 

F{«+w,(3+n,  a-\-ß—y-\-n-\-l,  1). 
In  diesem  Coefficienten  ist  aber  F  nur  convergent  (und  hat 
daher  einen  endlichen  Wertli),  wenn 

«  +  (i  -  r  +  »  +  1  -  («  +  »)-(/?  +  «) 

positiY  ist  (siehe  §.  113),  d.  li.  wenn  1  —  y  —  n  positiv  ist.  Daher 
werden  von  einem  bestimmten  Gliede  ab  die  Coefficienten  der  Po- 
tenzen von  X  divergirende  Reihen  sein,  und  wir  können  alsdann 
die  Keihe  3?(k  ß  a  ■}-  ß  —  y+l  1  — ^■)  aicht  als  convergent  be- 
trachten, obwohl  iie  narh  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelbar 
ist    Dabei  ist  ij    nicht  gleich  «i 

Verfahrt  man  mit  y.,  j^  i/n  y,j  tiu  in  derselben  Weise  so 
wird  man  finden  dass  die  letzten  beiden  allein  Reihen  iiiid  die  zu 
gleicher  Zeit  mit  F{tt  ß  y  f)  convergiien      Demnach  eil  tlt  man 

(1)  J/     =  ^2    =   J/ij   =:  ä/i, 

Femei  werden  y^  und  i^  /^  und  y^  ij^^  und  yi  yis,  und  y-^^ 
aus  einander  lur  h  genau  analoge  Traniformitionen  dei  Elemente 
abgeleitet  z  B  wird  umvoni/i  zu^g  überzugeben  die  erste  multi 
pliciit  mit  j;'~i  wahrend  das  erste  und  zweite  Element  eihalten 
wild  indem  man  das  fiuhere  dritte  von  dem  fiuheien  ersten  und 
zweiten  aultrahirt  und  zu  ledem  Eesult'^t  1  iddirt  und  Us  neue 
dritte  Element  indem  man  das  fiuheie  diitte  Element  von  2  sub 
trahirt  Die  es  Verfahren  ist  -wie  min  "leht  bei  allen  dasselbe 
1  1  lei 

(    )         f     =   «t    =    Ml      =     /20 

Aufgal  a      M»     '^  ^  ,   1"^ 

(3)  Vi    =  y»   =  Vii  =  Vw 

(4)  Vi    =  y%    =  !/aB  =  2/24- 

(5)  Vs    =  Vii  ■-=  J/.a  ^  yi6- 

(6)  ^10  —  ^11  =  yit  =  J/ie- 
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Ks  ist  somit  erai,:litlich,  dass  sich  dio  24  Integrale  in 
sechs  Classen  eintlieilen  lassen;  die  gleiolion  Glieder  dieser 
Classen  können  wir  respective  durch 

Fl,  Ta,  Ts,  ^4.  Y^^  ^e 
bezeichaen    der  Reihe   aioh  den  obigen  firö  säen  System  ea  entspre- 
llWll  IdijgKlt  u        h        w  Iche 

hl  m  g     d       Um  t      1       d  L  der 

Diff        t    Igl     1      g       d  b    t  h  n 

N  dlndr  tfirdj  W-tl         n  X, 

■wlhklm       IlmdwlirdT       dTf      dj      g      "Wrthe 
X  gir        d      gr  1     1        d      D  1    1    11    die 

i  gtdw        dlttdg  d  umg  k  hrt, 

k  fllk        &lh  bwlll         iYi 

m  t   1     und   r  b     1  W     m  dl        di     f  1     1      gen 

wihjdif  ISytmrrii  djd  eien 

ISytmrirr         l  dh        l        dl  die- 

j      g       tl     h  b    t  mm  d  I  1    mmt    da 

dhV        d        gdElmf  ddlD  Emtnem 

F    t         g     d  d      G  r       1     t        f  -mnt  w     1      k-^mi. 

Dg        htril  wddhdij  Iche 

diG  dfld  hGpp  t  hlul 

li,  1.,  I3,     Ii    I,,  I4,     ii,  is    Ji, 
li    I2    Y,;     Ti,  Ta,  Ja;     Yv  Y^,  Ys- 
Die  Gleichung  inr  die  erste  von  diesen  Gruppen  möge  sein : 
Yi  =  MYi  +  NYs, 
oder: 

y,  =  My,  -j-  Nj,,. 
Um  M  i&  N  ii  bestimmen,  wird  die  Substitution  von  irgend 
zwei  besonderen "W erthen  TOn  X  auereichen;  dieselben  mögen  x^l 
und  X  =  0  sem  und  man  nehme  an,  daas  1  —  y  eine  positive 
Grösse  sei  SO  dass  v^—y  =  0  ist  für  a;  =  0.  In  diesen  beiden 
Fällen  eil    It  man 

J^(«  ß  r    l)  =  iU-I''(«  — 7+l,/i-7-|-l,  2  —  r:  1)  -I-  N 
l=^NF(a,ß,a  +  ß-f\-l,  1). 
Um  M  und  N  zu  berechnen,  müssen  wir  die  Belationen  zwi- 
BChen  den  Keihen  für  das  Argument  1   bestimmen,  zu  denen 
wir  jetzt  iibergeheu. 
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Einführung  der  Gauas'schen  /"/-Function. 


Der  Cofiffitient  von  x'"  in 

a(rA-t-l)...(cc-irm-l)ßiß-\^l)...{ß+>n-l)  l^_Y  +  m  —  l\ 
1.2  ...m.y(y+l)  ...(y+m—l)  \  y  —  l      \ 

_  <^.ß        («  +  l)(«  +  2)...(«+m-l)()J  +  l)-(;3  +  m-l) 

y{y-l)  1.2.3...(m-l).{l'+l)-..(j' +"»-!) 

==Cooffiaicnt  Yon  x^  m  —   -~^-,  F(a  ^  i ,  ß  +  1 ,  y  +  1 ,  x), 

fiy  —  V 

und  das  GKed  der  linken  Seite,  welches  unabhängig  ist  tüu  x,  ver- 
achirindet,  so  dass  ist: 


Aus  der  Differentialgleichung,   welcher  F(a,  ß,  y,  x)   genügt, 
erhalten  wir  aber: 

,7  fi  in  TP 

Bezeichnet  man  den  Werth  von  F{a,  ß,  y,  x)  fmx  =  l   mit 


F,(„,,j,r)-F.(.,ft,-i)=-^-i3[g]__ 


i',(«,/i,r-i)=^ 


(y-l-»)(r-l-/i 

'  (r-i)(r- 
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ider,  wemi  wir  y  mit  y  -\-  1  vertausclien : 

Kijenso : 
lud  daher; 

_(r-»)(r  +  i-")(r— WCr  +  i-Wt 
ixr  +  i 

_  (r-«)(r+i-»)-(r+i>-i-i')(y-W(r+'-W-(y+t-i-W 
)'(>'+i)..-(7+*-i)(i'-«-«(f+i-«-»...()'+i-i-«-ft 


"Bezeiclmet  man 

1.2. 3... .fc 


(^  +  l)(^+2)....(a  +  fc) 


;^'    mit  I1Q6,z), 


J',  («,  ^,  r)  _  _-^^--— — ^^^^^^^-_-^— ^^  F,  (a,  li..  /  f  A). 

Wegen 
1.2.3...Ä{fc+l)...(/i;  +  «)  =  1.2.3...s(.s+l)(^-l-2)...(«  +  ^) 

1.2.3.....*.(l+i)(,    +|)...(l+l) 

=  1. 2. 3. ..«(^+l)(s  +  2). ..(»  +  *), 
und.  daher : 


(»+l)(«  +  2). ..(»  +  *) 

vorauageaetzfc,  dass  ^  eine  ganze  Zahl  ist.    Aue  diesci'  Ti'ansforBi 
tioH  und  aua  der  ursprünglichen  Definition  erhalten  wir: 
1  +  ^ 


n(h,e  +  1)  =  n(k,g) 


,  +  Lt£ 


Diese  Gleiohnngen  zeigen,  dass  für  einen  gegehenen  Werth 
s  die  Function  /Z"(fc,  s),  wenn  Ä  grösser  und  grösser  wird,  eir 
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Grenzwerth   sicli  nähert,  und   dass   dieser  Greazwerth  endlich  ist. 
Da  alsdann  ^(cß,  g)   eine  Function  voa  0  allein  ist,  so  möge  die- 
selbe mit  IT{e)  bezeichnet  werden. 
Die  letzte  Gleichung  zeigt,  daas 

n(»  +  i)  =  («+!)  JIM, 

die  erste,  dass,  wenn  s  eine  ganze  Zahl  ist, 

ist,  während  in  jedem  Falle  die  Gleichung  bestellt: 

■wo  r(0-\-  1)  die  Gammafunction  Euler's  ist. 

Iiässt  man  in  der  Gleichung,  welche  J^  gieht,  äj  uuoudlicli  gross 
werden,  so  ist  jedes  Glied  der  Reihe  Fi  {("■,  ß,  Y  -\-  '^ )  gleich  Null 
mit  Ausnahme  des  ersten,  welches  gleich  1  ist.  Suhstituirt  man 
für  n(<o,  y  —  1)  und  die  anderen  Fun otionen  dieWerthe  JT()'^1), 
so  erhält  man: 

jr(r-i)if(r-..-li-i) 

ufgabe,     AuB  der  Entwiekelung  von  t  in  eine  nach  steigenji^n 
vou  sin  t  fortachreitenda  Beiie  zeige  man,  daas 


Fi  («,  ß,  7)  =  -, 


II 


©= 


.  Aufgabe.     Man  beweise  die  Gleichung: 

j,(_  .)  n(,  -  1)  =  ,  CO.«  ... 

.  Aufgabe.    Man  beweise  die  Relationen: 

(1)  F,K(i,  r)y,(-«,  Ar- «)  =  1, 

(2)  F,l.,f,r)F,{„,~ß,y-f)=L 
.  Aufgabe.     Man  beweise  die  Gleichung: 

=,(2,l''''"    "jl(,»). 
(G.u...) 
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Bestimmung  der  Constanten  in  den  Relationen  des  §-124- 

§,  127. 
Die  Gleicliuiigeu  des  §.  124  werden  nanmehr: 

w_ ^ 

?,(«,/!,  «  +  /S-7  +  1) 
_     J70i-rt  n(«-y) 

und  daher : 

g(f-i)g(r— f-^i-i) 
"j7(r-«-i)ir(r-/J-i)' 

und  liierau.-i  ist  es  mit  Bemitzimg  der  zweiten  Aufgabe  im.  vorher 
gehenden  Paragraphen  nicht  schwer,  die  Gleichung  abzuleiten: 

__  n(r--i)n(«^r)n(ß-r) 
'-Ji(i-,)ifc«-i)ir(/j-i)' 

Es  sind,  dies  die  Werthe  der  Constanten  in  der  Oleiehung : 

(1)  Fl  =  MY,  +  NY,. 
Ebenso  würden  wir,  wenn  wir 

(2)  r,  =  Jfi  Ya  +  Ni  Y, 

setzten,  finden,  dass  die  Werthe  von  Hfj  und  iV,  sind: 

_       if(r-i)g(-«)jr(^(i) 
'"'  - nli-r)n(r-,i-i)n(r~ß-v) 
g(-«)g(-|i) 

Es  ist  leiclit  zi\  zeigen,  dass  die  folgenden  Gleichungeti  de 
anderen  Yier  Gruppen  der  Reilie  nach  entsprechen : 

(3)  r,  =  M,T,  +  S,  Y, 

_  Ji(r-i)Ji(r-»-/i-i) 

"'-   JI(,_„_l)ir(y-(i-I) 


ji(r-i)JT(»  +  /i-r  +  i) 
H(»-i)ir(/S-i) 
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(4)  Ti  r=  JZj  Ta  +  K^  Y, 

n{r--i)iJ{a~r)n(^ß) 

"'        iT(l-r)'r<«~l)-ff()'-/S-l) 

_  Jl(^fflJ7(»-r) 
"'      i/(:.-(ä)n(-r)' 

(5)  y,  =  Jf,  r,  +  Mt  r, 

gfr-l)gtf-y)g(-«) 

""'■^  Ji(i-r)J7(/i-i)ji(r-«-i) 

_  g(-«)ir(/i-r) 
"'•     n{ß-a)n{-yy 

(6)  Ti  =  i¥5  T;  +iV;,  Ze 

_  g(i.-i)iro?-<.-i) 

*■     n((i-i)Ji(,^«-i) 

_  Ji(r-i)J"J(»-(i-i) 

■"■■        J2(a^l)ir(f-/i-l) 
3a  muas  bemerkt  werden,  dass  die  Arbeit,  die  man  hat,  um 
Conatanten  abzuleiten,  nicht  für  jede  Gleichung  wiederholt  au 
braucht ;  es  lässt  aicb  jede  Gleichung  mit  ihren  Conatanten 
aua  der  eraten  Gleichung  und  ihren  Conatanten  herleiten. 

§.  128. 

Wir  gehen  nun  zu  einer  anderen  Reihe  von  Gleichun- 
gen über,  welche  irgend  zwei  von  den  particulären  Inte- 
gralen und  ihre  Differentialrinotienten  mit  einander  vor. 
binden. 

Ea  iat  bewiesen  worden,  dasa,  wenn  Y^  und  Y^  zwei  particu- 
läre  Integrale  der  Gleicbrrug 

sind,  die  Rcliition  besteht: 

■worin  C  einen  conatanten  Wertii  besitzt,  der  von  den  beiden  ge- 
wählten particulären  Integralen  abhängt.    Bei  derjenigen  Gleichung, 
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[§.  128.]  Hj'pergeometi-iaclie  Ryiiieri. 

welclic  durcli  die  hypergeometrische  Eeihe  befriedigt  ' 

und  daher: 


—        +- 


ax  dx 

Der  Werth  von  C  in  jeder  Gleichung  kann  bestimmt  werden 
entweder  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  derselben  Potenz 
von  X  auf  beiden  Seiten  oder  durch  Substitution  eines  besonderen 
Werthes  von  x. 

1.  Beispiel.     Es  sei: 

Entwickelt  man  jede  Seite  nach  steigenden  Potenzen  von  a;, 
so  ist  das  Glied,  welches  die  niedrigste  Potenz  von  x  in 


r,— ■ 


'J_  ., 


;  das  Glied,  welches  die  niedrigste  PoienK 


enthält,  — (1 — yjx"'',  und  daher  erkalten  w 
ficienten  der  niedi'igsten  Potenzen  gleichsetze 


md  daher: 


2.  Beispiel.    Es  sei: 

?!  =  K  =  F(a,  ß,  c,  +  ß  -  r  +   1,  l  -  x) 

y,  =  sii  =  *'(«,  ß,  r.  ')■ 

Wir  bewiesen  vorher,  dass 

2/1  =  ^Vi  4-  JV"*/5 
ist,  worin  M  und  N  bestimmte  Constanten  sind.    Dies  glebt  durch 
Differentiation : 

'>.ll_^i]h  j_   „älh 
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oder  nach  dem  EeaiiUat  des  letzten  Beispielü : 
Nun  iat  aus  den  Wertlien  von  M  und  N: 

M  ^  fl(r-i)ii(-r)J?(«+i?-r) 
jY       7i(i--/)ir(«-i)-rJ(/'-i)' 


ff(i--/)  =-(>-;)«(-;')' 


-(y-i)n(-rt, 


ir(«-i)n((i-i)    ■ 


1!k!  die  Gluiuliung  wird: 

'^' dx      -^^  dx    '    n(a-i)n(ß^i)    •"    '-      '^ 

Aufgabe.     Mau  beweise  die  Eelationen: 


v^-71^  -  ^' ; 


II(,,-y)U(ß-r) 
lHy-l)n(ß-«) 


dx  n  iß- \)II{y -,(-])    ■ 


g.  129. 

In  allen  vorhergehenden  Untersuchungen  sind  die  Grössen 
fv,  ß,  y  als  von  einander  unabhängig  vorausgesetzt,  es  haben  in  Folge 
deeeen  die  Reihen  ihre  allgemeinste  Form  behalten.  Viele  wichtige 
Anwendungen  sind  aber  dadurch  gemacht  worden,  dass  man  ent- 
weder eine  oder  awei  Beziehungen  zwischen  den  constanten  Ele- 
menten festsetzte,  oder  einem  oder  mehreren  von  ihnen  numerische 
Werthe  geh.  Derartige  Anwendungen  {z.B.  auf  elliptische,  Inte- 
grale) können  hier  nicht  auseinandergesetzt  werden;  der  Studil"eude 
aber,  der  sich  hierüber  au  unterrichten  wünscht,  wird  am  Ende 
dieses  Capitels  ein  Verzeiclmiss  der  wichtigeren  Abhaiidluiigen  fin- 
den, die  über  Lypergeometrische  Reihen  handeln. 
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Hvpcrgeomfitvische  Reiher 


Besondere  Fälle  der  Integration  in  endlicüer  Form. 

§.  130. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Betraclituug  .einiger  speciel 
Fälle  über,  ia  denen  die  hypergeometrisohe  Reihe  in  ei 
licher  Form  dargestellt  werden  kann. 

Es  ist  (§.  61)  bewiesen  worden,    daaf 
zweier  particiilärer  Integrale  der  Gleichung 


der   Quotient   S   irgunii 


11  +  ^- 


wo  I  eine  Function  von  x  allein  ist,  und  es  ist  ferner 
worden,  dase  aus  irgend  einem  speciellen  Werthe  von  s,  weldier 
dieser  Gleichung  genügt,  der  Werth  der  beiden  partioulären  Lösungen 
der  eisten  Gleichung  erhalten  werden  kann.  Im  Falle  der  hyper- 
geometrischen Eeihe  ist  der  Werth  von  I: 

*■    -'      4  \     x^       ^  (x-l)5  ^  x(x—l)         r 

worin  A,  (i,  v  bestimmte  Functionen    der  Constanten  «,  ß,  y  sind, 
ao  dass  also  für  diese  Reihe  dieDifierentialgleichnng,  durch  wclolie  s 
bestimmt  wird   ^eachneben  werden  kann: 
1   1  - _ 

'"  2  \x~-\y 

Wenn  dann  eine  Relation  zwischen 
kann,  die  m  pndhehet  Form  ausdrückbi 
den  Foimeln  m  §    62  die  hypergeomi 
licher  Form  au'.diückbar  seia.     Dasa  di 
nicht  erwarten,  so  lange  die 
wird  es  aus  den  wenigen  angeführten  Beispielen 
Werthe  von  i,  ft,  v  bestimmte  numerische  Oonstanten  sein  müssen. 

Es  gieht  im  Ganzen  fünfeehn  verschiedene  Fälle  und 
nicht  mehr;  zum  Beweise  dieser  Behauptung  muss  an  erster  Stelle 
awf  die  Abhandlungen  YOn  Schwarz  (siehe  §.  134)  verwiesen 
werden,  dem  man  die  Ermittelung  derselben,  aber  anf  vollständig 
verschiedenem  Wege,  lu'sprün glich  vEidiiiikt. 


^{j-i) 

',  gefunden  werden 
iü  wird  auch  nach 
e  Reihe  in  end- 
sind ,  viebnehr 
'hellen,  dass  die 
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Es  wii-d  gut  sein,  liier  die  allgemeinen  Trausformationa- 
formeln  für  die  Function  {s,  x\  bei  Verändenmg  der  Veränder- 
lichen au  wiederholen.  Die  speeiellen  in  der  3.  Aufgabe  §.  62  ge- 
gebenen Beispiele  sind  beaoudere  Fälle  der  allgemeinen  Relationen, 
welche  lauten : 


(1) 


1-1 =(sy  Mi  "©'>'' -)+©''" 


<4) 


Eise  andere  Formel,  die  sicli  nützliclr  erweisen  wird,  ist  die, 
welche  eich  aus  der  Ännalime  s"  =  ir  ergiebt;  wir  erlialtön  dann: 


2  \s' )    ~  a;3 


md  dies  kann  in  jeder  der  beiden  Fornien  geschrieben  werden 
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Hj-pevgeimietiiscliü  Reiheo. 


1 


§.  131. 

I.  Fall.     Setat  miin  in  Xi'.  (1)  der  oben  angefülivten  Formeln 
X  =  X,  HO  erhält  man : 

1.^1  =  (««)  +  ©' k«|. 

Durch  eine  Eeihe  von  geeigneten  Substitutionen  kann  man  von 
dieser  Gleichung  zu  der  entsprechenden  Gleichung  für  die  liyjier- 
geometrische  Reilie  gelangen. 


wiilireüd  nach  (3)  lat; 


,l_^_|)  =  ^(.+  l)M.o|. 


Da  abui'  ö  =  s 


1  '  5+  ij  -  " 

-- 

(d+1)* 

-„__ 

4ö5 

Zwei 

T=  S^ 

=  1 

-  X, 

das3  die 

Beziehung  zwischen 

und 

K  ist: 

(S^)' 

=  1 

-.. 
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Se«hF,tes  Capitel, 


\d'£)  l  —  £ 

Mit.  Anweniiung  von  (1)  erhält  man: 


=  \l  —  x,x]  —-0 


1  dass  man  bekommt; 


(^y- 


und  daher: 

!'•  0  +  il  -  l'     ,')  I' 

Werden  dieee  Substitutionen  in  der  urspi-ligliclioii  Gleicliuiig, 
welche  js,  3!)  ergab,  ausgeführt,  so  wird 

1  ,11 


Dies  iat  dieselbe  Form  wie  die  Gleicliung  {Ä)  in  dein  a 
Falle,  und  sie  wird  mit  dieser  identisch,  wenn  man  setat 
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und  die  Bezieliuiig  zwiRclieii  s  und  X  ist  dann: 

__        4  a" 

■*   ~  (s"+  1)^' 

X™  war  A^  =  (1  -y)V  (t*  =  («-«■',  v^  -=  (y-a-ß)^- 

erinnern  wir  nas  ferner,  dass  y  -^  a  —  ß  positiv  sein  luuss,  damit 

die  ReiliB  aucli  noch  für  a;  =  1   couvergent  sei,  und  neiimen  wir 

(was   erlaubt  ist)    an,  dass  a  grösser  sei  als  (3,  ao  finden  wir ; 

2         2u     '  2n     '  n 

Wird  gewünsclit,  dass  ß  positiv  sei,  so  können  wir  das  Zeichen 
von  »  ändern;  alsdann  sind  die  Elemente  der  liypergeometiisclien 

und  die  Relation  zwisclien  S  und  '£  lai : 

Die  letztere  giebt: 

1  +  (1-^)'^' 


idivond 


Nun  sind  die  beiden  particuläreu  Lö.'iungen,  wenn  die  GieinKmig 
ilire  Hormalfona  besitzt: 

Cis'-''*  und    CjS'-Vis, 
und    die  Beziebung    zwischen    der    abhängigen   Veränderlich ea    in 
diesem   Falle   und  der  abhängigen  Veränderlichea  in  der  gewöbn- 
liühen  Differentialgleichung  ist  (§.  HG); 
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Ilieselbe  geht  in  unserem  speciellen  Falle  über  in : 

Daher  lautet  das  vollständige  Integral  der  Diffe- 

tolgenderma.s.on; 

„=  C,i"'-|l  +  (l-»)"f)^+  C,{1  +  (1 -»)"«)"-. 
Vergleichen  wir  noch  diese  beiden  particnlären  Lösungen 

\\-\-0-—xy}~«    und    a!~"  |1  +  (1  — a;)3'|» 
mit  der  E«i]ie  der  particnlären  Lösungen,  ao  finden  wir,  dasa  sie 
respective  I  und  III  entsprechen ;  in  der  Tliat  bestehen  die  E«latioueö : 


2m'        2: 


,  ^+i-,x\  =2"|M-(1^^)^} 


0  in  der  letzteren  der  gemeinschaftliche  Factor  x    "  weggelassen  ist. 
Diese  beiden  Relationen  sind  demnach  äquivalent  zu  einander. 


II.  Fall.  Aus  dem,  was  in  dem  letzten  Falle  bewiesen  worden 
ist,  folgt,  dass,  wenn  wir  n  den  besonderen  Werth  2  beilegen,  die 
Relation 


3  Lösung  der  Gloichmig 
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[g.  132.]  Hypei-geometriselie  Eeilien 

Zunächst  sei  nun: 


Dann  ist : 

{«,S,i  =  j«, -|Jj  =  IM«, 

1] 

und: 

s  {■(!'-£ +  1) 

8    (i-e- 

3    li"  +  l,  +  l 
8    {.'(l.  +  l)'' 

(<)'  -  1)' 
4  ö^ 

Zwei 
Dann  ist: 

tens   sei: 

ii  =  y. 

|.,i,)  =  (tTn«.!- 

{fe.l,|]. 

und 

iffithii 

(«.1=11,.«)=';^^ 

3            1 

2   (S,"+l)'' 

3 

und  die  Beaiclmug  zwisclicu  ö  und  ^g  ist; 

Hetz 

t  man   drittens: 

1,  =  V3ä:,, 

so  liat  mal 

1  sofort; 

|«,fe|  =  3Kfe|=-^^^ 

1 

-h  3  II)'' ' 
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26  Vs 


Ist  Yiertons 


„l.l  =  (j|)'|.,«,  +  K.l. 


Nun  ist  aber: 


r(l)' 


(»>  +  1)<     "1  +  3  I,- 
Mitliin  wird : 


s  (i  +  3|;;)'. 

und  die  Beziehung  Kwisclien  s  und  ^-^  ist ; 

Fünftens  sei: 
Dann  ist: 


«4-1)'     8    (1,-1)'    18(11  +  1, +  1)' 

27          1. 

8    (g|-l)'' 

id  die  Bezi 

eliuiig  awischen  S  und  1,  ist.: 

.          s'+2s^V3  —  1 

Seehsl 

ena   sei- 

^-.  =-it 

ann  ist : 
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itjpKi'geometriscliH  Heiticri. 


d^,  _    3 


iT.  +  ■ 


— °__   +  J^  +.   ° 

'    ih-iy^  s/   *  lr.(l-ä,)' 

!  die  Relatinn  zwisclieu  s  und  Ss  ist: 

r«<  +  28'V3  — iT 

Es  ergiebt  sich  daher,  dass  eine  Lösung  der  Gleichung 


in  dem  Falk,  wo 

3  ""     '''     **        2 
ist,  dargestellt  wird  durch 

fs*-\-  2  sä  Vi"  —  l\^ 


Aus  dieser  Relation  kann  man  den  Werth  tou  s  (derselbe  ist 
eine  etwas  eomplicirte  Fimction  von  x)  und  daraus  den  Ton  s'  finden 
und  wird  dadurch  zu  einer  Lösung  der  Oleichung 

gelangen. 


HI.  Fall.      Aus   den   beiden   voi hergebenden  Fällen   kann   ein 
er  abgeleitet  werden. 
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Seplistes  Capitel. 
1  setüe  im  11,  Falle 


rd  naüh  dein  1.  Falle : 


18 


Verwandelt  man  nun  S  in  —  ^,  so  d 

s-i  +  2  sä  yV  —  1 


il-d: 

4  _5_ 


«a-^)ä 


,2  '  (i_^).  '  ^(i~^) 

Eine  Yergleiclinng  dieses  Resultats  mit  der  allgemeinen  Formel 
zeigt,  dasä  die  letzte  Relation  zwischen  s  niid  S  eine  Löstmg  dar- 
stellt, wofern 

,1  2  I 


md  somit 


Mittelst    der    vorstehenden    Relation    köi 
Yoilständige  Lösimg  der  Gleichung 
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Hl 

sndliolier  Fi 


Bypergeometrisuhe  Reihen. 


findon. 
abe.    Man  zeige,  da 


aus  (lern  II.  Falle  (Hb  Lösung  \ 

""6  ";^-48^  =  ^ 


'   (1- 


/4         5      \  <?»/ 


1  in.  Falle  die  I,öi 


y-zO 


13 


m  endliclici  Foim  abgeleitet  werden  kann 

Wpiteie  Beispiele  wild  man  in  Aen  „Vermischte  Aufgalsen"  am  Ende 
dieses  Capitela  finden 

Man  kann  leicht  zeigen,  daus  in  allen  gegebenen  Beispielen,  wenn 
Wi)  positive  Weithe  von  Ä    u    f  nehmen 

lit,  dei  Pill  1  -|-  «  4"  *■  ^^  '   1'^'^^   '"-^   durch  difi    einfachere  Methode 
des  %    bS  mf^iicn      Siehe  clie  7    -intgabe    Seite  143, 


§.  134. 

Um  sich  weitere  Kenntnisa  von  dem  Gegenstande  der  Jiyper- 
geometrisehen  Reihen  z«  verschaffen ,  kann  man  folgende  Abhand- 
lungen atudiren : 
Gauss,  „Disquisitiones  gcnerales  circa  seriem  inßnitam 


1  +  ^ 


-x  + 


«(«  +  l)^tf+l) 


x^  +  - 


(Ges.  Werke,  Bd.  III,  S.  123  bis  1G3.) 
„DetcfmincUio  seriei  nostrae  per  aeqitationem,  differentialem 
Beeundi  ordinis.'^     Ebendaselbst  S,  207  bis  230. 

Kummer,  „Ueber  die  hjp ergeometrische  Reihe."  CreUe's  J.  Bd.  XV, 
8.  39  bis  83  und  127  bis  172. 

Schwarz,  „Ueber  einige  Abbil dun gs aufgaben."  Crelle's  J.Dd.LXX, 
S.  105  bis  120. 

„üeber  diejenigen  Fälle,  ia  welchen  die  Gausa'sche  hyper- 
geometrische Reihe  eine  algebrais die  Function  ihres  vierten 
Argamentes  darstellt."  Crelle's  J.Bd.LXXT,  8.  292  bis  335. 

Cayley,  „Ow  the  Schwarman  derivative  and  fh^  Polphedral  Functions" . 
Camh.  Phil.  Trans,  t.  XIII. 

Voisytli,  DiaeieutlalglsioliiiDgen.  ]g 
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2*2  Sechstes  Capitcl.  [§.  IM.] 

In  der  letzten  yoö  diesen  Abhandlungen  findet  man  noch  andere 
Abhandlungen  angeführt. 

Auch  eine  Abhandlung  TOn  Goursat  „Sur  VSquation  diffSren- 
tieUe  qui  admei  poitr  intSgräle  Ja  särie  hi/pergSomärique"  (Annales 
de  l'ecole  normale  superieure,  Ser.  II,  t.  X)  kann  mit  grossem  Vor- 
theü  nachgelesen  werden.  In  derselben  erhält  der  Verfasser  durch 
Eiitwickelung  einer  Methode,  die  man  ursprunglich  Jacohi  ver- 
dankt, die  Resultate  von  Kummer  und  Schwarz. 


Vermischte  Aufgaben. 

1.  Mau  beweise,  dass,  -wenn 

(a*-|-6^— 2  ffl&  COS  5p}—«  =  jio-|-2^j  Cös^p-f- 2-^3  cos  2  ji-f-2jl3COs3  (?+■■■ 
ist,  aJsdann  der  Coefficieut  Ar  in  jeder  von  den  Pormen  gettclinebeu 
werden  kann: 

«,    (»+t— 1)1       «■-!■'       F^'.l   '■■  '»  I    '■-  I    '   .-l  I    *"''>' \ 

w '; ;!.''- i)''(.+"t)'w.''  "("+'■  '■+?"-+''CT--> 

(Gat...) 

2.  Man  suclie  eine  Lösung  der  Gleichung 

(A  +  11X+  Ci'l  g  +  (B  +  £«)  ll  +  Fj  =  0 

in,  dei  Poim  einei  hjpeigeometiiachenBeilie ;  dabei  werden  4,  B,  C, 2),  E, ii' 
als  ConatantPn  votausgesPtzt  (Gauss.) 

3  Eine  Tunction  heisst  verwandt,  mit  F  {et,  ß,  y,  x),  wenn  sie 
aus  ihr  dadurch  abgeleitet  ist,  dass  man  eins  und  nur  eins  von  ihren 
oonstanten  Elementen  um.  eine  Einheit  ändert.  Man  bezeichne  nun 
Fia  +  hßyV,'^)  mit  F^+,F(it  —  l,ß,y,x)  mit  Fa-  und  F(a,  ß,y,x)  mit 
F  und  bew  eise  dann  dip  folgpnden  Relationen ;  - 

(1)  0  =  (^-t•}F+l•F^^.-ßFf+. 

(2)  0  =  (y-«-l)F+«A+-(,-l)y,-. 

(3)  0  =  [r-2.-(p-«)iJir+.(l-j;)P.+  -(,-»)F._ 

(4)  0  =  r[.-(,-ß)l]F-,y{l-,^}F,t  +  (r~„}(y^ß]lF,+. 
(6)  0=l.r-^l-^|F+-l,l~>:)F«^--^r-P)Ff-.  (aau.ij 

4.     Mail  beweise  die  Gleicliung : 
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(I -3^)  FK  ft  y,a^) -?■(!-«,  1-^,1  — y,w)-l 

(G«U«!.) 

5.    Dadurcli,  A&ee  man  die  unabhängige  Vei'änderJiclie  in  der  Diife- 
infiaJgleiolnjng  ändert,  lieweise  man  die  folgenden  Gleiclinngeii : 

(Gau  " 

{Ga. 
(S)     I.'(e,A„  +  p+i,»»»)  =  r(2,.,  2  A„+;!  +  l, .■»•!). 


(Gau..,) 

(Gau..,) 

(Knmmer.) 


Man  beweise  ebenso,  inflem  man  die  VerändciQiolie  x  in 
-Sx  (l  +  (l-aj''T' 
verwandelt,  die  Gieictung; 

«  <f.  ^.  '4-'.  -") =~--  "(1^  '-t'  ^'  =!??)■ 

(Knmmer.) 

6.  Man  zeige,  dasa  die  runotionen  Pn  und  Q»,  welche  die  unab- 
liängigen  Löaungen  der  Legend're'solien  Gleiclung  sind,  sich  dai'stellen 
lassen  durch  hypergeometrisclie  Beihen  in  der  Porm : 

P.M  = £21! r'^Ci  - ..  i  - ..  i>~i 

"^'      2ä»iZ(»)nH'        W        '2         -V 

wobei  die  Verändevliobe  x  der  Legendre'asJien  Gleichimg  mit  |  dui'oh 
die  Relation  Yerbnnden  ist; 

2äll  =  I  +  r'.  (Heine.) 

7.  Man  zeige ,  dass ,  wenn  die  unabiängige  Verändarüclie  in  der 
Legeudre'aclien  Gleichung  der  Bediiigüng  unterworfai  wird,  daBs  sie 
Jileiner  als  1  sein  solle,  die  vollatandige  Lösung  dargesteUfc  werdea  feann  durch 

,.(_i.,.,.+>,.,..)+..^(_>.+i,i.+44 

wovin  die  E«üien,  wenn  unendlich,  convergent  sind.  (Haine.) 

8.  "Wird  die  Heihe 

^  ^'lAX^rJ-  »(«  +  I)^(ff  +  l)y(y  +  l)    .  , 
^  a«  ^^    1. 2. *(*  +  i). «{*  +  !)    ''  '^ 


'{("in- 
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bezeichnet,  so  beweise  man,  dasR  V  der  DjffeireiitiHlgleiohung  genügt: 


Ullil 


3:1-'  F 


Man  dj-iicke  die  erste  von  diesen   drei  Lösungen   mittelst  der   b«idaa 
anderen  aus.     (Siehe  §.  77.) 

dy_  _ 


hat   eine   partiouläre   Lösung   vou  der  Form  a;".     Man  hestiinm.e  «   und 
auohe  die  yollatändige  Lösung. 

Hiemaoli  stelle  lüau  m'csm«  als  eine  liypergeomettisclie  Beihe  dar. 
(Goursat.) 
i  vollständige  Lösung  von 


in  endlicher  I"orm. 

11.     Man  beweise,  daes  die  Eelation 

X       __  (ga  _|^  14^4  ^  1^3 

^  —  1  ~     108  s^  (m*  —  IJ* 

der  Gleichung  genügt; 


(.,«1  =7f    +F 


15  1Ö5 

32 


und  bestimme  Iiieraus   in  endlicher  Form  die   vollständigen  Integrale  der 
Gleichungen ; 

,1,  .(i-jÄ  4-  ("i  _  H  j~i  a  +  ii  „  -  0 

(1)  1(1    «J^j,, +  Vs      n')  i!c  +  m'  —  "- 

(2J    atll      'li^,  +  (3        n'')dx        576 '-'""■ 
12.     Man  beweise,  dass  die  Relation 

(»-1)'  _  (.■  +  14.*  +  l)' 
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der  RlaiFliung'  genügt ; 

und  bestimme  hievaus  in   endlicher  Form   die   vollständigen  Integrale  dor 
Gleichungen  : 

(1)  ^(l-^)^-^(--_^j^  +  -;,=^0. 

(2)  «:(l-.,)^  +  (---^)^-~2,  =  0. 


yGoosle 


Lösung  durch  bestimmte  Integrale. 

Wir  haben  nuumehr  die  liauptsßcliliclisteii  Methoden  angegeben, 
durch  welche  sich  die  abhängige  Veränderliche  als  Function  der 
unalDhängigen  Teräaderlichen  darstellen  läset  mittelst  solcher  Func- 
tionen, die  gewöhnlich  bekannte  Functionen  genannt  werden.  Es 
giebt  indessen  noch  eine  andere  Methode,  welche  sicher 
2U  einer  Lösung  gewisser  Differentialgleichungen  führt, 
obwohl  die  vollständige  Ausführung  der  angedeuteten  Operatio- 
nen nicht  möglich  ist.  Diese  Methode  besteht  darin,  dass  man 
den  Werth  der  abhängigen  Veränderlichen  als  ein  be- 
stimmtea  Integral  darstellt;  ihre  Hauptanweiidang  auf  gewöhn- 
liche Differentialgleioiinngen  findet  sie  in  dem  Falle  einer  gewissen 
Classe  von  linearen  Gleichungen,  welche  sich  sonst  durch  Reihen, 
aber  nicht  in  so  einfacher  Form,  lösen  lassen.  Die  Methode  ist 
aber  von  ausserordentlicher  Bedeutung  bei  der  Lösujjg 
derjenigen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung,  welche  bei  Unter- 
suchungen dci  mitJieinatischen  Physik  auftreten;  in  der 
Thit  bilden  bei  einigen  Aufgaben  diese  Losungen  mittelst  bestimm- 
ter Integiale  die  einzigen  bish«  erhaltenen  Losungen.  An  dieser 
Stelle  taben  wir  mde^^en  du  Anwendung  siuf  gewöhnliche  DifFeren- 
tMlgliifhungen  im  Avp 

§.  138. 

Die  Methode  wird  mit  besonderem  Nutzen  angewendet  auf 
lineare  Gleichungen,  in  deren  Coefficienton  iC  nur  in  der  ersten 
Potenz    nnfinit   und   in   dcucn   kein   von   ?/    oder   den  DifFercntial- 
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quotienten  von  y  unabhängiges  Glied  Torkommt.    Ein 
chttng;  ist  in  ihrer  allgenieinsten  Form : 

wobei   dio  a  und  6   Constanten   sind.      Dieselbe  kann  g'cschii 
werden : 


'(£)»  + *(r.)»  =  °. 


wori))   (p   und  lii  rationale   ganze  algebraische  Functionen  i 
gemeinen  von  dec  wten  Ordnung  bedeuten,  obwohl    die  ( 
einer  jeden  durch  das  Verschwinden  einiger  ihrer  Coeffioienten  auch 
niedriger  sein  kann.    Um  diese  Gleichuiig  ku  lösen,  nehmen  wir  an: 

wo  T  eine  Function  ¥0n  t,  aber  nicht  von  x  ist.  Die  Form  dieser 
Function  und  die  Integrationsgrenzen  {die  unabhängig  von  x  vor- 
ausgesetzt werden)  sind  dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  diesen 
angenommene«  Werth  von  y  in  die  DifFerenüalgleichuiig  ebsetzt.    Da 

dx      J 


0^        J 


Tat 
TM 


ist,  HO  kann  das  Resultat  der  Substitution  dargestellt  werden  in  der 
Foi-m: 

/xe^^ipif)  Tdt  +f^''l> (t)  Tat  =  0, 
welche  identisch  befriedet  sein  muss.    Der  erste  von  diesen  Aus- 
drücken kann,  wenn  man  partiell  integrirt,  ersetzt  werden  durch 

und  daher  geht  dio  Identität  über  in : 

C«"y(<)r]-y(?'[^|(p(i)T}-*(()T]i!  =  0, 

wo  das  erste  Glied  zwischen  den  bisher  noch  unbekannten  Grenzen 
des  Integrals  zu  nehmen  ist.  Nun  wird  diese  Gleichung  erfüllt 
werden,  wenn  wir  setzen : 
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für  alle  Wertlie  von  (  innerhalb  des  Integrationsbereiclies  und 

[e"5P(()T]  =  0 
für  die  Grenzen.     Die  erste  von  diesen  Gleicliungen   bestimmt  T 
als  Function  von  (;  die  letzte  wird  die  Grenzen  dieses  angenommenen 
Integrals  bestimmen. 


Um  den  Werih  von  T  zu  erhalten,  s 
Gleichung  in  der  Forin : 


willktirllclie  Conatante  ist.      Daher  ist  der  Werth 


4— 

J       f 


J   91 


-   dt, 


■P(i) 

genommen   zwischen  Iiitegrationsgrenzen,  die  sich  du 
die  Gleichung  bestimmen: 


Wir   haben    nun    die  Grenzen    zu    bestimmen    iind    be- 
trachten daKU  die  Gleichung ; 

wo  fti  eine  Constante  Ist.  Es  sei  ^i  ein  Wertli  von  t,  welcher  un- 
abhängig ist  von  X  und  der  Gleichung  genügt;  ferner  seien 
ftg,  ...,fir  andere  Constanten  und  ß^,...,ßr  die  entsprechenden  Werth  e 
von  t,  welche  sämmtlich  unabhängig  von  x  sind. 
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Wird  dann  der  Wertli 

y  =  Alf   e^*  Tdt  +  Aif    e^'  rrff  -h  ■-■ 

in  die  Gleichung  eingesetzt  und  wird,  wie  bei  der  vorhergehenden 
Analyse,  in.  jedem  TOn  diesen  bestimmten  Integralen  (wo  für  T  der 
vorher  erhaltene  Werth  zu  nehmen  ist)  eine  einzige  partielle  Inte- 
gration ausgeführt,  so  inüssen  wir,  damit  die  Gleichung  erfüllt 
werden  könne,  haben: 

und  wenn  diese  Gleichung  identisch  befnedigt  let  so  ist  der  vor 
stehende  Werth  von  y  eine  Losung  der  Gleichung  Diese  letzte 
Identität  wird  diejenigen  nothwendigen  Eelationen  angeben  welche 
zwischen  den  willkürlichen  Constanten  A  bestehen  können  und  iie 
■wird  somit  die  Anzahl  der  unabhängigen  Constanten  bestimmen 
ist  diese  Anzahl  dieselbe  wie  die  Ordnung  dei  Biffeientialgleichung 
so  wird  der  vorstehende  Weith  von  y  d\a  vollständige  Integi^I 
sein;  ist  sie  aber  kleiner,  so  muss  die  Anzahl  vm  patticulaien 
Integralen,  welche  erforderlieh  ist  um  da^  vollständige  Integral  zu 
geben,  auf  andere  Weise  boatinimt  w  iden  Bei'.piple  liieizu  weiden 
später  gegeben  werden. 


§.  133, 

Dies  ist  das  allgemeinste  Verfahren,  um  die  Grenzen  zu  er- 
halten; es  schliesst  als  besonderes  System  die  Grenzen  ein,  welche 
man  erhält,  indem  man  die  von  ^  unabhängigen  Wurzeln  der 
Gleichung 


tfVi"^„ 


nimmt      Flu  diosilbin  i'.t  . 


l'-J^'U 


und  aiH  ^md  gewoliiihch  die  einfachsten,  die  man  eih^lteii  kann. 
Wenn  diese  Gleichung  nur  zwei  von  einander  verschiedene  Grrenzen 
ergieht,  -so  wiid  sie  das  einzige  be-itimmte  Integral  liefern,  welches 
man  hei  dem  hetieftenden  Beispiel  unmittelbii  erhalten  kinn  er- 
gieht -.le  abei    mehi    iU    zwei    (nennen,    7    B    )   +  1    '■''  können 
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r  particulftre  Integrale  aufgestellt  werden.  EeKciclinen  wir  nämlich 
diese  Grenzen  mit  K,ßj,ß2,...,ßr,  so  erhalten  wir  als  die  entspre- 
chende Lösung: 


=2;K/" 


1.  Aufgabe,      Um  das  Vorstehende  anzuwenden, 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung : 

liier  hallen  wir  nach  der  obigen  Bezeichnung: 
9)  (j))  =  —  t 

und  liaiier: 

oder,  wenn  wir  das  Zeichen  der  willkürlichen  Constante 

T  =  A^  e~  ^+^, 
■währeud  der  allgemeinen  Eege!  zufolge  die  die  Grenzen  b. 
GJeichimg  ist: 


Nun  wird  dieselhe  befriedigt  durch  (  =  co ,  wenn  ((,  :^  0  ist, 
und  durch  (  ^  0,  wenn  /i  =  —  j4q  ist.  Wir  können  daher  als 
Grenzen  des  bestimmten  Integrals  0  und  a>  nehmen.  Das  Integral 
wird  demnach : 

Es  ist  zubeachtpu,  di?«  t,eiide  wie  im  allgemeinen  Falle  eines 
der  bestimmten  Integiale  allein  keine  Ijösung  der  Differeiitial- 
gleiohung  war,  so  au:,h  dieses  kerne  Lösung  der  Gleichung  ist,  da 
die  Glieder  auaserhalb  des  Integrals 

anstatt  gleich  Niiü  sind.     Dieser  Werth  von  y  ist  somit  das  piirti- 
culäre  Integral  der  Gleichung: 
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mg  durch  bi 


ändert  sich  die  Girüsse  T  nicht,  wenn  wir  für  t  setzen  mt, 
3  Wurzel  der  Gleichung 


ist;  femer  bleiben  auch  die  Grenzen  des  bestimmten  I 
geändert;  da  in  der  Gleichung,  welche  diese  Grenzen  bestimmt,  das 
Glied  xi  im  Exponenten  sieh  verwandelt  'va..xcot,  was  mit  Rücksicht 
auf  diese  Gleichung  dasselbe  ist,  als  ob  man  3;  in  a;  ro  änderte,  eine 
Aendermig,  welche  auf  die  Grenzen  keinen  Einfluss  bat,  da  die- 
selben unabhängig  von  <c  sind.  Daher  erhalten  wir  ein  anderes  be- 
stimmtes IntegTul  in  der  Form : 

oder,  wenn  man  ci  aussertalb  des  Integrations zeich enä  setzt: 

Eild  f  man  luii  Iicl  1     i  ramten  Intpj,inle  fui  alle  {n  -\-  l)ten 
WuizlIu  dei  Linhut  lind  iddut  sie  zn  emnndei     10  hnl  t  man  als 
den  Äusdiuck  von  y  welchei  zu  subitituiien  ist 
j'  +1  ji+i 

Substituirt  man  nun  dieses  Werth,  wie  in  der  allgemeinen 
Untersuchung,  so  verschwinden  die  Giieder  unter  dem  Integralzeichen 
identisch  und  der  Theil  des  Ausdrucks,  genommen  zwischen  den 
Grenzen,  welcher  durch  das  Ar  entsprechende  Integral  geliefert 
wird,  isiAr;  mithin  ist  die  resultiren^e  Gleichung,  wenn  man  diesen 
Werth  von  y  in  die  Differentialgleichung  einsetzt: 
A  +  ^1  +  ^3  +  ■  ■  ■  +  ^»  =  0. 

Ist  also  diese  einzige  Bedingung  zwischen  den  it  -\-  1  willkiir- 
lichen  Constanten  erfüllt,  so  ist  der  vorstehende  Werth  von  y  die 
voDständige  Lösung  der  Differentialgleichung 
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2.    Äufgiilja.     Man  beweise,  daae  der   olnge  Wertli  von  i/  das   voll- 
ständige Integral  der  Gleichung 

iat,  vorauagesetat,  dass  die  Constanten  a  der s^edingung  genügen; 
Ä,  +  A^  +  Äs  +  -.-  +  A„^a. 

.3.   Aufgabe.      Man    beweiae,    flass   das  -vollständige   Iiitegrsil    der 
Gleichung 

für  positive  "Werthe  von  x  gegeben  wird  durch 

+  JJ /.'■>-»)    I   -,'        !(.-«    <   I'-"        '«., 

und  bestimme  das  antsprecliende  vollständige  Integral  für  negative  Werthe 
von  .7^.  (Pet^val.) 

4.  Aufgabe,     Man  löse  die  Gleicbuiig: 


worin  «  iiiiiä  g  OoBstanten  sind, 
Hierbei  ist: 

Somit  ist  Ans  Integral  dev  Gleichung; 

■y  =  C  f  e"*  (t^  —  q^)'^"-^  d  t, 
genommen  zwischen   Grenzen,   welche  gegeben   werden  dureli  die 
Gleichung : 

Um  die  Grenzen  au  erhalten,  setzen  wir: 
e^i  {p  —  qifA"  —  0, 
und  nehmen  a  positiv  an.  Dann  werden  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
gegeben  durch 

t  ^=  -\-  q     und     i  =  —  g. 
Wird  iiuii  «  auf  positive  Werthe  heschrünkt,  so  ist  eine  dritte 
Wurzel  gegeben  durch 
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wälirend,  -wenn  x  negativ  ist,  eine  dritte  Wurzel  gogobcii  ist  diircli 

i  =  +  •. 

Da  wir  in  jedem  Falle  drei  Wertlie  haben,  die  duroli  die  Grenz- 
gleicEung  geliefert  werden,  so  können  wir  zwei  verscMedene  parti- 
culäre  Lösungen  aufstellen  nnd  somit  das  allgemeine  Integral  er- 
halten.    Das  allgemeine  Integral  ist  also,  wenn  x  positiv  ist: 

;;  =  Af  (p  —  q'')'/^"-'  e''--  dt  +  B  f  {fi --  q'f^"-^  e'^''  ät, 

xind  wenn  x  negativ  ist : 

y  =  AJ'it?  —  q'^)y^'^^'ß''dti-  B  f  {i-i  —  q:')y^"-^  tf"  dt. 

5.  Aufgabe.  Man  zeige,  dasB,  wenn  a  zwischen  0  imd  2  liegt,  Aas 
allgemeine  Integral  der  Glaietiuiig  ist: 

.   welclieia  Falle  das   allgemeine  Integral  ge- 


iz =  fg9^">'^  {A  +  Blog{xsm'^3-])dS. 

i  (Boolß.) 

6    Auf^ibo      Mai  sa.'Ae  die  voU&tandi^"  Lüsui  „   1  i  Bessersclieu 
die  cl  u  g  m  t  Hilfe  \  n  bp=t  nmten  Integnlei 


Die  im  "^  Ol  stellenden  behandelte  allgemeine  lineaie  Differential- 
gleichuns;  iit  eme  mit  verandei liehen  Coetficienten  welche  in  Bezug 
auf  die  unabhängige  Veiandeiliühe  vom  ersten  Giade  sind,  und 
die  Losung  durch  das  bestimmte  lategral  war  eiliilten  worden 
mit  Hülfe  emei  Difieientialgleicliung  eister  Oidüung  welche  die 
unbekannte  Fnnction  T  bestimmte  Es  i^t  die«  jedoch  nicht  der 
einzige  Tvpu'?  tmei  Diffeiential^leichung  auf  welche  die  voraus- 
gesetzte Form  des  Integrals  anwendbai  ist  es  ist  vielmehr  that- 
sachlich  nur  em  besondeiei  Fall  eines  allgememeien  Verfahrens, 
welclie?  dntch  den  fflgenden  Satz  ingedeutet  wird 

Die  duich  bestimmte  lutegiale  au  beweikstelligende 
Losung   dei    Bll^emeinen    lineaieB   Diffeientiilgleichiuig 
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«ter  Ordnung,  deren  Coefficienten  nicht  Constanten, 
sondern  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
von  nicht  höherem  ala  dem  »tten  Gl-ade  sind,  kann  ab- 
hängig gemacht  werden  Yon  der  Lösung  einer  linearen 
Differentialgleichung  Ton  nicht  höherer  als  der  «sten 
Ordnung,  deren  Coefficienten  Tcrtlnderlich  sind. 

Wir  schreiten   zum  Beweise    dieses  Satzes.      Die  Differential- 
gleichung möge  dargestellt  sein  dxireh; 

worin  Xr  {für  alle  Werthe  von  r)  eine  Function  von  x  allein  von 
nicht  höherem  als  dem  mten  Grade  ist,  welche  gegeben  sei  durch: 

X,.  =  a^  +  ör  «  +  Cr  a^s  -I \-Jc^  a;™-'  +  1^^, 

wobei  für  einige  Werthe  von  r  einige  der  Coefficienten  der 
höchsten  Potenzen  von  x  verschwinden  können.  Indem  wir  als 
die  particuläre  Lösung  dieselbe  Foim  wie  vorhernehmen,  setzen  wir: 

mit  bisher  noch  unbestimmten  Grenzen  und  mit  T  als  einer  unbe- 
kannten Function  von  (.     Niin  giebt  dieser  Wertt  von  y. 
iVy  _ 


=  /^^f 


Tat, 


und  es  wird,  somit  die  Gleichung,  wenn  dieser  Ausdruck  für  y  ein- 
gesetzt wird: 

/e*=^  rp«X„-[-  i"-iX„-.i  +  •■■  +  f  Xi  +  X^-\dt=^0, 
welcJie  identisch  erfüllt  sein  mnss.    Ordnen  wir  wieder  den  Ausdruck: 

i"  Z„  +  (»-^  Z„_i  H h'^i  +  ^o, 

so  dass  er  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  und  setzen  wir: 
a„]f«  +  0!«-_ii"-i  +  .--  +  «ii-f-«o='7^   ' 


so  verwandelt  sich  obige  Gleichung  in: 

Nun  ist  die  linke  Seite  die  Summe  von  ni  +  1  Integraler 
der  Form: 
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fe^TnyX  dt, 
und  ^edüs  derselben  l^ann  partiell  integrirt  werden  so  lange,  bis  dio 
Veränderliche  x  ausser  in  der  Exponentialgrössc  nicht  mehr  darin 
vorkommt.     Wir  erhaitea  so: 


f. 


wobei  der  Theil  aiisserhalb  des  Integrationszeichens  zwischen  den 
bisher  noch  unbestimmten  Grenzen  des  Integrals  zu  nehmen  ist. 
Bezeichnen  wir  den  Ausdruck 

«"  TU,-.'-'§-^iXu,)  +  ...  +  (_,).-.--|i;(Ti;,) 

mit  Vr  für  alle  Werthe  von  r  mit  Ausnahme  von  Null  {in  welchem 
Falle  keine  Integi-ation  durch  Theile  nothwendig  ist)  und  wenden 
wir  die  vorstehende  Formel  auf  jedes  der  bestimmten  Integrale  auf 
der  linken  Seite  unserer  Gleichung  an,  so  verwandeln  wir  dadurch 
die  Gleiefiung  in : 

+  (-ir~(rK,.))<B  =  o. 

Dies  wird  identieob  erfüllt  sein,  wenn  dio  vinbekannte  Function  T 
so  gewählt  wird,  dass  sie  der  Gleichung 

rt7.-^(Tt;,)  +  ^(I'ir,)_...  +  (-l).J^(I.tf.,)  =  0 

für  alle  Werthe  von  t  awiscben  den  Grenzen  der  Integration  genügt. 
Diese  Grenzen,  sind  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung : 


[..|.].„. 


Die  Gleichung,  welche  T  bestimmt,  ist  nun  linear  mit  ver- 
tnderlichcn  Coefiicienten,  und  sie  ist  von  der  wten  Ordnung, .  kann 
(ich  aber  aucji  auf  eine  von  niedrigerer  Ordnung  reducircn;  ist  die- 
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selbe  gelöst,  so  kann  man  eine  Lösung  der  ursprüa glichen  Gleichung 
in  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  ableiten. 

Hieraus  folgt  der  Satz,  wie  er  oben  ausgesprochen  wurde. 
Da  die  Gleichung,  welche  T  bestimmt,  von  der  wten  Ordnung 
ist,  so  wird  sie  m  von  einander  unabhängige  particuläre  Lösungen 
haben;  dieselben  mögen  mit  Tj,  T^,  .  .  .,  T,a  bezeichnet  werden. 
Diesen  entsprechend  wird  es  m  particuläre  Lösungen  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  geben,  und  zwar  wird  man  diese  erhalten,  wenn 
man  für  T  in 

Je"  Tdt 
diese  in  "Wertbe  der  Eeihe  nach  einsetzt. 


§■  1«. 

Tm  Falle  m  =  2  wird  die  Gleichung,  welche  T  bestimmt: 
I.I7.^|(j.[,0+Ji<I.tr,)  =  o, 
oder,  was  dasselbe  ist: 

Folgendes  sind  einige  der  speciellen  Fälle,  in  denen 
diese  Gleichung  sehr  einfach  integrirt  werden  kann. 

1)  "Wenn  die  Coefflcienten  a,  h,  c  so  beschaffen  sind,  daas  die 
Gleichung 

cW'  dt    ^     ' 

für  alle  "Werthe  ¥on  t  erfüllt  ist.      Alsdann  ist  der  Wcvth  von  T, 
wie  man  leicht -zeigt: 


J   ^1 


2)  Multiplicirt  man  die  Gleioliung  mit  ü^.,  so  kann  man  sie 
der  Form  schreiben: 

iJlV    '    dtl  '     '  dt  'V  tif  rlt'  / 

deren  linke  Seite  ein  vollständiges  Ditferentiai  ist,  wenn 
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ist.  Wenn  also  die  Wertlie  von  a,  b,  c  so  beschaffen  sind,  dass  s 
diese  Gleicliuag  au  einer  Identität  macben,  so  ist  der  Werth  von 
gegeben  durch 

m~  —  h\  U,  1'  =  A, 
'    dt 

und  dicR'füIirt  zu  dem.  Resultat: 

für   T  a- 
i  /'-^  dt 


3)    Wenn  die  Gleichuag  für  T  a.uf  ilire  Korinalfornj    reducirt 
wird  durch  die  Substitution:  . 


TViC     ^■'  "^       =  S, 


Oleidiu 

d'S 

+  S 

s 

t;„ 

1 

/".^ 

Ein  Integral  dieser  Gleichung  wird  sofort  erhalten ,  wenn  2^ 
verschwindet,  d.  h.  wenn 

ist. 

Ferner  erhalt  man  unBiittelbar  integrirbarc  Falle,  wenn  % 
eine  Constante  oder  von  der  Form  X(e  -{-  ft)~''  oder  von  der  Form 
X(e  +  ft)-^  ist. 

Wie  aber  auch  immer  die  Relationen  zwischen  den  Constanten 
in  den  Functionen  TJ  sein  mögen,  die  Lösung  der  Gleichung,  welche 
r  bestimmt,  ist  in  jedem  Falle  von  der  Form : 

r  =  d  Ti  +  Oj  Tä, 
während  die  Gleichung,  welche  die  Grenzen   des  heatimmten  Inte- 
grals ergieht,  lautet ; 

h^  [«  U,T--^^  (U,  T)  +  Jh  'A]  =  0. 
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Dieselbe  wird  befriedigt  durch  diejenigen  Wertbc  von  i,  weitlie 


gemeinschaftlich  genügen,  wenn  es  deren  überhaupt  giebt. 

AufgalDe.    Man  integrire   mittelst    eines  bestimmten  Integrals   die 
Gleichung 

»S-C+-'l  11  + "!.-.« -«■)»  =  », 

worin  u  eine  Constante  ist. 


Eine  andere  Gruppe  Yoa  Gleichungen,  auf  weiche  die 
Methode  der  Lösung  durch  bestimmte  Integrale  ange- 
wendet  werden  kann,    ist   diejenige  Gruppe,    welche  aus 


^Xz«y  =  0 

für  versohieden 

e  Werthe 

1   von   n  heryü 

.geht. 

Um   äu 

lösen,  nehmen  wir 

an: 

y  =I'i  ^  Pdp, 

worin  (  eine  imbekannte  Function  von  x  allein  und  F  eine  unbekannte 
Function  von  p  allein  bezeichnet,  welche  beiden  Functionen  sowie 
die  Grenaen  des  Integrals  au  bestimmen  sind.  Differentiirt  man 
den  Werth  von  y  zweimal  und  substituirt  dann  die  Werthe  in  die 
Gleichung,  so  findet  man : 

Man  wähle  die  unbekannte 'Function  t  so,  dass 


\dx)  ' 


ist,  und  nehme  X  positiv  und  gleich  ^  an,,  ao  dass  die  üiliereiitial- 
gleichung  wird: 

dx"-"  ^  ^  2'- 
Dann  iai  die  Gleichung,  welche  (  bestimmt: 
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und  daher : 


wenn  —  M  -{-    1  mit  m  baKcichnct  wird.     Hieraus  erhält  man ; 
1    dt         VI  ,1    d'-t         mim—  1) 

Multiplicirt  man   die  Gleichung,  welche  die  Integrale  enthält, 
mit  — -,  so  geht   sie  nach   einer   sehr  einfache]!  Eeduction    üher  in : 

Integrirt  man  das  erste  Glied  partiell,  so  wird: 

—  {in—  \)fe-:etppdp  =  0. 
Nun  wird  diese  Gleichung  identisch  befriedigt  worden ,  wenn 
wir  setzen 

für  alle  Werthe  von  p  innerhalb  der  Integrationsgrenzen,  welche 
letzteren  bestimmt  werden  durch  : 

[e-^'  (p2  -^  1)-P]  =  0. 
Die  erste  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  tuu  1'  alu  Function 
Tun  p\  sie  ist  von  der  ersten  Ordnung  und  linear  und  ihre  Lösung  ist: 

wo  A   eine   willltürJiohe  Constante  ist,  und  die  Gleichung,  welche 
die  Grenzen  giebt,  wird: 

[     '"  (;    -  1)~]  =^  } 

Dltt      Gll     gwdbfdgtd     lj  =  co       11     1 

X  =±l  ugttl        dEp         t  j)—  Ipt 

td  fdtd       iwtwdpt  dg  lld 

g  t  l  1  h  ht  I   gt  Bwis  h      0        l  —  2     N  hm 

w  1       d         B  \    <n  f  lit  1  w      im  St     d 

(      t  mmt     I   i         1      Uf       t  II  ü  l 
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Je     ^    (j)2_-  1)      am    fip 

/c'^'^ip^-lf^  dp. 
I),T.B  evato  von  diesen  ist  gleioli ; 

r^J'c~"\p'-l)~'^dp  -j-  Je'"    (p^-lf^dp 

Daher  kann  die  vollständige  Lösung  dargestellt  werden  durch: 

Subailtuirt  man  für  ;  seinen  "Werth,  so  erhält  man 

p  =  Af{l-  p^f  ^^*  cosh  Q^  ^^"^')  dp 

+  F.fe~^^^''        (p'^-l)~^^Ulp 
als  das  Yollatiindige  Integral  der  Gleichung 

für  Werthe  von  n,  die  nicht  zwischen  0  und  —  2  Hegen. 

Aufgabe.  Man  zeige,  äaas  das'  voHständige  Integral  üevEelben 
Gleichung,  voraiiBgesetzt,  ilass  n  nicht  liegt  zwifioheu  —  2  und  —  4,  auch 
dargestellt  wird  duroli: 

y  =  A' X  J' (1  —  X?}     ä"+*  eoaft  (^-4^  a^^         )  dp 
+  B'xjc~~^^'  (f^-  1)~S^*  dp. 
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i.]  LÖsiiEg  durah  "bestimmte  Inlegi'ale. 

Anwendung  auf  die  hyporgeome  tri  sehe  Reihe, 


Um  ein  bestimmtes  Integral  zn  erhalten,  welchoa  der 
Differentialgleichung  der  hypergeometrisclien  Reihe  ge- 
nügen  soll,  setzen  wir: 

y=f(l  -^v^r  Ydv, 
worin  V  eine  unbekannte  Function   von  v  allein   und  in  eine  Coii- 
stante  ist.     Die  Form  vob  F,  der  Werth  von  in  und  die  Grenzen 
des  Integrals  sind  zu  bestimmen.     Aus   diesem  Werthe  von  y  er- 
halten wir: 

g  =  «(,»-l)/.>F(l~«)"<i», 
SO  dasB,  wenn  diese  Werthe  in  die  Gleicbuug 

«(l-»)g+|j'-(»  +  /'  +  l)«l||-«(i!/  =  0 
Bubatitnirt  weDden,  dieselbe  übergeht  in  ; 

~aß{l-xi!y]dv  =  (i^ 
Der  Coeffioient  von  3;*  «^innerhalb  der  Klammern  ist  vom  zweiten 
Grade  in  m,  welches  bis  jetat  eine  unbestimmte  Constante  ist;  wir 
wählen  m  so,  dass  dieser  Coefficient  verschwindet,  so  dass   also  m 
gegeben  wird  duroh  die  Gleichung: 

_  ^  (M  __  1)  _  «  (^a^ß^l)~aß  =  ü, 

m^  -^  mia^  ß)  +  aß  =  0, 
weshalb  m  entweder  gleich  —  «  oder  gleich  —  ß  gesetzt  werden 
kann.     Da  die  Differentialgleichung  sich  nicht  ändert,  wenn  man  w 
und  ß  mit  einander  vertauscht,  so  kann  jede   dieser  Wurzeln  ge- 
1  werden.     Wir  setzeu 


und  finden   dann,  wenn   wir  diesen   Wertli  substituiren ,    dass  die 
Gleichung 
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/  F(l  -  xip)—^  [a(a+l)v^x  +  '^^{r-xia+ß  +  y  +  1)| 

—  Kß(l—2vx)]dv  =  0 
identisch  befriedigt  werden  musa.   Ordnet  man  wieder  den  Ausdruck 
innerhalb  der  Klammern  unter  dem  Integrationazeichen  und'  dividirt 
man  durch  a,  so  Tevwandeli  man  die  Gleichung  in 

-f  f7(l—xv)-''-^  (ffy  —  ß)  (l~vx)dv  =  0, 
Integrirt  man  das  erst«  Glied  partiell,  so  erhält  man: 

_7„(i_,)(i^„)-.-i+y"(i  _„)-.-.  Aj„(i_„)rjd,, 

und  diiher  gellt  die  Gleichiuig  über  in: 

+J(l-„y^i^±  1,(1-».)  Fi  -  (ß  -vy)  y]<i.  =  0. 

Diese  Gleichtmg  wird  nun  identisch  erfüllt  sein,  wenn  wir  als 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  V  nehmen: 

j^[v{i~v)y]  =  {ß~t,)T, 

und  als  Gi'enzen  des  angenommenen  Integrals  solche  "Wevtlie  von  v 
setzen,  dass 

ist. 

Um  die  erste  Gleicliung  ku  lösen,  haben  wir: 


_^^_^^^ 7-ß\ 

iiitiun  : 


M^-T^, 


c{l-v)T=Av.'(l^v)'-f, 
worin   A   eine   willkürliche   Constante    ist;    und   die    Gleichung   zur 
Bestimmung  der  Grenzen  ist; 

[rf(l_,Oy-?(i-„,)— i]  =  o, 

welche  unter  der  Voraussetzung,  dass  ß  positiv  und  y  grösser  als  ß 
ist,  befriedigt  wird  durch  «  ^  0  und  «  =  1.  Es  ergiebt  sich 
daher,  dass  der  Differentialgleichung  der  hypergeometri- 
schen Reihe  genügt  wird  durch 
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Lijsiing  liurch  bcaljmmtd  IntegralK. 


j  =  ^yv-'(i -.')'- 


■'(1-1.1)- 1(1, 


vorauagesetat,  dass  ß  p 
Es  ist  leicht  zu  zeigen, 
und  die  Coeffioienteu  der  verschi 
sind ,  die  resultirende  Reihe 

1  Eciho  ist,  wobei  di 


inid  y  grösser  aU  ß  ist 
eiiii  (1 — i' je)""  entwickelt  wird 
^edenen  Potenzen  TOn  x  beieclmet 
constantes  Vielfachem    dei   hjper- 
ser  constant«  Factor  ist: 


Afvfi-Hi-vy- 


■^ilv. 


'  nun  die  unabhängige  Veränderliche  aus  x  i 
e  Form  der  Differentialgleichung: 


Eme    Lösung    dienet     Gleichung    (und    somit    der    ui&piüngliohen 
Gl  ichung)  wild  dn  vorbei  geh  enden  Untersuchung  zufolgt    darge 

stellt  dui  h 


^i,J. 


■1(1- 


0 


(1- 


.0-  -i^ 


voiausgcetzt  da'ss  ß  positiv  und  M  +  l  gios^ei  ils  ;  ist  Sind 
diese  Bedingungen  hmsichtlidi  der  Begi^naun^  dei  Paiametei  ei 
füllt  so  wird  die  vollständige  Lo^rnng  dei  Difleieutialgleichuug  dpr 
hypergeometnechen  Eeihe  gegeben  durch  die  Summe  diesei  beiden 
verschiedenen  Losungen 

I.   Aufgabe.     Man   stelle   duroh   eiu   bestimmtes  Integi'al    die  voll- 
etandige  Lösung  der  Öleiojtung  dar 


,  cPv 


liZ  - 


(A  +  B^+  Cx^)  ^  -I-  (D  +  £x)  ^  +  I'V  =  0. 
(eiehe  2.  Aufgabe,  Seite  242.) 

2.  Aufgabe.     Man  beiveise  Folgendes: 

(1)  Ti-.t  ß  positiv  und  <i  -\-  1  grösser  als  y,  so  ist  eine  Lösung: 

■,=7/-'a-«r''-'(i-x.r<i». 

(2)  ist  y  gi'üssei-  als  ß  und  lileiner  als  n  -(- 1,  so  ist  eine  Lösun 


=/./-',:-..)'-?- 


y  Google 


384  Siebentes  Capitel.  [§.  144.] 

(3)    Ist  y  gvüssei-  als  ^  und  «  kleiuei'  als  1,  so  ist  eine  Lösung: 

i  (JaeoM.) 

3.  AufgaljB.    Man  bestimme  das  vollständige  Integral  der  Gleiolmng 

Iwoiin  a/  +  ,^  =  1  ist)  ju  der  Form; 

und  dasjenige  fler  Qleiclinng 

(21     *«'Ö  =  » 


^     /  S!«5  Jj  (1  ^  iC  Si)!^  f ) 


-f  B  y  3to2  ic  (1  —  a^'  Km2  ^)     "-  ,1, 

wo  w'  dasaellie  ist,  wie  vorher. 

Man  löse  ebenso  flie  Gleichungen: 

(8)    4rfg+4rf|f  +  ,  =  0. 
(4)    4»^  g  -  4«   If  +  j  =  0. 

(6)    4«.'||  +  4(.'-«)||  +  3„  =  0. 

4.  Anfgabe,     Man  lieweise,  dass,  wenn  n  -]-  1  poBitiv  ist,  alsdann 

«"■'""'""/(^''{l  — ()*  "      (l  —  \i\     ^  "        <i( 

eine   Lösung   der   Legendre'solien   Gleichung    diLvstellt,    wahrcnd   für 
negative  w  eine  Lösung  gegehen  wird  diireh; 


6  —  ^*)^"'?'. 
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§-  145. 


Dieses  Capitel  enÜitllt  nur  eine  kurze  Skizze  des  Verfahrens, 
wie  man  Differentialgleichungen  mittelst  bestimmter  Integrale  lösen 
kann.  Der  Leser,  welcher  aicli  über  diesen  Tlieil  unseres  Gegen- 
standes weiter  zu  niiterrichten  wünscht ,  kann  insbesondere  zwei 
Autoritäten  zu  Rathe  ziehen:  Die  wichtigste  ist  Petzval,  „Inte- 
gration der  linearen  Differeatialgleichungen".  Die  Theile,  welche 
diese  Methode  behandeln,  sind  §§,  2  bis  5  voa  Abschnitt  II,  §§.  19 
bis  22  von  Abschnitt  III;  g§.  10,  11  von  Abschnitt  V.  Die  andere 
Autorität  ist  Euler,  Inst.  Cale.  Int.  Bd.  II,  Cap.  X,  Dieses  Werk 
leidet  jedoch  an  dem  Uebelstande ,  dass  es  zuerst  die  Form  der 
Lösung  annimmt  und  dann  die  Differentialgleichung  sucht,  welcher 
durch  dieselbe  genügt  wird.  Noch  zwei  andere  Abhaödlungen  kann 
man  mit  Nutzen  nachlesen,  nämlich  eine  von  Lobatto,  Crelle's 
J.  Bd.  XYII,  8.  363  und  eine  von  Jacobi,  Crelle's  J.  Bd.  LVI, 
8.  149. 

Eine  weitläufigere  Diseussion  über  die  Lösung  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen mittelst  Beihen  und  bestimmter  Integrale  wird 
man  nebst  zahlreichen  Beispielen  in  einer  Eeihe  von  separat  ver- 
öffentllditen  Abhandlungen  von  Spitzer  finden. 


Vermischte  Aufgaben. 

1.  Man  int<!grii'e  vollständig  dia  Gleieliung : 

j  lil  +  „j,  „  0, 

2.  Man  beweise,  dass  (las  vollständige  Integi'Sl  der  Gleicliuiig 

gegeben  wivd  diivoli 

wo  das  obere  Zeichen  zu  nelimen  ist,   wenn  x  positiv,   das   untere,   ' 
S.    Man  beweise,  dass  die  Gleichung 
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ein  Integral  besitzt,  welulies  dargeatellt  wird  durch  : 

y  =  B  fsin  —  e"^''  väv, 
lind  dass  ein  Jutegi-al  yüu 

lautet : 

wobei  daa  negative  oder  positive  Zeichen   zu   nelimeD   ist,   je  iiaohdBm  x 
positiv  oder  negativ  ist. 

Man  suolie  daa  vollständige  Integi'al  jeder  GleMiuiig.  (Petzval.) 

4,    Man  bestimme  das  vollständige  Integra!  dw  Gleicliung 

iPy  .       2   2    ^""-2      — 


y-AJ'co8{cx'^sinif)ct>s     "^  (/>  d  (f -^  B  x  j' cos  [c  x'"  sin  >p]  cos'"ipd  g: 

für  "Wi^i'tliB  von  m,  die  niclit  zwisclien  —  1  und  -\-  1  liegen. 

(Kummei-  und  Lobatto.) 

5,     Man  zeige,  dass  eine  particuläre  Losnug  von 


,,=/"/(.'-»■)"»"■"!», 


und  eine  particuläre  Lösitng  von 
dargestellt  wird  diiixh : 

,  =  ,•»/(.'  +  .•)--'«"'• 

6.    Wan  zeige,  dasa  die  Gleichung 
Lefriedigt  wird  iluvuli 
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)rin  i!'  (x)  bestiiiimt  irirA  durcli 

Hii^rnaisli  leita  man  aus  der  Lösung  von 


7.  Maa  beKtätige,  dass 

1  particnlares  Integral  ist  von ; 

8.  Man  zeige,  tlass,  wenn  flie  CoeiEeianten  der  Differential gleioliuiig 

der  Bedingung 

"i  ''a  —  "a  &j  =  6ä^ 
genügen,  die  Lösung  sein  wird ; 

y  ^fe'"''v{Ä  +  ll  loij  h\  («a  +  h^  x)]  d  (f, 
(7i  =  is"^-l-  h^  +  h 

ist,  während  die  Grenzen  liestimmt  wci-den  durnh : 

c'^V^Y  =  0.  (Spitzer.) 

9.  Man  tieweise,  dass  GleichuTige»  voai  der  Porni 

^  g  +  ( J,  +  J),  a.")  "!  If  +  ( A  +  B.  «i"  +  C.  ">"")  9  =  » 

geliiaclit  werden  köanen  duroh  die  Substitutionen  x'"  ^=-i  und  y  ^=  ir  s, 
und  zeige,  dasa  k  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt  wird. 

(Petzval.) 

10.  Man  beweise,  dass  das  pactionläue  Litegral  von 

{S+o,){»  +  a,)...(»  +  o.)5=/W, 
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worin    x  -j—  mit  9  bezeicluiel;  ist,  lautet : 

y  =J'J'J'...f(S^B.i...  «„,T)Q,"'~V^/^~\,.®,.""~'(!0i^i«y  ...  (Jon. 

11.  Man  beweise,  tliiBs  das  beBtimmto  Integral 

/./'"'"('  - »)''''"/"'  (1  -  B)'"'"'  (1  -«» »r'  d"  li», 

falls  -^  >  ^  >■  Ouud  s  >  y  >0  ist,  eine  LoBWigdei'Diffei'entialgleicluing  ist: 

Man  gebe  in   der  Form   von   bestimniten  Integralen    die  vollständige 
Lösniig  dieser  Gleicliung  an. 

12,  Die  vollständige  Lösung  der  Gleicliung 

/  (..■+1)*     J  («•+),)'■     i  (,.•+!)'■     i(»' +-!)'■ 

worin  n,  ^,  y  die  Wurzeln  der  Gleichung 


13.     Mim  beweise,  dass  liaa  bestimmte  Integral 
lier  Gleichung  genügt: 
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14.    Man  beweise,  dass 


ht,  wo  P  die  Logandre' seile  Function  bedeutet.  (ß.  H.  Stuart.) 

15.      Man    dtücke    mittelst    liestimmtei'   Integrale    die    vollständige 
Lösnng  dev  Gleielmng  auai 

■«  3 -('+"■'£  +  '"""'- "~" = "■ 

worin  a  und  c  Constiinteu  sinä. 
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Gewöhnliche  DifEferentialgleichungen  mit  mehr  als 
zwei  VeränderliGhen. 

§■  liii- 

Es  Int  ■iicli  beriits  gizci^t  das':  m  eim^eii  Fii]''!!  die  Lösung 
emei  Ihfitientiilgleitliun^  duicli  rein  a.lgebiai'JLhe  Functionen  sich 
daistellen  las^t,  obwohl  die  Intetfiation  der  sepaniten  Glieder  der 
Gleiehung  neue  tianscendente  Functionen  einfühlen  würde.  So 
k  LUTi  7    B    die   GleiLhunj 

mittelst  der  trän scen deuten  Functionen  arc  smtx,  arcsiny  integrirt 
werden;  es  giebt  indessen  auch  ein  Integral  von  der  Form 

ic(l-»,»)VB  +  j/(l_^ä)Vi=C, 
welchem  dem  indeien  iquivalent  ist  Wn  werden  daher  ii\tui 
gemäss  diau  gefuhrt  zu  untersuchen  oh  noch  andeie  Falle  exiiti 
reu  m  denen  eine  solche  algebraische  EeUtion  zwischen  den  Ver 
anderhchen  der  Integtale  von  Functionen  erhalten  werden  lann 
wählend  die  Integtale  selbut  ohne  Emlüliiung  neuer  Functionen 
nicht  beiechiiet  werden  können  Der  nächst  emfiche  Fall  welehei 
em  analoj,ei  Beispiel  hefert  ist  dei  gewöhnlich  unter  dem  Namen 
der  Euier  sehen  (jleichung  bekannt*  bei  wi,lcbem  es  sich  daium 
handelt  die  algebrais  be  Integi  ilgleichung  bwi  (.hen  x  und  p  au 
suchen   welche  dei  Glei  hung 

\-nia   +   i-      ?/-::  0 
eiitspriclit,  worin 

X=o  +  6i  +  ei»  +  M'  +A< 
r=t,  +  by  +c,j'  +  ei'+f.j' 
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Um  dieselbe  zu  iutegrii'en,  setzen  wir: 

p  =  X  +  ?/ 


äji_  _ 


dp  _  y'/i-^^ 

dt  ~~     X  —  y 
Mne  zweite  Differentiation  nach  t  gifebt : 

dt^ '"  x  —  y  lar'^  dy  dt      SX^^  dx  dt]        {x  —  yY  \dt      dt) 
—        1        \'^äY       \dX      (YV'— XV'')(Y''''+X'A)| 
~(:c-j/)M2  dy^'Z  dx  y  ~x  ) 

—  h  —  c{x  +  y)  —  e{x^-\-xy-\-y^)  —f{x^  +  x^'y  +  xy''  +  yi)\ , 

wobei  die  letzten  vier  Glieder  innerhalb  der  ParentJiese  den  Werth 

von— — —darstellen.    Ordnet  man  wieder  und  sammelt  die  Glieder, 

y  —  x 
so  erliält  man : 

^=-J_  \\^^(^^-2xy-Vy'^)^f{i^—x'Hj~xy^,\~y4 
dt^         {x  —  yY   12  j 

=  \e\f(x  +  y) 
Multijilicirt  man  mit  2  -t—  und  integrirt  dann,  so  entsteht: 

(f)'=.,>+/f'+C, 

oder,  wenn  man  den  Wovth  von  -r-  einsetzt: 
dt 


y  Google 


eine  algebraische  Beziehung  zwischen  x  und  j/,  obwohl  die  einzelnen 
Integrale  zu.  ihrer  Darstellung  elliptische  Functionen  erfordern. 

I.  Aufgabe.     Mau  beweise,  dass  ein  anderes  Integral  der  Gleichung 


\        y  —  a:        / 
und  bestätige  den  Satz  in  §.  12   für   diesen  Fall,   indem  man  zeigt,   daas 
die  beiden  Integrale  nicht  unabhängig  von  einander  sind. 


ischen  x  und  y,  welche 


gegeben  wird,  iu  algebraischer  Form  aus. 

4.  AufgaVie.     Mau  zeige,  daaa  die  Stammgleicliung  t 


2. 

Ai 

ifgabe.     Man  beweise,  dasa 

ein  Integral 

dx 

11 

dargef 

-teilt  wird  durch: 

'■l^c^.. 

(i  +  S)+/ 

3. 
durah 

Ai 
die 

.ifga-be.    Man 
öleicliung 

drücke  die  Ecaiehuug  zwi 
dx                 dy 

(1 

-i')'*+(l. 

-»')''■ 

in  der  Form  dargestellt  werden  kann: 
worin  Ä  eine  willküi'iiclie  Oonatante  ist. 

§.  147. 

Man  kann  noch  ein  anderes  Verfahren  anwenden,  welches  von 
Cauehy  angegeben  worden  und  von  dem  ersten  yollständig  ver- 
schieden ist. 

Wir  betrachten  eine  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwi- 
schen den  beiden  Veränderlichen  von  der  Form : 

M=:Xoyä  +  2Zi^(4-^a  —  Yo^'  +  sri^+rs  =  0, 

worin   X„,  Xi,  X,,  Y^,  1\,  Y^  sämmtlich  vom  zweiten  Grade  sind 
und   zwar  die,  ersten  drei  in  x  und  die  letzten  drei  in  j/.     Wenn 
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wäre,  so  würde  sein: 


da  M  =   r^  i'^  +  2  Fl  a;  +  y^  =  0  ist.     Analüg  ist : 

=  3  (Xjä  —  X^  X3)'«, 
iiud  somit ; 


(x^-x^x,)''^  +  (zf-rora)'''' 

eine  Differentialgleiehuttg,  deren  Integra!  m^=0  ist. 

Da  nun  Euler'a  Differentialgleioliung  symmetrisch  ist  in 
Bezug  auf  x  und  y,  so  muss  nothwendig  ihr  lutegral  m  ^  0  ehen- 
falls  symmetrisch  sein  iu  Beaug  auf  x  und  y,  damit  die  vorher- 
gehende Untersuchung  auf  den  gegenwartigen  Fall  angewendet 
werden  könne.   Damit  u  symmeti'isch  sein  könne,  müssen  wir  haben  r 

!i(i  =  «1,    Co=(i2,    €1  =  }).,, 
und  es  iat  dann  Xf  —  X„  X-j  dieaelbe  Function  von  x,  wie  Yf  —  Tu  Y.2 
von  y. 

Um  das  Integral  von 

dx         dy  _ 

Xk  +  yy»  —  " 

zu  erhalten,  woi-iii 

j:  =  o  +  si  +  c»<  +  8i»+/»« 

und  Fdie  nämliche  Function  von  y  ist,  müssen  wir  Xuiid  X'j^ —  Xi,  X^ 
identiflciren.     Die  Vergleichung  ihrer  Coefficieuten  wird  vier  Glei- 

PoiEjrtli,  Diffarentialgleiohnngan.  \% 
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cLungeE  zur  Beatimmung  der  Coefficieiiten  von  m  geben ;  in  m  kom- 
men ater  fünf  nnabliängige  Constanten  TOr  {es  waren  ursprüng- 
Kch  aclit,'da  irgend  eine  Yon  ihnen  gleicli  1  gesetzt  werden  kann; 
indessen  bestehen  zwischen  ihnen  drei  für  die  Symmetrie  noth- 
wendige  Gleichungen),  und  daher  wird  eine  nobestimmt  und  somit 
wiUkürhch  bleiben.      Diese   Gleichungen,  welche   die    Coeffieienten 


Oa  —  "^  '^a 

4  (b^  —  «1  Ci)  —  (a.j  C(i-\-a-^C2~2  hg  bj) 

Werden  die  Werthe  der  so  bestimmten  Coeffieienten  in  u  substi- 
tuirt,  so  enthält  die  Gleichung  m  =^  0  eine  willkürliche  Conatante 
und  ist  somit  das  vollständige  Integral, 

1.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Stammgleiohung  von 

<'^  I '^y  _  0 

lautet ; 

<»<)  («'  +  y")  +  ^h^y  +  ^hi^+y)+ei  =  o, 

wobei; 

K—"«     _     61  6q  —    Bq  6^     _     6'  — '0(1  gg 

A       '~  B  ~  0        ' 

2.  Aufgabe.     Man  bestätige,  dass  die  Stamm gleiebung  von 

If _+ ^It _^o 

(1  +  «2  x''  +■  »0  «') ''        (1  -f-  «3  y^  +  Od  )/*)  '' 
Iai.itet : 

wobei 

^3'  —  (!o  =  -^a  -f  flü^a-  (Cauoby.) 

Capitel  XIV   von   Caylej's    „Elliptic  Functions"   kann   mit   Nutzen 
nacbgeleeeu  wei-den. 


anstatt  einer  einzigen  Gleichung  zwischen 
:rlichen,  für  welche  die  zwischen  ihnen  bestehende 
ST  algebraischen  Form  ausdrückbar  ii^t,  ein  System 
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von  w — 1  Gleichungen  zwischen  »  Veränderlichea  haben, 
so  können  wir,  ohne  jeden  einzelnen  integrirbaren  Ausdruck  au 
integriren,  die  Abhängigkeit  zwischen  den  «  Veränder- 
lichen in  endhchei  Foim  duich  eine  algebiaiaohe  lilei- 
chuag  darstellen  und  \i  hese  (jlei  hung  dui  h  ui  e  Intei,ra- 
tion  erhalten  wird  1,0  miifc?  sie  eiae  wiUküib^.he  Constante  enthal- 
ten. Das  Verfahien  deBSen  man  sieh  m  dem  allgememei  FiUe 
bedient,  um  diese  trleiühung  abzuleiten  ist  wie  ma  sehö  1  wird, 
wesentlich  ver3i,hieden  von  lern  welches  w  1  m  be  1  l.>-ici  Falle 
n  =  2  angewandt,  haben 

Die  Differentiilglei  hungen  mögen  seil 

'x^    ^     Xj^=     + ■*■   T^  ^ 

^S^  +  T^^  + +  "x?ir— "• 

für  alle  Werthe  des  Stellenzeigers  ji  in  unserem  System  ist.    Fei- 

und  es  bezeichne /{^,„)  den  Wertb  von  ^4^'  ^^""  "^""  '^'^'''"• 
näichdem  die  angedeutete  Differentiation  ausgeführt  ist,  airi  für  x 
substituirt.    Der  Werth  Yon  /'  (Xf^)  wird  daher  sein : 

(;Kj(  —  Xi)  (ar^  —  %) . . .  {x^  —  a-«), 
worin  nur  der  verschwindende  Factor  Xy,  —  a!^  fehlt.    Lost  man  nun 
das  obige  System  von  Grleichungen  auf,  um  die  algebraischen  Ver- 
hältnisse der  Grössen  (!aJi,  dx2,  ...,  äXn  zu  erhalten,  so  findet  mau: 
f'ixOäXi  _J'(Xi)dx2  _       __  f'(x„)dx„ 
XiV=       "      X^'/'       —  ■•■—       ^y^ 

Der  gemeinsame  Werth  dieser  gleichen  Brüche  möge  mit  dt 
(ein,  so  dass  wir  erhalten: 

'dt  ~f'(xiy  dt  ^  f'ix,y  "■  '■  ^^ 
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AtMes  Capitcl. 
1  diesen  Gleicinuigeti  giebt 

\dt)  "  {/'(iSi)P' 
wir  sie  nach  (  differeotÜrej 


är,, 

(iP      ■ 

d  r    Xi 

1  ä«,          8 

,h 

*      1 

dz. 

dt 

8%  Ll/'(», 

.))■]  «  +  d, 

dl 

Nun  ist: 

Jl 

>  ll/'WI'J ' 

2X, 

d 
8i. 

y'(«i)l- 

i  abe 

/'(',}  =  (^,- 

-ä!,)fe-I,). 

. .  (i, 

—  ^n)- 

0    r     Xi     ] 

2Xi 

1 

;"(%;)■ 

^    »1  —  «;.' 

vorausgesetzt,  dass  (i  nicht  gleich 

l  ist. 

Setzen  wir 

dies   ein  u 

dividiver 

1  durch  den  Coefficienten  yc 

'^  (^(2 

■  auf  der  lii 

iken  Seite, 

g'eht  die 

Gfleiehung  über  in: 

1 

XiVsX„Vä         1 

Analog ; 

1  e  r    X.    -]     x; 
,    V'^x^v.      1 

'AXi'-i 

1 

V*          1 

und  ebenso  für  die  anderen,  was  im  Ganaen  n  Gleichungen  gieht. 
Addiit  man  nun  sämmtliche  n  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  so  wird 
die  Summe  gleich  Bein  der  Summe  der  »  rechten  Seiten.  In  der  letate- 
X..''^  Xs'-*         1 

ren  kommt,  wie  man  sieht,  auie  einem  Gliede  -zr-, — rTTT — 7  des 

/  {^.•)/  (a^s)  av  —  3^, 
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i'/.X,''.         1 


i  Vei-Siiderlklieii.     277 
aus   dem   sten  Au8- 


rien  Ausdrucks  e^..  .^^^.^  ,,     ^  ,,,    , 

/(«»)/ K)  IE,  — x^ 

druck  vor,  und  daher  ist  die  Suiame  dieser  beiden  gleich  Null.    Es 

werden  daher  sämmtliche  Glieder,  welche  diese  Brüche ent- 

av  —  Xi 
s  und  r  sich  aufheben,  und  wir  erhalten 


halten,  für  alle  Wertli 
somit: 


df^ 


(x,  +  '£.,  +  ---  +  X„) 


-  n  ^^  1  ,  A  r  ^^  1 1 


Wir  werden 
,  so  duss  die  linke  Seite  2 


Folgenden  «i  -|-  %  -| ^  s:„  mit  p  beKcich- 


Wir  könnon  i 
druck  auf  der  ret 
tion  von  tc  wie  Xi  " 


ia  Partialbrüehe  7,i 
Grade  2n  sind,  so 
welches  gleich  Asa 


1/(^)1 


=  A,„  + 


och  einen  anderen  Worth  für  den  Aus- 
iten  Seite  finden.  Es  möge  X  dieselbe  Func- 
on  «1  bezeichnen,  und  es  möge 

i/(^)r 

•legt  werden.  Da  X  und  {/(x)]^  beide  Yom 
wird  ein  von  x  unabhängiges  Glied  auftreten, 
ein  wird,  und  daher  können  wir  schreiben; 


+  - 


c  —  a;s 


-  +  ■■ 


-i  +  -- 


C. 


Multipli 


mit  (k  —  aJi)^,  so  erhalten  wir: 
=  Ci  +  Jfi  («  —  %)  -[-  Gliedern,  mnltipliciit mit (x — Xj}^, 


l/WI 

oder,  wenn  wir  den  Zähler  nud  Nenner  der  linken  Seite  durch  di 
gemeinsamen  Factoren  dividiren,  so  erhalten  wir : 

C,  -\-  Bi(x  —  «i)  -[-  Gliedern,  multiplicirt  mit  .{x  —  a;,)^ 


(x~x.^y(x- 


Td' 


.(x- 


^.r 
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Setzen  wir  nun  x  gleich  Xi,  so  geht  die  linke  Seite  üher  in  Ci 
und.  die  rechte  wird  ■■■, -^ 7 — 77-7,  daher: 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  in  der  zuletzt  hingeschriehenen 
Form  enthält  nicht  x^,  und  daher  ist  ihr  partieller  Differentialquo- 
tient  nach  %  gleich  Null.  Da  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 
identisch  gleich  sind,  so  musE  Null  der  Werth  des  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten der  linken  Seite  nach  Xi   sein,  und  daher  haben 


Dies  ist  richtig  für  alle  "Werthe  von  X  und  sumit 


■>i{x-x,)^ü. 


p     r        V        ' 


dx,l{f{x,)\^r 
und  entsprechende  Ausdrücke  für  die  anderen  Grössen  B.    Mithin: 

^p_^  r_A_i ,  _L  r   ^^   1  , ... 

=  £1  +B,  +  ■■■  +  -B«- 
Die   Gleichung,   welche   die  Zerlegung    des   betrachteten  Aus- 
drucks   in  Partialbrüche    darstellt,    möge  mit   {/{x)}''    multiplicirt 
werden  und  die  Ooeflicienten  von  a;^*^^  auf  beiden  Seiten  Yon 


+  Si^,l«')l'  +  S5^l/Wl' 


mögen  einander  gleichgeietzt  weiden  Von  den  Gliedern,  welche 
die  Glossen  C  enthalten,  kann  Lema  Glieder  von  so  hohem  Grade 
liefern,  da  jedes  von  ihnen  mit  x'^'^^  beginnt,  jedes  der  Glieder, 
welche  die  (}ios''en  B  enthalten  beginnt  mit  j.^~i  und  somit  ist 
der  ganze  Coefficienfc  lus  diesei  Reihe  von  Gliedern; 
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Da 

f{x)^{X  —  'Xi){x  —  Xi)  ...   {X  —  Xn) 

=  iC"  —  a;"~^  (^i  +  »^3  + h  ^n)  +  niedrigeren  Potenzen  von  x 

=  x'' — px^~^  -|-  niedrigeren  Foteazen  von  x 
ist,  so  ist  der  Coefficient  Ton  a^"— ^  in  ^anf/W}^  gleich  —  2Ai„p. 
üeijenige  der  linkeB  Seite  ist  Jan— u  und  somit: 

Ai„-.i  =  ~  2A-2„p  +  Bi  +  B3  +  .-■  -I-  JJn 

,^ 
'  ät^' 


=  —  2Äi„p  +  i 


Multiplicirt  man  mit  —  und  integrirt  man,  so  kommt: 
H  eine  wülkfirliciie  Conatante  ist.    Nun  war  alicr : 


dt 

-   dl     +    dt     +■■ 

= 

+  •••  + 

x.'/. 

/HO' 

milhii 

i  wird  da 

s  Integral: 

,     X,* 
1^ /'<«,) 

M  +  ',  +  - 

■■+«:,) 

1. 

Anfgal... 

Man  beweise,  dasa 

ein  Integral  dar  dleichtingen 

<l^,djj_ 

■f.  =  - 

i^=». 

X  =  a  -^  Ix  +  ex^  +  äx^  -{-  yx*  +  ßafi  +  ax^ 
ist  und  y  und  Z  analoge  Punetjonen  von  y  und  ^  sind,  lautet; 

WO  C  eine  ■willküilicJie  Constante  ist.  (Eiolielot.) 

2.  Aufgabe.    Man   leite  ein  zweites  Integral  dieser  GleichuTigen  in 
der  Form  ab; 

=  C'ä;'j,>,'+S»;/s{usH-s«  +  2ai)+«(l!;  +  53  +  2;r)".      (Kielielot.) 
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28Ö  A,Meh  Cxpitel  [i;    W>] 

Die  Theorie  dieser  und  verwandter  Glöichungeu  kann  luer 
nicht  ubei  die  Gienzen  ihiei  gegenwartigen  Entwickelwiig  hinaus 
foitgeföhrt  weiden  da  sie  bald  aufhört,  ausschliefe slioh  dem  Gehiet 
der  Diffeieotialgleichuagen  anzugeho^en  und  m  die  aUgememe 
Theone  dei  transcendenten  Fuactionen  ubeitntt  Der  Leser,  wel- 
cher nach  einer  weiteien  Entwickelung  diesei  Art  Yon  Differential- 
gleichungen veilangt,  als  hiei  gegeben  weiden  kann,  wird  eine  sehr 
werthvoUe  Abhandlung  von  Siehelot  in  Crelle's  Joum.  Bd.  XXIII, 
S.  354  bis  369  finden  uad  würde  gut  thuQ,  die  folgenden  Abhand- 
lungen von  Jacobi  au  Rathe  zu  ziehen: 

Crelle's  Journ.  Bd.  IX,  S.  394  bis  403, 
„       Bd.  XIII,  S.  55  bis  78, 
„       Bd.  XXIV,  S.  28  bis  35. 
„  „       Bd.  XXXII,  S.  220  bis  226, 

die  sämmtlich  auch  im  zweiten- Bande  seiner  gesammelten  Werke 
enthalten  sind. 

Für  die  höheren  TheOe,  besonders  soweit  sie  mit  der  Theorie 
der  transoendenten  Functionen  zusammenhängen,  würden  die  Ab- 
bandlungei)  von  Abel  nachzulesen  sein. 


Totale  Differentialgleichungen. 

§.  150. 

Die  Differentialgleichung en,  mit  denen  wir  uns  bisher  hescliäf- 
tigt  haben,  sind  mit  Ausnahme  derer  in  §g.  14Sundl49  von  solcher 
Beschaffenheit  gewesen,  daas  sie  nur  eine  abhängige  und  eine  un- 
abhängige Veränderliche  enthielten;  von  nun  au  werden  wir 
diejenigen  betrachten,  welche  mehr  als  zwei  Veränder- 
liclie  enthalten.  Dieselben  können  in  zwei  Classen  ein- 
getheilt  werden,  in  deren  einer  nur  eine  abhängige  Ver- 
ä,nderliche  vorkommt,  in.  deren  anderer  nur  eine  unab- 
hängige Veränderliche  auftritt.  In  den  Gleichungen  der 
ersten  Classe  werden  wir  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
einzigen  abhängigen  Veränderlichen  nach  den  unabhängigen  Ver- 
änderlichen haben;  diese  werden  partielle  Differentialglei- 
chungen genannt  und  aollen  später  behandelt  werden.  In  Glei- 
chungen der  letzten  Classe  werden  wir  die  DifferentiaJquoti en- 
teil der  verschiedenen  abhängigen  Veränderlichen  nach  der  einzigen 


y  Google 


[§.151,]  öewühnl.  Differentialgl.  mit  mehi'  als  zwei  Veräuderlioiien.       281 

unabhängigen  Veränderliciien  (welche  espLicit  oder  implicit  darin 
vorkommen  kann)  haben;  diese  werden  gewöhnlich  totale  Diffe- 
i-eiitialgleichungeii  genannt. 

Wi^nii  wir  nun  eine  Integralgleichung 

9(1,  j,  ^)=  c 

haben,  in  welcher  C  eine  Constante  ist,  so  können  wir  annehmen, 
dass  X,  y,  s  kleine  Aenderungen  dx,  dy,  ds  erfahren,  die,  wie  be- 
kannt, Terbuöden  sind  durch  die  Gleichung: 


»7"^ 

+  1 

f "'  + 

dz 

ds 

=  0, 

)der,    wen- 

n  wir  annehmen, 

dis.  ä-,  s. 

z 

Fui 

ictioni 

i'eränderlichen  t  sind, 

so  ist 

t^^'s,, 

f       ,1 

.,  =  'J>, 

. 

ä!-. 

_d 

und  die  TOratehende  Gleichung  geht  über  in: 

dq:  äx      dip  dy      d(p  dz 

dxTt'^dydt^d^dt~    ' 

Diese  beiden  Formen  sind  äquivalent;  die  gewölinlich  ange- 
wandte Form  ist  die  erste;  ist  in  irgend  einem  Falle  die  zweite 
gegeben,  so  kann  sie  ohne  Weiteres  in  die  erst«  umgewandelt  wer- 

dw     0QD     dw 
den.    "Wenn  ferner  ;r^,    tt— ,    tt^    einen  gemeinschaftlichen  Factor 

dx     cy     an 

haben,  so  kann  man  die  Gleichung  durch  Weglassung  dieses  ge- 
meinschaftlichen Factors  vereinfachen,  und  daher  können  wir  an- 
nehme», dass  die  allgemeine  Form  einer  solchen  Gleichung 
in  drei  Veränderlichen  dargestellt  sei  durch 

Fax  +  Qdy  -\-  näz  =  0, 
worin  P,  Q,  H  gegebene  Functionen  von  x,  p,  s  und  proportional 
den  Differential quotienten  von  qs  sind. 


Ist  aber  umge!(obrfc  irgend  eine  Gleichung  von  der  Form 
Pdx  +  Qdy  4-  Bde  =  0 
gegeben,  so  führt  dieselbe  nicht  nothwendig  zu  einer  Gleichung  von 
der  Form  : 
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denn  die  Existenz  einer  «nlclien  GleidmiiQ  eitoidpit  daes  die  drei 
Grössen  P,  Q,  B  propoitional  den  Diffeientialciuotieaten  irgend 
einer  Function  sind,  uncl  dies  ist  mcht  dei  F»ll  di  P  Q,  S  toII- 
ständig  allgemein  sind.  Wii  müssen  daher  untersuchen,  unter 
■welchen  Bedingungen  eine  solche  Differentialgleichung 
a«  einem  Integral  von  der  gegebenen  Form  führen  wird, 
und  unter  der  Annahme,  dass  ein  solches  Integral  mög- 
lich ist,  eine  Methode  angeben,  wie  man  es  finden  kann. 

Es  wird  dann  die  fernere  Aufgabe  übrig  bleiben,  eine 
Lö«ung  der  Gleichung  zu  finden  in  dem  Falle,  wo  die  zur 
Existenz  eines  solchen  Integrals,  wie  das  obige,  noth- 
wendigen  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind. 


§.  152. 

Zunächst  also  nehmen  wir  an,  dass  ein  solches  Inte- 
gral existirt;  es  müssen  daher  P,  Q,  R  respective  proportional 
den  partiellen  Differentialquotienten  irgend  einer  Function  ip  nach 
OS,  y,  s  sein,  so  dass  wir  setzen  können : 

fP=^,    ^«=j|.    CS=87. 

wobei  (i  irgend  eine  Function  ist,  deren  "Werth  unbekannt  ist.    Aus 
den  ersten  beiden  von  diesen  Gleichungen  erhalten  wii': 

dy  cy  ex  ox 


,y»P     »«Wo^i*       P^ 

'■{tx-jj)^ 


fdQ      dB\       „S(i        ^8(. 

"'   »n^„8^    „8,. 
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Multipliciren   wir  die  letzten  diei  frlpichungen   be^aiihch  mit 
R,  P,  Q  und  addiren  daan,  so  erhalten  wir 

welches  die  die  Relation  zwischen  P,  Q,  B  darstellende 
Gleichung  ist.  Ist  dieselbe  identisch  erfüllt,  so  zeigt  sie  an,  dass 
die  vorgelegte  Differentialgleichung  zu  einem  Integral  von  der  be- 
trachteten Fonn  führt 


§.  153. 

Wir  werden  nunmehr  vorausseizen,  dass  diese  Rela- 
tion besteht  und  dass  somit  die  Differentialgleichung  eine  Stamm- 
gleichung von  der  Form 

9  (st,  y,  «)  =  C 
besitzt;    wir    haben    zu     zeigen,     wie    man    diese    Stamm- 
glcichung  herleiten  kann. 

Wenn  wir  diese  Stammgleichuiig  hätten  und  die  entsprechende 
Differentialgleichung  bilden  wollten  unter  der  Einschränkung,  dass 
s  sich  nicht  ändern  solle,  so  würde  die  Gleichung  sein : 

Tax  4-  Qdy  —  0, 
eine  Gleichung,  auf  welche  kein  Glied  in  der  Stammgleichung,  das 
nur  »  allein  enthält,  einen  Einfluss  hat. 

Umgekehrt  also,  wenn  wir 

Pdx  +  Qdy  =  0 
unter  der  Annahme  integriien  dass  s  sich  nicht  Indeit  io  ist  die 
willkürliche  Integrationseonstante  eine  Gro  «e  welche  unabhängig 
i=it  von  den  Aendeiungen  von  t  und  y  und  diher  euie  willkürliche 
Function  von  ^  sein  kann  ^ii  ersetzen  die  willkuihche  Constante 
durch  eme  wiltkuiliche  Fumtion  von  «  und  eihilten  so  eme  Relation 
zwi'<eben  j.  >/  und  ^  Diese  wird  jedoch  nicht  nothwendi«  das  ge- 
su  hte  Inte^ial  'iein   da  sie  die  Gleichung 

Pä  -|-  QJy  -f  Ei!-  =  U 
nicht  zu  befriedigen  braucht;  wir  wissen  nur,  dass  sie  der  besonderen 
Form  derselben  in  dem  Falle,  wo  Z  sich  nicht  ändert,  genügt.  Es 
ist  daher  wönschenswerth,  die  Differentialgleichung  zu  bilden,  welche 
dem  Integral  in  der  Form  entspricht,  in  welcher  es  jetzt  auftritt. 
Die  gegebene  Differentialgleichung  soll  gelten,  dann  wird  eine  Ver- 
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gleicliuiig  der  beiden  Formen  durch  die  Bedingung,  daaa  sie  identisch 
sem  milisen,  zu  einer  Gleichung  fuhren,  welohe  den  Werth  der 
w^iUkuiIichen  Function  von  s  bestimmen  wird  Diese  letzte  Gleichung 
wird  ebenfalls  eine  Differeatialgleiehung  sein ,  ist  dieselbe  integrirt, 
so  wild  die  so  bestimmte  Function  Ton  z  eine  willkürliche  Gonstante 
eathalten  und  durch  Substitution  die  Stammgleichung  liefern.  Wir 
erhalten  daher  die  Begel: 

Die  Differentialgleichung  sei 

Fdx  +  <idij  +  Rds  =  0 
und  man  nehme  an,  dass  die  Relation 

fdP        dQ\ 


'dy         dxj 


erfüllt  sei.     Man  integrire  dann  die  Gleichung 

Fax  -1-  Qdy  =  0, 
als  ob  z  unveränderlich  wäre*),  und  setze  die  willkür- 
liche Integrationsconstante  gleich  tp  (e).  Substituirt  man 
nun  dies  in  die  ursprüngliche  Gleichung  und  wählt  g>(0) 
so,  dass  der  Coeffiolent  von  de  gleich  S  ist,  so  ist  damit 
die  Stammgleichung  gefunden. 

1,  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichung: 

(pdx  -f  xdy)  (a  —  ^)  -\-  xyda  —  0. 
Hierin  ist: 

P  =  !/(«  — «),     Q  =  i{a~i),    B  =  i!,, 
und  die  Bedingungsgleichung  ist  erfüllt 

Unter  der  Annahme,  dass  s  unveränderlich  ist,  verschwindet 
das  Glied  xyds  und  alsdann  fallt  a-^n  durch  Division  weg,  so 
dass  die  Gleichung  wird ; 

ydx  -\-  xdy  =^  0, 
und  diese  giebt  integrirt: 

xy=A  =  (p(s) 
unserer  Regel  g'emäss.     Differentüreii  wir  dies,  so  erhalten  «ir; 

ydx  -]-  xdy  —  —  ds  =  0. 


*)  Wenn  es  zweckmassigei  wftre  kuniite  man  auoh  jeiie  dei  andeiei 
Vera ndei hohen  fiii  den  Au^enhhck  als  (.ouRfcint  betiaciten  und  liie  ent 
spiech  Tiden  A  idPluii^Mi  vjiiiohinpn  Aum    d   Teil 
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Damit  die  beiden  Gleiclnmgeii  dieselljen  sein  köiinea 


}_(}9 1__  __       I 

<p  ds  a  —  e       z  —  a 

und  somit; 

?.(.)=  C(«-o), 
WO  C  eine  Constante  ist,  und  die  Stammgleiclinng  wird ; 

2.  Aufgabe.   Mau  bestätige,  flasa  bsi  jeder  der  folgenden  Gleiulmu gen 
die  integcabilitätsbedinguug  erfüllt  ist,  nud  bestimme  die  ßtammj^leichuug  ^ 

(2)  ä'ijAx^zsxdyArißAe. 

(3)  {y  +  »)3Äa.  +  ^c!j,~(j/  +  a)^^  =  0. 

(4)  (:B_„)rfa;  +  (^~c)Ä^+(A2-(a^-aP_(^_c)ä}'%z,i,  =  0. 

(5)  {2y2  +  4a^s^s)a-da^  +  {3j,+2a3a  +  (yä_|_ja)-Vii}j^^y 

+  i4^2  +  2rt^a  +  {»/^  +  ..^r^}..^s  =  0. 

(7)  (xaj,-y8_2,a^)dK  +  (^y^-^S-^2£r)<?i/  +  {x</^  +  a'^2/)d«--0. 

(8)  (23!S_|_2a;y  +  2a^«s  +  l)<iai  +  L!s(  +  2^rf«  =  0. 

(9)  (2.c+^ä^2a!^}.Z^  +  2a:yrf2/  +  «äd«^<J«. 


Die  TOrli  ergehen  de  LöBung  war  ei'lialten  worden  uutei'  der  An- 
nalime,  dass  die  Bedingnngsgleichung  zwischen  den  Coefficienten 
der  Differeniiaie  äx,  dy,  du  befriedigt  seL  Es  bleibt  nunmehr 
die  Clasae  von  Gleichungen  zu  betrachten  übrig,  bei 
denen  diese  Gleichung  nicht  erfüllt  ist  und  bei  denen  es 
daher  nicht  ein  einziges  allgemeines  Integral  geben  kann. 

Nehmen  wii-  nun  irgend  eine  wiUkürliohe  Eelation  awischon 
X,  y,  g  Yon  der  Form  an: 

^{x,y,,)  =  Q 
und  differeutüren  sie,  so  erhalten  wir: 

lit    ,        ,     8i^  ,?"/',  n 
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Wenn  die  Form  iji  bestimmt  angegeben  ist,  so  werden  diese 
beiden  Gleichungen  z  nnd  A  z  vermittelst  X,y,dx  und  d  y  bestimmen 
(oder  allgemein  die  eine  der  Veränderlichen  und  ihr  DifEerentia! 
durch  die  anderen  beiden  Veränderlichen  und  deren  Differentiale), 
und  wenn  diese  in  die  Gleichung 

PdT,  +  QdTi  +  Bdz  —  0 
substituirt  werden,  so  wird  dadurch  dieselbe  die  Form  erhalten: 

Mäx  +  Nd  ,  =  0 
wonn  il/und  W  Functionen  von  x  und  /  s  nd    deien  Wertlie  ^o 
der  Foim  der  gewählten  Function   ij!  abhängen      Dieve  Gleichung 
kann  aber  mtegiitt  weiden    und  das  Integial  deiselben    welche? 
e  ne  w  llk  ulit-he  Const  nte  enthalt  wird  zusammen  mit  dei  Eel  t  on 

^l>(i  V     )  =  0 
e  ne  L  sung  dei  1'  ffeientialgleichung  1  Iden 

Denn  es  ist  \us  dei  Ait  wie  das  Integral  algeleit  t  woidcn 
ist  Mai  diss  es  m  Veilindung  mit  ^  :::=  0  Beziehungen  zwis  hen 
i  I  von  solcher  Beschaffenheit  liefert  dass  die  Differential 
gleichimg  beiiiedigt  ist 

Indem  man  ifi  ^lle  möglichen  Formen  gieVt  ^il  mdn  )ede 
mögliche  L  sung  eihalten  Jede  Losung  wud  duich  ^  vei  Glci 
chi  I  gen  ^cl  d  1  t 

1    Aufgabe      Mai  lu  e  die  Gleichun^ 
d.  ■=  ayäx  -\-  hd j 

Die  Bedingungsgleichung  ist  nicht  erfüllt;  es  muss  daher  irgend 
eine  Relation  zwischen  X,  y,  e  angenommen  werden  und  awar  kann 
dieselbe  ToHständig  beliebig  sein.     Ist  dieselbe 

s=/(4 

SO  giebt  sie  verbunden  mit  der  Differentialgleichung  r 
fl.  =  «/(!)<!«  +lf{x)ä,. 
Das  Integral  hiervon  ist: 

,  =  aff{x)dx  +  VW+  G- 
Dies  bildet  zusammen    mit  f  {x)  ^  y  die  Lösung  der  gegebenen 
Gleichung. 

2.  Aufgabe.    Man  beetimme  ilie  allgemeinste  Lösung  der  Glei(;liniig : 
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welclie  zusammen  mit  Üar  Relation 

0,2  -r  1^2  -r  ^i 

bestellt. 

3.  Aufgabe.  Mau  suohe  die  Gleichung,  -welche  mit  x^~\-y^  ^^  ipig] 
verbunden  werfen  muss,  damit  man  ein  Integral  von 

lx{x~  a)  +  y{y  -h)\  d^  =  {e  ^  c)  {xdx+  ydy) 
erhalte,  sowie  diejenige,  welche  man  mit 

y  +  ^log:e+  ^i_z)  =  0 
verWnden  muss,  weun  man  daduroli  der  Gleichung 
sdx  +  xdy  +  ydg  =  0 
genügen  will. 
'     4.  Aufgabe.     Man  beweiee,   dasg,   wenn  fi  eine  Grösse  von   der  Art 
ist,  daes 

/4{Pdx  -H  Qdy)  =  dV 
wird,  alsdann  die  L5suug  der  Gleichung  dargeetellt  werden  kann  durch 

Dies  iat  die  Monge'sche  Jorm. 

5.  Aufgabe.  Man  suche  die  allgemeinen  Gleichungec ,  welche  die 
LöBuna  von 

j/J^  =  (x-2)(d!/-<!i) 
bilden. 

§.  155. 

Es  ist  niclit  auf  den  ersten  Blieb  ersieht licli ,  welchen  Einfluss 
die  BedinguBgsgleicliung  auf  das  vorige  Verfahren  hat,  und  im  Be- 
sonderen, warum  das,  waa  im  letzten  Falle  als  die  Lösung  gegeben 
wurde ,  nicht  auch  die  Lösung  in  dem  ersten  Falle  iat.  Die  Be- 
ziehung zwischen  beiden  kann  jedoch  aus  dem  Folgenden   ersehen 


g).,  =  0, 


Die  Elimination    des  DiSerenfcialelements  ds  aus  den  beiden 
Gleichungen,  in  denen  es  vorkommt,  führt  zu  der  Gleichung : 

und  damit  diese  auf  die  Form 

Mdx  +  Ndy  =  0 
gebracht  werden  könne,  muas  man  die  Veränderliche  s,  die  i 
vorkommt,  durch  ihren   aus  der  Gleichung  V  (^,  3/i  ■ä^)  ^  0  ■ 
leiteten  Werth  ersetzen.     Man  nehme  nun  die  B 


y  Google 


288  Achtes  Capitfll,  [g,  155.] 

als  befriedigt  an,  so  dass  P,  Q,  B  den  DiiFerentialquotienten  irgead 
einer  Function  nach  X,  y,  s  proportional  sind.  Ist  diese  Function 
i/i  {x,  y,  z),  so  haben  wir : 

Mi  i-lt  — i^— 1^ 
^^'  R  dg  '  q  dy~  P  dx' 
und  die  Gleichiing,  welche  dx  und  äy  enthält,  ist  identisch  be- 
friedigt. Es  braucht  daher  unter  dieser  Annahme  mit  der  Gleichuag 
i(i  =  0  oder,  was  in  diesem  Falle  gleichbedeutend  ist,  mit  der 
Gleichung  ij;  =  G  keine  andere  Gleichung  verbunden  zu  werden, 
vielmehr  ist  sie  an  und  für  sieh  ausreichend  zur  Lösung  der  Difie- 
rentialgleicitung,  und  jede  andere  Gleichung,  welche  mit  ijj  -^  C 
verbunden  wird  (z,  B.  ;[  =  0),  kaan  vollständig  willkürlich  sein, 
da  ihr  Ausdruck  nicht  in  die  Differentialgleichung  eingeht,  wenn 
dieselbe  aus  diesen  Integralgleichungen  gebildet  ist.  Wenn  aber 
auch  die  zuerst  hingeschriebene  Gleichung  nicht  diejenige  ist,  welche 
zu  der  speciellen  Eigenschaft  (A)  führt,  sondern  eine  andere,  etwa 
j;  =  0,  so  wird  man  doch  stets  diejenige  Gleichung  ■^  ^=:  G  her- 
leiten können,  in  deren  Ausdruck  die  Form  von  x  nicht  auftritt, 
und  wir  können  daher  als  die  allgemeine  Lösung  der  Differential- 
gleichung die  Gleichung 

^=:   Ü 

betrachten,  wäliread  wir,  wenn  wir  y  und  s  einzeln  als  Functionen 
von  X  bestimmen  wollen ,  mit  dieser  irgend  eine  willkürliche  Func- 
tion von  X,  y,  2  verbinden. 

Wenn  indessen  die  Bedingungsgleiclmiig  zwischen  den  Grössen 
P,  Q,  It  nicht  erfüllt  ist,  so  giebt  es  keine  Function  tii  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  die  Relationen  (Ä)  gelten;  und  aömit  ist 

Mdx  +  Xifdy^O 
keine  Identität,  sondern  sie  führt  zu  einem  Integral,  dessen  Form 
abhängt  von  der  Form  der  zuerst  hingeschriebenen  wiHkürlichen 
Gleichung  und  das  mit  dieser  Gleichung  verbunden  werden  muss, 
wenn  man  das  Integral  bilden  will. 

Es  ist  daher  ersichtlich,  dass  der  Unterschied  zwi- 
schen den  beiden  Fällen  der  folgende  ist:  Während  wir 
annehmen  können,  dass  in  beiden  Fällen  zwei  Gleichungen  erforder- 
lich sind,  um  die  vollständige  Lösung  darzustellen,  ist  in  dem  Falle, 
wo  die  Bedingung sgleichung  erfüllt  ist,  die  eine  von  diesen  Integral- 
gleichungen (genannt  ^=^C)  in  ihrer  Form  vollständig  unabhängig 
von  der  anderen  (genannt  %  =  0);  in  dem  Falle  dagegen,  wo  diese 
BedingungBgleichung  nicht  erfüllt  ist,  ist  die  eine  von  diesen  Inte- 
gralgleichungen in  il:iror  Form  abhängig  von  der  anderen. 
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§.  156. 

Nachdem  wir  nun  den  Unterschied  zwischen  den  ] 
in  beiden  Classen  Margelegt  haben,  können  wir  uns  einer  Inte- 
grationsmethode bedienen,  welche  den  Punkt,  an  dem 
sich  die,  auf  diese  beiden  Classeii  angewandten  Methoden 
trennen,  deutlich  erkennen  lässt.     Ist 

irgeiid  eine  Beziehung  zwischen  x,  y  und  g,  so  ist: 

UM  dif     "        de 

Ferner  liaben  wii' : 

Fdx  -h  Qdy  +  Bdz  =  0.. 

Die  erste  Gleichung  werde  mit  A  {eine  später  zu  bestimmende 
Grösse)  multipHcirt  und  zu  der  letzten  addirt,  so  dnss 

P\  dx  +  ^1  dy  -\-  Jiids  =  0 

Man  wäble  X  so ,  dass  Pi,  Qi,  Ej  respective  proportional  den 
Differentialquotienten  einer  gewissen  Function  if"  nacb  x,  %  £  wer- 
den; dann  ist  das  Integral  der  letzten  Gleichung: 

wo  C  willkürlich  ist,  und  dio  vollständige  Lösung  der  DifTerential- 
glcichung  wird  gegeben  durch  die  beiden  Gleichungen : 

ji  (I,  t.i>  =  a 

Da  nun  Pi,  öi,  Ii\  DifferentialcLUotieiiten  nach  x,  y,  S  prnpoi- 
tional  sind,  so  haben  wir : 

oder,  wenn  wir  fnr  Pj,  Q^Ji^  ilne  Wertlie  setaen  und  rcdncieen: 
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^Kr.-di)+'^Kdi-d;)+''\Ji-di) 

Sind  I\  Q,  R  selbst  proportional  DiSerentiolquoticnten  nach  x, «/,  i:, 
so  verschwindet  die  erste  Zeile  dieser  Gleicliung  und  eine  Lösung 
dieser  Gleichung  ist  1  =  0 ;  als'dann  sind  Pi,  Qi,  lii  unabhängig 
von  X  imd  somit  ist  '^{x,y,z)  unabhängig  von  %. 

Sind  P,  §,  S  nicht  so  beschaffen  dis?  für  sie  die  erste  Zeile 
verschwindet,  so  ist,  wie  man  au^  diesei  Gleichuag  sieht,  i.  abhängig 
von  der  Fona  von  %  uad  somit  luch  ii  abhängig  von  der  Form 
von  %■  I^iö  Form  von  j/"  wird  m  diesem  Falle  bestimmt  durch  die 
in  §.  154  gegebene  Methode  die  voistebende  Untersuchung  ist 
jedoch  von  Nutzen,  da  sie  etn  Mittel  giebt,  um  die  analytische 
Vergleichung  awischen  den  Methoden  aufzustellen. 

Geometriselie  Veranschaulieliung. 

§■  157. 

Man  kann  der  Differentialgleichung  und  ihrem  Inte- 
grale eine  geometrische  Deutung  geben,  wodurch  der  Unter- 
schied zwischen  den  beiden  in  den  letzten  beiden  Paragraphen  be- 
sprochenen Classen  von  Gleichungen  anschaulich  werden  wird. 

Stellen  wie  gewöhnlich  x,  p,  z  die  Coordinat^n  eines  Punktes  Ä 
dar,  so  wird  die  Gleichung  irgend  einen  geometrischen  Ort  dar- 
stellen. Ist  Ä'  ein  Punkt  des  Ortes  in  der  Nähe  von  A,  so  sind 
dx,  dy,  de  proportional  den  Eichtungscosinussen  von  ÄÄ',  und  es 
giebfc  daher  die  Differentialgleichung  eine  Eelation  zwischen  diesen 
Bichtungecosinussen  an ;  der  geometrische  Ort,  welchen  sie  darstellt, 
wird  somit  eine  gewisse  Ctirve  oder  Curvenscliaar ,  nicht  aber  eine 
Fläche  oder  Flächenschaar  sein. 

g.  158. 
Betrachten  wir  nun  die  beiden  Differentialgleichungen 
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in  denen  P',  (^,  R'  dieselben  Functionen  von  xf,  ij,  /  wie  J*,  ^,  Jl 
von  X,  y,  S  aind,  so  sind  ihre  Integrale  von  der  Form: 

(2)     {"^II"^ 

WO  Ui  und  itj  Functionen  von  «',  )/',  «'  sind;  und  da  dieselben 
gleichzeitig  bestehen,  so  stellen  sie  in  Wirldicbkeit  den  Durchschnitt 
zweier  Flächen  dar,  von  denen  jede  zu  einer  Flächenschaar  gehört. 
Dieser  Durchschnitt  je  zweier  apecieller  Flächen  ist  eine  Curve,  und 
wir  erbalten  daher  ein  doppelt  unendliches  System  von  Cui-ven, 
Eine  Curre  dieses  Systems  geht  durch  A  und  wird  bestimmt  durch 
diejenigen  Werthe  von  «i  und  «j,  welche  man  erhält,  wenn  man 
in  )(i  und  Mj  die  Coordinaten  von  A  einsetzt.  Ist  A!'  der  Punkt 
dieser  Curve,  welcher  unmittelbar  auf^  folgt,  so  sind  die  Eichtungs- 
cosinusse  von  A  ^'  proportional  zu  &y!^  dij\  de'  oder  Bu  den 
Wertben  von  P',  (^,  M'  im  Punkte  A,  d.  h.  zh  P,  Q,  E.  Nun  ist 
die  Bedingung,  dass  AA"  und  AA'  auf  einander  senkrecht  stehen, 

Pdx  +  Qäy  +  Iidi:i  =  0, 
welches  die  gegebene  Differentialgleichung  ist;  sie  drückt  daher 
aus,  dass  ÄA'  senkrecht  ist  zu  derjenigen  Curve  von  (2),  welche 
durch  Ä  hindurchgeht.  Die  IjÖsung  der  Differentiaigleichtiag  muss 
somit  alle  diejenigen  Curven  umfassen,  welche  das  System  (2)  ortho- 
gonal schneiden. 

Geben  wir  von  A  in  irgend  einer  Richtung  fort ,  welche  senk- 
recht ist  zur  Tangente  im  Punkte  A  an  die  dv\rch.il  gebende  Curve 
des  Systems  (2),  so  werden  wir  in  A'  zu  einer  benachbarten  Curve 
dieses  Systems  gelangen;  geben  wir  weiter  von  A'  nach  irgend 
einer  Richtung,  welche  rechtwinkelig  ist  zu  jener,  so  werden  wir 
in  einem  anderen  auf  diesem  Wege  folgenden  Pi\nkte  eine  andere 
benachbarte  Curve  erreichen.  Der  so  erhaltene  Weg  muss  in  der 
Lösung  der  Differentialgleichung  einbegriffen  sein,  und  da  wir  von 
jedem  Punkte  A  nach  irgend  einer  von  unendlich  vielen  Eichtungen 
(d.  h.  nach  jeder  Eichtung,  welche  in  der  Normalebene  der  Cm've 
des  Systems  im  Punkte  A  liegt)  fortgeben  können,  so  folgt,  dase 
dieLösung  der  Gleichung  eine  willkürliche  Function  enthalten  wird. 

Wir  wollen  daher  durch  A  eine  beliebige  Fläche  legen  und 
unseren  Weg  so  nehmen ,  dass  er  auf  dieser  Fläche  liegt.  Geht 
man  von  A  aus  unter  rechtem  Winkel  zur  Curve  des  Systems  (2) 
foi-t,  so  wird  es  im  Allgemeinen  nur  eine  einzige  mögliche  Eichtung 
aiif  der  Fläche  geben,  und  geht  man  auf  dieser  längs  eines  kleinen 
Bogens  weiter,  so  werden  wir  im  Endpunkte  A'  zu  einer  anderen 
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Curve  kommen ;  in  ^  wird  es  wie  vorliec  in  der  Eegel  nur  eine 
einzige  mögliche  Richtung  auf  der  Fläche  geben,  und  diese  wird  au 
einem  anderen  Punkte  j1"  führen  u,  s,  w.  Wir  werden  so  auf  der 
willkürlichen  Oberfläche  einen  einzigen  Weg  erhalten ,  der  durch 
Punkt  A  geht.  Hätte  man  eiuen  anderen  Punkt  i(  derselben  Fläche 
(der  jedoch  nicht  auf  dem  durch  A  führenden  Wege  liegt)  als  Aus- 
gangspunkt genommen,  so  würde  man  in  analoger  Weise  einen 
einzigen  durch  B  führenden  Weg  erhalten  haben,  der  verschieden 
ist  von  dem  ersten,  und  ebenso  für  jeden  Punkt. 

Wir  würden  daher  auf  jeder  willkürlichen  Ober- 
fläche eine  einfach  unendliche  Reihe  von  Curven  er- 
halten. 

§.  159. 

Dies  ist  genau  das  geometrische  Verfahren,  welches  dem  analy- 
tischen Verfahren  in  dem  Falle  entspricht,  wo  die  Bedingiin^s- 
gleichung  nicht  erfüllt  ist  Denn  doii  hatten  wir  eiae  willkür- 
liche Relation  zwischen  den  Veränderlichen  angenommen  —  dies  ist 
die  Gleichung  der  willkürlichen  Oberfläche;  jene  hatten  wir  mit  der 
Differentialgleichung  combinirfc  und  nach  der  Integration  eine  andere 
Gleichung  erhalten,  die  eine  willkürliche  Constante  enthielt  und  zu- 
sammen mit  der  ursprünglichen  wiUküriicheu  Relation  als  die  Lösung 
betrachtet  wurde.  Die  neue  Gleichung,  welche  eine  willkürliche 
Constante  enthält,  stellt  eine  Schaar  Ton  Flächen  dar,  und  die  Ver- 
bindung beider  giebt  das  System  von  Carmen,  welche  ihre  Durch- 
schnittslinien bilden.  Jede  dieser  CurYen  liegt  auf  der  zuerst  an- 
genommenen Fläche,  und  daher  haben  wir  eine  unendliche  Reihe  von 
Curren  auf  dieser  Fläche.  Das  Verfahren  giebt  somit  das  System 
von  Linien;  welches  auf  irgend  einer  Oberfläche  liegt  und  der  Diffe- 
rentialgleichung genügt. 

§.  160. 

Es  kann,  nun  vorkommen,  dass  das  vollständige  System  von 
Curven  (2)  durch  eine  Fläche  und  somit  durch  eine  Schaar  von 
Flächen  orthogonal  geschnitten  werden  kann.  Wäre  a.  B,  das 
System  eine  Reihe  von  geraden  Linien ,  die  durch  denselben  Punkt 
gehen,  so  würde  dasselbe  durch  jede  Kugel,  welche  diesen  Punkt  zum 
Mittelpunkt  hätte,  orthogonal  geschnitten  werden.  In  diesem  Falle 
würde  jede  Curve,  weiche  auf  einer  orthogonalen  Fläche  gezogen 
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ist,  das  System  (2)  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  da  sie  in  jedem 
Punkte  aenkrecbt  steht  zu  irgend  einer  Carve  des  Systems  (2). 
Daher  muss  die  allgemeine  Lösung  alle  Curven  einsehliessen,  welche 
man  auf  jeder  von  diesen  Flächen  ziehen  kaun,  und  demnach  köanen 
wir,  wenn  wir  eine  Oberfläche  als  die  Gesammtheit  aller  Curven 
ansehen,  die  auf  ihr  gezogen  werden  können,  sageji,  dass  die  Ober- 
flache m  dem  System  von  Ourven  eathalten  sei.  Da  die  Fläche 
eine  lus  eiaer  Schaar  ist,  deren  Glieder  sämmtlich  die  nämliche  Eigen- 
schaft besitzen,  so  sagen  wir,  dass  die  Gleichung  dieser  Flächen- 
schaar  die  Lösung  der  Differentialgleichuug  ist ;  und  aus  dem  Ge- 
sagten geht  hervor,  dass  damit  einbegriffea  ist,  dass  die  Gleichungen 
jeder  Curve,  welche  maa  auf  einer  Fläche  der  Schaar  ziehen  kann, 
eine  Losung  bilden. 

§■  l(il- 

Dies  entspricht  geajiu  dem  Processe,  den  wir  in  dem  Falle, 
wo  die  Bedingungsgleichung  erfüllt  war,  angewendet  haben; 
wir  hatten  dort  (§.  155)  eine  Gleichung  i^/ =  ö  und  eine  aadere  will- 
kürliche Gleichung  ;(  =  0,  welche  beide  zusammen  eine  Curve  auf 
jeder  der  Flächen  ifi  =  C  darstellten.  Indem  wir  alle  möglichen 
willkürlichea  Gleichungen  X  =  0  nahmen,  erhielten  wir  alle  mög- 
lichen Curven  auf  den  Flächen  ]^  =  C  und  somit  schliesslich  die 
Flächen  selbst,  in  deren  Ausdruck  die  Form  von  %  nicht  auftrat. 

§.  163, 

Es  bleibt  nur  noch  au  /eigen  übrig,  wie  die  Bedingunga- 
gleichung  aus  den  geometrischen  Betrachtungen  herzuleiten  ist. 
Die  Schlussfo] gerungen  gründen  sich  auf  die  Anaahme ,  dass  das 
durch 

dx'  du' rfV 

'W  -  ~^^     E' 
da        t  Ut    S    t  m  vo    Curven  o  thogon  1  ge    1  n  tt      w     1      1 
>\  e  e   o  ti  0^,0  al   ges  1  n  ttea  werden  konu  n     etwa         e      m 

P  nkte  Ä    so  muas  d  e  T     gente  aa  1       pe    eile  d  rch  A  gehende 
r     ve  z     nmmenfällen    n  t  d  r  No  malen  in  d  e  o  th  ?     al    Fl    1 
m  Punkte  ^     ^  d  die  R  cht     gs  OS    u        1      Tan^     te        1 

proi  0  t  o  al  au  d  W  the  vo  i"  '?'  Ä  m  1  unkte  ^  d  1  z 
P,  Q,  H,  und  wenn 

(p  (a-',  y',  /)  ■==  C 
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die  Ortiiogonalfläche  ist, 


Aeliiea  Capitel. 
0  sind  die  Eich tungsci 


9  cp 


1  Punkte  X,  y,  z  (welcher  Ä  ist)  proportional  zu    ■^— ,    -t: — 


[§,  163.] 
der  Normale 


Da  die  Eichtungseosinusse  für  die  beiden  Linien  dieselber 
so  müssen  wir  haben: 

1    dip 2_£5P  1    ^f 

P  die  ~  Q  dif  ~  B  dz' 
Ist  jede  dieser  Grössen  gleich  (i,  so  dass 
dcp 

ist,  so  führt  dieElimmition  vm  ip  und  [i  aus  diesen  (wie  in  §.  152) 
zu  der  betrachteten  GUichung  welche  somit  die  Bedingung  dafür 
ist,  dass  das  Curvensyatem  oithogoual  geseiinitteu  werden  kann. 


Fall  von  n  Veränderlichen. 


§.  IßS. 

Im  Vorhergehenden  kahen    wir  angenommen ,    dasa    nur  drei 
Veränderliche  auftretea ;  es  ist  indesseß  leicht,   zu  dem  Falle  über- 
zugehen, wo  mehr  als  drei  vorhanden  sind.     Soll  die  Gleichung 
Xidxi  +  X,d%  +  X^clx^  +  ■  ■  ■  +  Käx„  =  0, 


in   welcher  Xi,  X^, 
ständiges  Integral  ■? 


Differentialc[uotieuten  ■—- 


.  .  Functionen  von  Xu  x^,  ,  .  .  ,«nd,  ein  voll- 
u  der  Form 

tp  (a^i,  iCä,  .  .  , ,  Xn)  =  A 
die  Grössen  X^  propoi-tional    den  partiellen 
dass  wir  setzen  können: 


für  alle  Werthe   1, 
sohiedene  Indicea,  so 


<■( 


dX. 
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Anillog : 

j,  (^J^  _  MiA  =  X    —  —  X    ^ 


und  somit: 


Wenn  das  System  von  Gleichungen,  welche  aus  dieger  durch 
alle  möglichen  Combinafcionen  von  drei  verschiedenen  der  Indiees 
1,  2,  3,  .  .  .,  «  abgeleitet  werden  können,  befriedigt  ist,  so  besitzt 
die  Differentialgleichung  ein  Integral  von  der  vorausgesetzten  Form. 
Die  Gesammtzahl  dieser  Bedingungsgleiohungen  beträgt 

i«(«-l)  (,.-2)i 

dieselben  sind  nicht  alle  von  einander  unabhängig ;  denn  wenn  man 
die  vier  Gleichungen  niederschriebe ,  welche  je  drei  von  den  vier 
Grössen  Xz,  Xf„  Xy,  X^,  enthalten,  so  würde  man  finden,  dass  die 
eine  aus  den  drei  anderen  ableitbar  ist. 

Aafgahe.  Man  zeigs,  dass  die  GesammtKalil  der  von  oinandev  un- 
abhängigen Bedingung^ 


§.  164. 

Wenn  diese  Bediugungsgleichungen  oder  die  nothwendig  unab- 
hängigen Gleichungen  identisch  erfüllt  sind,  so  kann  man  die 
Stammgleichung,  welche  alsdann  noth  wendiger  weise  existirt, 
erhalten  durch  eine  VerallgemeiKernng  der  Methode, 
welche  wir  bei  den  Gleichungen  mit  drei  Veränderlichen 
angewandt  h<4tten  Wir  integiuen  so  als  ob  alle  \eiandei- 
lichen,  nut  Ausnahme  von  zweien,  constant  waren  und  eisetzen 
die  wiUkurliche  Constante  durch  eine  willkwliche  Function  aller 
dej:3emgen\eianderliehen  welche  als  constant  ingenommen  woiden 
waren  Die  so  eihaltene  Gleichung  differentuien  wir  nach  allen 
Veiinderlnhen  und  biingpn  dis  Resultat  m  Uebei  ein  Stimmung  mit 
dei  geaebonen  (  leicl  un{,     die  ful   diast,  Lil  eieinstimmi  i  ^     lloi  kr 
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liüLen  Bedingungen  werden  zur  Bestimmuag  der  eingefülirten  will- 
kürlichen Function  und  somit  zur  Bestimmung  der  Stammgleichung 
dienen. 

1.' Aufgabe.    Es  ist  leicht  zu  bestätigen,  dass  die  Coefficienten 
der  Differentiale  in  der  Gleichling 

{2a!i  +  ^^-\-  2xiX^  —  Xs)  äxi  +  2ä!iX.idx-i  —  ati  dx^  -\-  Xiäx^  =^  0 

den  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  vier  ist,  von  denen  aber 
nur  drei  unabhängig  siad,  genügen.  Der  Regel  gemäss  nehmen 
wir  an,  dass  nur  zwei  der  Veränderlichen  sich  ändern  können,  und 
als  diese  können  wir  x<,  und  Xi  nehmen.  Dann  ergiebt  sich  das 
Integral : 

— Xi  X3  -\-  x^Xi  ^=  C=  fp, 

ivo  fp  eine  Function  von  Xi  und  X^  ist.  Diffcrentiiren  wir  dies,  so 
erhalten  wir : 

(■ — x-i  -\- 2 Xi x^ dxi  — Xidx^  -\- XydXi^dip, 

und  eine  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  gegebenen  zeigt,  dass 

-~d<fi^{2xi-\~  x^)  dXi  +  2  ^1  x-i  dx^i 

ist.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine  Gleichung,  welche  nur  drei 
Differentiale,  dip,dxi  dx  anstatt  vier  enthalt  (im  allgemeinen  Falle 
würden  wir  n  —  1  Difleientiale  anstatt  )(  erhalten)  die  Eegel 
wende  man  dann  wiedei  aut  diese  an  und  vermindere  dadurch 
wieder  die  -Anzahl  der  Diffeienhale  um  eins  und  so  fort,  bis 
man  ein  endliches  Integial  erhalten  kinn  In  dem  specieÜ  be- 
trachteten Beispiele  ist  dis  Integiil   wie  man  leicht  aieht 

-  -P    +  ^  =  n    +    '1''. 
worin  Ä  nunmehr  emo  -nillkiii IilIip  Constante  i,.t,   und  du,  Staram- 
gleichnng  ist: 

x'l  -)-  ^i^i' —  ^i^s   -\'   x'^Xi  ^=  Ä. 

2.  Aufgabe.    Die  foigenden  Gleiciiungen  haben  eine  Stammgleichung 
von  der  betrachteten  Form;  man  bestimme  sie  für  jecte  von  ihnen. 

(1)  y.eudx-\-zitxdy-{-'uxyd«-\~xyedii-=:(i. 

(2)  to  +  »+'»)<i»-|-(^  +  .+«)<l!;-t-f..-|-.«+!/)<I^-|-(-'!+!/  +  ')<i«  =  0. 
(S)    «(i/  +  .)<lx-|-«(t.-,»)ilj-|-!,(li-«lii»  +  !,  ()/  +  •)  ä..  =  0. 
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Gleiehungon  von  höherem  als  dem  ersten  Grade. 

§.  11)5. 

Es  können  Gleichungen  vorkommen,  in  denen  die  Dift'erential« 
der  Veränderlichen  in  einer  höheren  Potenz  ala  der  ersten  auftrat«!!. 
Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht,  auf  die  Lösung  derselben  voll- 
ständig einzugehen,  sondern  nur  eine  Methode  auKUgeben,  wie  man 
in  einigen  Fällen  verfahren  kann. 

Als    die    allgemeine    Gleichung    zweiton    Grades    kann 


Xdx^  +  Ydij-^  +  Zds^  +  2  X'dyde  +  2  Y'dedx  -|-  2Z' d!):dy:=(}, 

woiin  X,Y,Z,X,l'  Z  Functionen  von  a:,y,e  sind.  Wenn  sich  die 
hnke  Seite  in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  so  kann  die  Gleichung 
durch  zwei  andeie  von  dei  Form 

Pd%  +  qdy  +  B</3  =  0 
eisetzt  werden,  weiche  man  erhält,  indem  man  die  beiden  Factoren 
einzeln  gleich  Null  setzt  Die  Lösung  einel-  jeden  von  ihnen,  die 
rava  duich  die  fruheien  Methoden  erhält,  wird  eine  pavticuläre 
Losung  dei  vorgelegten  Differentialgleichung  sein ,  und  die  beiden 
allgemeinen  Losungen  zusammengenommen  werden  die  vollständige 
Losung  bilden  In  dem  F\lle,  wo  jede  der  iinearen  Gleicbungen 
im  Sinne  dei  vorhergehenden  Paragraphen  durch  ein  einziges 
Integr<4l  lesp   von  der  Form 

befiiedigt  Wird,' wird  die  allgemeine  Lösung  wie  in  §.19  dargestellt 

(A)     !♦,(>,,;,,«)- C||*.(«,9.'')-C)=0. 

In  dem  Falle,  wo  zwei  verschiedene  Gleichungen  für  die  Losung 
erforderlich  sind,  muss  jedes  zusammengehörige  Paar  als  eine  Lösung 
betrachtet  werden. 

Nun  ist  die  Bedingung  dafür ,  dass  dieses  Lösungen  sein 
können,  die,  dass  die  linke  Seite  der  ursprünglichen  Gleichung  in 
Factoren  zerlegbar  sei.     Die  linke  Seite  ist  gleich 

lr,/r.-,.  ,  -irtj„  ,  ir< .,,.,.     ■\(Y'-i  —  X7:)dx^—2{Z7J  —  XY')dxdy 
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und  damit  dieses  in  zwei  Factoren  zerlegbar  sei,  muss 

ein  Yollständiges  Quadrat  sein.     Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn 

(T^  —  XZ)  (Z'^  —YZ)—{ZZ'  —  X'  ¥'}■>=!} 
oder: 

Z(XYZ'^2X'Y'Z'  —  XX!^—  YY'^—ZZ'^)  —  0, 
also,  da  Z  iiiclit  gleich  Null  ist,  wenn 

XYZ+2X'  rZ'  —  XX'-'—  YY'^  —  ZZ'^  =  0 
ist.      Ist   diese  Bedingung  erfüllt,    so   erhält   man    die  allgemeinfl 
Lösung  auf  die  vorher  angegebene  Weise. 

Ist  aber  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  besitat  die  vorge- 
legte Gleichung  weder  eine  einzige  Yollständige  Lösung  Yon  der 
Form  (Ä),  noch  ein  System  von  einzelnen  Lösungen,  von  denen 
jede  durch  ein  Gleichungspaar  gegeben  wird;  sie  besitzt  aber  im 
Allgemeinen  eine  Lösung,  welche  durch  ein  System  von  simidtanen 
Gleicliungen  dargestellt  wird. 

1.  Aufgabe.     Die  Gleichung 

x^dx^  4-  y^di/^  —  0^de^  +  2xydxdy  =  0 
erfüllt  die  Bedingung  und  die  entsprechenden  Gleichungen  sind: 
xdx  +  pdy  -\-  gdz  =  0     «nd     xdx  ■\-  ydy  —  ssdz  =r  0; 
dieselben  führen  zu  den  Integralen : 

x^-\-y^^ß^-ai^G,     3;^  +  y2  — 32-«3  =  0, 
und  daher  ist  eine  allgemeine  Losung  : 

(I'  +  !/•  +  «■-«)  (rt'  +  !/■  — a>  -  a)  =  0 
oder: 

(«>  +  !/'  -  «)■  =  '', 
worin  ii  eine  willkürliche  Constaate  ist. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

0)    IVdo-^-triiim'  (ly^^^>n'  dz^-\-(lm'  -i^V  w^dxdy-^iln'  ■^l'^,)äxds 

(2)     (mdx^ydy^zdzfz^izi-x^-yi){xdx  +  yay-^stU)d,. 
(a)    dxdyds  =  0. 

\dx,    d  y,     ds    I 
(4)     \   X,        y,     Bi «   m:^  0,  wo  in  eine  Constante  ist. 
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3.  Aufgabe.     Man  suche  eine  Losung  der  Gleichung: 

a(b  —  c}xdi/d3  +  li(c  —  a}ydedx  +  c{a  —  l)zdxdy  =  0, 
welclie  zusammen  mit  der  Gleicliiing 

»■•+S!/'+,,-=  1 
hesteht.     (Bie   erste   ist  die   Diff^rentialgleiohung    J.  i    Krumniungslinien 
auf  fler  duruh  die  letztere  daigestellten  Flache) 

4,  Aufgabe.     Man  suche  ebenso  für  diP  Gleiihung 

[x^dx    y-dy,  s^'/'l 
,ij,       dy,      <?^      =  0 

eine  Lüsuiig,  welche  zusammen  mit  der  Gleichung 
besteht. 


Simultane  Difforentialgleichungen  mit  constaiiten 
Coefüeienten. 

§.  166. 

Wir  haben  bisher  nur  immer  eine  einzige  Diiferentialglciclmng 
betrachtet;  nunmehr  gehen  wir  zur  Behandlung  von  Systemen 
von  Gleichungen  über.  Die  einfachste  und  au  gleicher  Zeit 
am  häiifigst«H  vorkommende  Classe  ist  die,  in  welcher  nur 
eine  einzige  unalaliängige  Veränderliche  vorhanden  ist, 
von  der  eämmÜiehe  anderen  vorkommenden  Veränderlichen  Func- 
tionen sind. 

Um  jede  von  diesen  abhängigen  Veränderlichen  für  sieh  und 
vollständig  zu  beatimmen ,  muss  die  Anzahl  der  Glaichnngen 
.  des  Systems  gleich  der  Anzahl  der  abhä,ög!gen  Veränder- 
lichen ?em  In  heaer  Llasse  sml  enthalten  der  gröbste  Tlieil  det 
Diff^-ientialgleichungen  derDynimik  so  ist  z  B  imFille  desHxupt 
.piollpms  dei  physikalischen  AiüontmiP  —  die  ßewegui  g  eines 
Sjstems  mateiiellei  Koipei  unter  dem  Emfluss  ihier  gegen'.eitigen 
Anziehungen  zu  bestimmen  —  iiui  eine  einzige  unabhängige  Ver 
andeiliohe  vorhanden  namlich  die  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte 
ab  vöiflossene  Zeit  wahren  1  die  aihinj,igen  Vei an dei liehen  die 
Cooidmaten  dei  veiscbiedenen  Korpei  sind  Diese  Cooidinaten 
andern  sich  mit  dei  Zeit  und  hetem  dabei  die  veischiedenen 
Stellung, en  dei  K  rj  er  und  sie  sm  1  ]e  le  lui  sieb  bestimmt  da  die 
ÄnBabl  dei  dlenbuiigen  ^lu  1   dPi  (jesimn  tz^}  1  dei  Londiniten  ist 
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Alle  Gleichungen,  welche  die  kleinen  Os ei Uationea  m  emem  bewegten 
System  von  Körpern  behandeln,  sind  ebenfalls  bieim  enthalten ;  bei 
ihnen  kommt  die  Tereinfachang  hinzii,  dasa  dierxleiclniugm  "jammt- 
licb  linear  sind,  währeod  die  Grössen,  welche  mit  den  Diffeiential- 
qiiotienten  multiplicirt  sind,  Constanten  sind. 

Die    allgemeine  Theorie    der    letateren    soll    zuerst    betrachtet 


Bezeichnen   wir   mit  (   die   unabhängige  Vevänderlitlie   und  —— 

mit  J)  uad  nehmen  wir  den  einfachaten  allgemeinen  Fall ,  den  es 
giebt,  so  baben  wir  zwei  Gleichungen,  welche  zwei  mit  x  und  y 
bezeichnete  abhängige  Veränderliche  enthalten.  Da  die  Gleichungen 
als  linear  vorausgesetzt  sind,  so  können  alle  Glieder,  welche  Diffe- 
reutialq^uotienten  von  x  enthalten,  zusammengezogen  werden  und 
ebenso  alle  diejenigen,  welche  Differentialquotienten  von  y  enthalten ; 
und  die  Gleichungen  können  somit  geschrieben  werden  in  der  Form: 

A(D)x  +  <p,{I)}ii=  T,, 
worin  /i,/s,  <Pi<  fs  rationale  algebraische  ganze  Functionen  mit 
constanten  Coefficienten  und  Tj  und  Jj  explicite  Functionen  von  ( 
allein  sind,  ■wobei  für  letztere  ein  constanter  Werth  oder  Null  nicht 
ausgeschlossen  ist.  Operirt  mau  an  beiden  Seiten  der  ersten 
Gleichung,  mit  (p^  (D)  und  an  beiden  Seiten  der  letzten  Gleichung 
mit9>i  (D),  so  werden  sie; 

(P,(D)/,(B)i  +  9,(5)9,(0)9=  if.OTT, 

Vi  (m,  (fl)  I  +  9.  m  9,  m » =  fi  m  t,. 

Da  die  Functionen  q)  nur  Constanten  zu  ibi'en  Coefficienten 
haben,  so  folgt : 

9,(D)(P,(B)!,  =  9,(7))9,(B)!,, 
und  daher  geben  die  obigen  Gleichungen: 

(11.)     I»»  (D) A  (B)  -  tpi  (B)/.  im'-  =  9:  m  T,  -  (P,  (D)  T,. 

Sind  nun  7i,  ^^i  *"i,  Wa  die  Indices  der  höchsten  Differential- 
quotienteu  in  fi,  f^,  <p^,  <pi  respective,  so  ist  der  Index  des  höchsten 
Differentialqaotienten  in  9)9  (B)/i  (D)  gleich  tii^  -|-  ^i  und  der  in 
9*1  i^)fi  (^)   gleich  »»j  +  l}.      Von    diesen    beiden    Zahlen   möge 
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mit  n  diejenige  bezeichnet  werden,  welche  nicht  kleiner  iet  als  die 
andere,  so  dass  n  die  Ordnung  des  höchsten  Differentialquotieuten 
von  X  in  der  vorstehenden  linearen ,  die  Grösse  x  bestimmenden 
Gleichung  ist.  Um  diese  au  lösen ,  bedienen  wir  uns  der  Methode 
von  Capitel  III,  welche  auf  eine  einzige  gewöhnliche  DiiFereutial- 
gleichung  anwendbar  ist.  Ist  P  irgeod  ein  Werth  von  x,  welcher 
der  Gleichung  genügt  (dort  genannt  das  particuläre  Integral)  und 
sind  ^i,  A3,  .  .  .,  i„  die  11  Wurzeln  der  Gleichung: 

W     V,  (A)/,(A) -,),(»)/.  W  =  0, 
Bo  ist  der  vollständige  Werth  von  x: 

x==Ai^''  +  Ä.e'-i'^  -I-  ...  4.  ^„eV  +  P, 
worin  .^1,  A^,  ...,  Ä»  willkürliche  Constanten  sind. 

Verfahren  wir  in  derselben  Weise,  um  x  ans  den  beiden  ur- 
sprünglichen Gleichungen  zu  eliminireu,  indem  wir  an  der  ersten 
mit /^(D),  an  der  zweiten  mit/i(D)  operiren  und  dann  die  erste 
von  der  zweiten  suhtrahiren,  so  erhalten  wir: 

(III.)     [f,  (B)/,  (D)  -  <pi  (W/,  mi  y  =/i  m  T,  -/,  (D)  T„ 
und  daher  wie  vorher: 

y  =  Bie'i'  +  B,e^^f  +  •■•  +  B.,o'nt  +   g, 
worin  Bi,B2'  ■■■'  -^n  willkürliche  Cunstanteii  sind  und  Q  das  parti- 
culäre Integral  der  Diliereatialgleichuug  (III.)  vorstellt. 

§.  168. 

In  den  Ausdrücken  für  die  beiden  abhängigen  Veränderlichen 
haben  wir  zwei  Reihen  von  Constanten,  welche  aus  den  Differentia!- 
gieicliungen  (II.)  und  (III.)  sich  ergeben.  Sie  bestehen  beide  aus  will- 
kürlichen Constant«n,  wir  wissen  aber  nicht,  oh  sie  unabhängig 
von  einander  sind;  eine  solche  Abhängigkeit  zwischen  ihnen  kann  be- 
stehen und  doch  können  die  Constanten  willkürlich  sein.  80  könnte 
z.  B.  irgend  eine  der  Constanteu  JS  ein  Vielfaches  irgend  einer  der 
Constant«n  jlsein,  und  da  die  letztere  willkürlich  ist,  so  ist  es  auch 
die  erstere.  Wir  müssen  daher  die  Anzahl  der  7on  ein- 
ander unabhängigen  willkürlichen  Constanten  bestim- 
men. Um  dies  zu  thun,  setze  man  die  Werthe  von  X  und  3/  in 
eine  der  Gleichungen (I.),  etwa  in  die  erste  ein;  alsdann  geben  die 
Glieder,  welche  P  und  Q,  die  particnlären  Integrale,  enthalten,  auf 
der  buken  Seite  ein  Glied  Ti,  welches  sich  gegen  die  rechte  Seite 
auflieben  "wird,  und  lUc  rcsultirondo  Gleichung  ist: 
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+  ...  +  {A/i  (4)  +  -B„9i  (;.„))  e'«'-Ü. 

Da  dieselbe  bestehen  soll  für  alle  Werthe  von  t,  so  muss  der 
Coefficient  jeder  Expoiientialgrösse  gleich  Ktül  sein,  und  daher  ist: 

(j,)   A/i(».)+ft<Pi(«  =  o 

^./i(i..)+B.»'.(>.)  =  0, 

so  dass  jede  LoHstante  B  aus  der  entsprechenden  Constante  A  her- 
geleitet w^erden  kann  Dte  Anzahl  der  iinabhängigen  willkürlichen 
Constanten  m  dei  vollständigen  Lösung  der  simultanen  Gleichungen 
ist  somit  gleich  «,  d  h  gleich  dem  Exponenten  der  höchsten  Potenz 
von  D  m  dem  Opei  ations zeichen : 

9.P)/i(-ü)  -  <pAI>)h{B). 

Hiemach  wird  die  Lösung  deröIeicIiuiigeu(L}  dargesteht  durch 
die  oben  angegebenen  Werthe  von  x  und  y;  die  in  den  Ausdrücken 
vorkommenden  Grössen  l  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  {A),  und 
Ais  Relationen  zwischen  den  Constanten  sind  gegeben  durch  die 
Gleichungen  (B). 

§.  109. 

In  genau  derselben  Weise  kann  bewiesen  werden,  dass,  wenn 
drei  abhängige  Veränderliche  vorhanden  sind,  welche  gegeben 
werden  durch  die  drei  Gleichungen : 

/,(D)i  +  (p,(B)!/  +  *,(i))«=:Jl 
/,  (D)  li  +  y,  (ü)  S  +  *,  (B) «  =  T, 
y;  {H)  I  +  y,  (D)  J  +  «>,  (D) »  =  T, , 

die  Anzahl  der  unabhängigen  wiDIiürlichea  Constanten,  welche  in 
die  Yollstandige  Lösimg  eingehen,  gleich  dem  Exponenten  der 
höchsten  Potenz  von  Z)  in  der  Determinante  ist: 

/,(B),  <Pim.  *i(i>) 
MB).  <fAII),  *,(-») 
/,(!)),    TsC-O).    *,(-») 
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§.  170. 

Wenn  die  -Wwcaeln  der  Gleichung  (A),  welche  die 
Coefficienten  Ton  t  in  den  Esponentialgröasen  glebfc, 
reell  und  ungleioli  sind,  so  ist  die  oben  gegebene  Lo- 
sung vollständig.  Es  bleiben  aber  noch  die  Fälle  zu 
betrachten; 

1)  wenn  es  ein  Paar  imaginärer  Wiirzeln  giebt, 

2)  wenn  es  ein  Paar  gleicher  reeller  Wurzeln  giebt. 
Der  Fall  gleicher   imaginärer  Wurzeln  wird    sich    aus 

der  Verbindung  dieser  beiden  ergebe». 

Im  ersten  Falle  bleibt  die  erhaltene  Lösung  allgemein,  es  ist 
jedoch  erwünseht,  sie  so  umzHändern,  dasa  ihre  Form  frei  von 
imaginären  Grössen  ist.  Die  beiden  imaginären  Wurzeln,  etwa  K^ 
und  Aj,  können  durch  «  +  (5i  bezeichnet  werden;  dann  ist  der 
entsprechende  Theil  von  x: 

d.  l: 

e"'  (Lj^cosßi  +  LiSiiißt), 

wenn  man  die  willkilrliehen  Constanten  wie  in  §.  44  ändert.  Der 
Theil  von  y,  welcher  den  beiden  imaginären  Wurzeln  entspricht, 
ist  analog : 

e''*(Mi_cosßt  +  M-iSinßt). 

Anstatt  die  nothw endigen  Aenderungen  in  den  Relationen 
zwischen  A  und  B  voraunehmen,  ist  es  besser,  diese  Ausdrücke 
wieder  in  eine  oder  die  andere  von  den  ursprünglichen  Gleichungen 
einzusetzen  und  die  entsprechenden  Eelationen  wie  vorher  abzu- 
leiten. 

In  dem  zweiten  Falle  hört  die  erhaltene  Lösung  auf,  a 
zu  sein,  da  zwei  Constanten,  etwa  A^  und  A2,  zu  ei: 
schmelzen,  es  kann  aber  genau  so  wie  in  §.  44  bewiesen  werden, 
dass  der  Theil  von  x,  welcher  von  dieser  mehrfaclien  Wurzel  A  ab- 
hängt, gleich 

e'-'{A  +  AH) 
und  der  von  y  gleich 

«"(«  +  K'() 
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1.  Äufgahe  Man  beweiap,  ilats  die  Relationen  zwisclieti  den  vier 
Constanten,  dnroh  welche  sie  auf  zwei  imabliäugige  Oonstanteii  reducirt 
werden,  in  diesem  letzten  Falle  lantea 

•v.w  +  «".«  +  -''=^+^'^'  =  »- 

2,  Aufgabe.  WeDii  eine  imagmäre  Wurzel  «  -1-  ßi  jnelirfacli  vor- 
kommt, Bo  gebe  man  die  entsprechen  den  Thtile  der  complemuiitäreii 
Functionen  in  x  und  y  an. 

§■   ni- 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Aufgabe,  bei  deren  Ueliandhiiig 
mau  auf  Differentialgleichungen  kommt,  bereits  eine  Andeutung 
über  die  Form  des  Besitltats  enthält.  So  werden  wir  z.B.  bei  einem 
auf  kleine  Schwingungen  sich  beziehenden  Probleni  erwarten,  dass 
die  Werthe  der  abhängigen  Veränderlichen  sich  mit  Hülfe  rein 
periodischer  Functionen  darstellen  werden,  und  es  wird  alsdann 
zweckmässig  sein,  für  x  und  if  respective  Functionen  von  der  Form 

Licosßt  +  L^sinßt 
M^cosßt  +  3liSlnßt 

an  Stelle  von  e*'  in  die  Gleichungen  (II )  un  1  (III )  au  3  ibst  tunen 
Setzt  man  dann,  nachdem  diese  Werthe  h  b^tituiit  wotdei  smi 
die  Coefflcienten  yon  cosßt  und  stnßt  n  jeder  Glei  b  n^  gleich 
Null,  so  entstehen  Tier  m  den  Glossen  L  und  TT  1  neiip  u  d  h 
mogene  Gleichungen,  deien  Ehmmatioi  sres  Itiute  d  e  We  tl  e  von 
ß  ergeben  wird.  Wenn  fernei  das  P  ol  lern  i  f  e  n  Beweg  a% 
von  nicht  beständigem  Chaiakter  hinweist         w     d      1  i 

dende  Form  der  Lösung  sein 

e"* {Li cosßt  -f-  Lgsinßt) 

und  ebenso   für  y;    hat  man  aber  gar  keine  durch   anderweitige 
Schlüsse  erlangte  Kenntniss  von  dem  Charakter   dieser  ] 
so  müsste  man  die  gewöhnliche  Methode  anwenden. 


dt  ' 
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Hierbei  ist: 

und  daher  wird  die  Gleichung  für  'X: 

(B^  i-  m^)x  =  0., 

X  ^  Acostat  -\-  B  sin  tat. 
Analog  ist : 

y  =  A'eosmi  -j-  B' sinfot. 
Die  Eelationen   zwischen  A,  B,  A\  B'  werden  ohne  Weiteres 
abgeleitet,  wenn  mau  diese  Wertlie  in   die   erste  Gleichung  Bttbsti- 
twirt.    Wir  erbalten: 

—  aAsinai  -\-  aBcosat  ^  —  aA'cosat  —  aB' sincat 

A'  ~  —  B,     B'  =  A. 
Die  kürzeste  Methode  würde  die  sein,  dass  man  p  imoli  der 
crstea  Gleichung  durch  x  ausdrückt,  also: 
1   dx 
^  =  -miü 
=  Asinat  ~  Bcosat. 
Diese  Methode  ist  aber  nur  in  besonderen  Fällen  anwendbar, 
2.  Aufjgabß.     Man  löse  die  Gleichungen: 
d^x  dy    ,       „ 

sf  +  "«+"'»  =  »■ 

Wenn    wir  die  Glieder  zusammenziehen,  welcbe  sich  auf  die 
oiiiKolnen  Verän tierlichen  beziehen,  so  sind  die  Gleichungen: 
(B^  -\-  li^)x  —  aDy  =  0 
aBx^  (B^  +  (ii)y  =  0: 
Daher  wird  die  Gleichung  für  X: 

1(7)3  +  fty-  +  a^B^)x  =  0, 
und  der  Werth  you  x  ist: 

X  =  Licosßit  +  L^sinßit  +  L^cosß^t  -\-  LiSinß-it, 
worin  ßl  und  (3|  dia  Wurzeln  der  Gleichung ; 
(fts  —  py  —  «2^  =  0 
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sind,  und  der  Wertli  ¥oii  y  ist: 

y  =:  Mx  sinßit  -f  M^cosßif  -f  M^shiß^t  -\-  Misinß^t. 

n  Co  na  tauten 


Man   zeigt   lüiülit,   ( 

iass 

die  Relation 

awis. 

lautet : 

=  - 

_  -^=    - 
Ms 

Mi 

3. 

Aufgabe. 

Man  löse  die  Gleichungen: 

dt 

=  , 

2X    +    })1,+    , 

'}!- 

'i!i:4-  h'i,-X-r. 

dt—-""  '  ""  '  -■ 

Dieselben  könnten  dtirch  Anwendung  der  gewöhnlichen  Regel 
gelöst  werden;  eine  andere  auf  diese  Form  anwendbare  Methode 
ist  die  folgende; 

Man  multiplicire  die  zweite  mit  m  und  addiro  sie  zur  ersten; 
dann  ist: 

^  {»  +  mg)  =  ^(a  +  ma')  +-  ,  (b  -\-  mV)   +  c  +  ».  c' 
=  (a  +  mo')  (x  +  an)  +c  +  mc\ 
vorausgesetzt,  dass  m  so  gewäblt  ist,  dass 

i  +  mV  =  m(o  +  »A 
d.  b.  dass  m  eine  "Wurzel  der  Gleichung  ist: 

«2  a!  -\-  {a  ~li')m  —  I)  ==  0. 
Da  die  vorige  Differentialgleichung  ist: 

, d{x  ■\-  my) _^^ 

(([  -\-  ma')  {x  -\-  my)  -\-  c  -{-  mc'  ' 

so  lautet  ihr  Integral : 

(«  +  ma')  {X  +  f>iy)  +  c  +  mc'  =  Ae*(''+"'"''. 

Sind  mi  und  m-j  die  "Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung, 
so  ist  dieses  ein  Integral,  wofern  m  entweder  gleich  »Mj  oder  »(g  ist. 
Setzen  wir  m  ^^^  m,,  so  erhalten  wir: 

(a  +  m^a')  (x  -{-  m,y)  +  c  -{-  m,r/  =  ^, e"''+™i'''>, 
und  setzen  wir  m  =  m^,  so  wird: 
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[§,  171.]  Gewöhnl.  Differentialgl. 


i'x  VeränderUohen. 


worin  Ai  und  A^  wülkürlielie  Conatanten  sind.  Diese  beiden  Glei- 
chungen bilden  die  vollständige  Lösung  des  gegebenen  Paares  von 
simultanen  Gleickuiigen. 

4.  Aufgabe.     Mau  löse  in  derselben  Weise   ivio  in  der  vorbergehen- 
deu  Aufgabe  die  GleicbuBgeu : 


,,  Aufgab 
(I) 


Man  löse  die  folgenden  Aufgaben 

if  +  '«-»  =  »■ 

?|  +  2i  +  5s=0. 


-  +  5i  +  S  = 


1  +  70  - 


■  +  i,if  +  2«  +  31,=,'. 


w 

+  .,, 

D 

=  0. 

dt! 

_. 

. 

=  0. 

~  Bx  - 

4J  +  8 

= 

0 

ä-M. 

+  .^ 

+ 

»  +  0  = 

0 
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Simultane  Diiferentialgleichnngen  mit  veränderlichen 
Coefiicienten. 


§-  ivi. 

Wir  setzen  wie  vorter  voraua,  dass  nur  eine  einzige 
unabhängige  Teränderliolie  vorhanden  ist,  und  dass  somit 
das  gleichzeitige  Bestellen  von  Ml  simultanen  Gleichungen  ausreicht, 
um  die  Relationen  zwischen  den  m  abhängigen  Veränderlichen,  uöd 
derjenigen,  von  welcher  jede  einzelne  eine  Function  ist,  zu  be- 
taner Gleichungen  erster  Ordnung  betruchten,  da  jedes 
z.  B.  in  irgend  einer  Gleichung  eines  gegebenen  Systems 


mtialquotient  wter  Ordnung  vorkommen  soüte,  etwa 


ten  wir  eine   äquivalente  Reihe  von  Gleichungen 
anfstellen,  indem  wir  die  Substitutionen  machen: 


n.    Wenn 
ein  Diffe- 

Ordnung. 


^1  - 


.   yi  = 


,  Vn- 


welche  alle  von  der  festgesetzten  Oidunng  sind,  und  wenn  wn  die 
entspiechenden  Sub'-titutionen  fui  alle  Differentiilquotienten  von 
huherei  als  der  er'iten  Oidnung  voinahmen,  so  wuiden  wii  jede^ 
System  simultanei  Gleichungen  von  ngend  welcher  Ordnung  in  em 
äquivalentes  System  von  Gleichungen  ersterOidnuiig  tiansformuen 
Wenn  m  abhängige  Verandeiliehe  vorhanden  sind,  so  müssen  wir 
m  diesem  System  1H  Gleichungen  haben,  deien  jede  die  Form  besitzt 
d  II i  dym\ 


,  Vi   V.^ 


"  dr 


f)- 


§.  173. 

Die  Auflösung  dieses  Systems  von  Gleichungen  kann 
abhängig  gemaclit  werden  von  der  Lösung  einer  einzigen 
Differentialgleichung  der  mten  Ordnung,  welche  eine  der 
abhängigen  Veränderlichen  mit  der  unabhängigen  Veränderlichen 
verknüpft. 
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Deiiu  man  löse  die  iw  Gleichungen  so  aut,  d\RS  die  m  Difie- 
rentialquotientea  als  explicite  Functionen  dei  Veiandei  heben  ge- 
geben werden,  und  nehme  an,  dass  diese  Relationen  seien 

-^  =  Jj-ife  «/i.  «/?,...,  2/m) 
-^  =  1^3  (K,  *)„  yj, ...,  2/™) 

-J^  —  '^m  (X,  Vi,  y-l,  ■  ■  ■,  «/m)- 

Die  erate  von  diesen  differentiire  man  (in— l)pi.s,l  biuter 
einander  nach  x  und  substituire  nach  jeder  Differentiation  und  TOr 


1^   ...    ^ 
dx'       '  dx 


Ausführung   der  nächsten  die  Werthe  ■» 

letzten  m — 1  von  diesen  Gleichungen.    Auf  diese  Weise  wird  man, 
einschKesslich  der  ersten,  m  Gleichungen  erbalten,  welche 

de'  dj,^'       '  äx'^ 
mit  den  Veränderlichen  e   ni    y^,       ,  !/™  in  Beziehung  setzen.   Wer- 
den aus  diesen  I»  Gleichungen  die  m — 1  Veränderlichen  J/g,  J'ji--mS'm 
eliminirt   so  wird  sich  eine  einzige  Gleichung  ergeben,  welche  dar- 
gestellt werden  bann  durch 

•'  \  '  "''  dx    dx^  dx'^J 

Da  diese  Gleichung  von  der  mten  Ordnung  ist,  so  bat  sie  (§.8) 
m  unabhängige  erste  Integrale,  deren  jedes  eine  willkürliche  Con- 
stante  enthält,  wobei  alle  m  Constanten  YOn  einander  unabhängig 
sind,  und  diese  Integrale  können  dargestellt  werden  durch  die 
Gleichungen: 
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310  At'htes  Capiiel.  [§.  174.] 

in  denen  die  Constante»  C  von  einander  unabhängig'  sind.  Aus 
den  vorhergehenden  Gleichungen  tenuen  wir  aber  die  Werthe  der 
Differentialquotienten  von  y\  als  Functionen  der  Teränderlichen ; 
werden  dieselhen  in  das  System  der  Gleichungen  F  substituirt,  so 
nehmen  die  letzteren  die  Form  an: 

^2  (^,&i'yi Um,  02)  =  0 


und  diese  reichen  aus,  um  jede  der  Veränderlichen  y  als  Function 
von  X  au  bestimmen;  sie  sind  ein  Integralsyatem  und  enthalten  m 
willkürliche  Constanten. 

Wir  erhalten  daher  als  allgemeines  Resultat: 
Die  vollständige  Lösung  eines  Systems  von  m  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  m  +  1  Ter- 
änderlichen  hängt  ab  von  derjenigen  einer  gewöiinlichen 
Differentialgleichung  mter  Ordnung  und  besteht  aus 
m  Gleichungen,  welche  die  m  +  1  Veränderlichen  mit  ein- 
ander verknüpfen  und  «(unabhängige  willkürliclie  Con- 
stanten enthalten. 

§■  174- 

Das  Vorhergehende  stellt  die  allgemeine  Theorie  dar;  in  be- 
sonderen Fällen  aber  ergeben  sicli  Vereinfachungen,  die 
uns  eines  grossen  Theils  der  in  der  allgemeinen  Theoiie  angedeu- 
teten Arbeit  überheben.  Wenn  z.  B,  die  Gleichungen  in  einem 
System  bestehen,  ia  welchem  jede  linear  ist,  so  kann  es. vorkommen, 
dass  man  von  jeder  Gleichnng  von  der  Form 

I'dx  +  -Pidf/i  +  JPid^i  +  ■■■  -\-  Pr^dy^  =  0 
ein  Integral  erhalten  kann  in  der  Form: 

9  (a;,  yu  3/2,  ...,  «/„,)  =  C, 
und  es  würde  nicht  nöthig  sein,  jenen  langen  Weg  einzuschlagen. 
Ferner  würde  es,  anstatt  die  m  unabhängigen  ersten  Integrale  zu 
bestimmen,  ausreichen,  die  vollständige  Lösung  der  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  «iter  Ordnung  zu  bestimmen,  da  man  aus 
dieser  m  —  1  andere  Gleichungen  ableiten  könnte,  in  welche  man 
die  Werthe  der  Differentialquotienten  einsetzen  könnte,  und  man 
würde    so   ein  äquivalentes   Resultat   erhalten.      Wenn    ferner  die 
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GleicinoEgeti  eämmtlich  linear  sind,  so  können  wir  sie  derart  auf- 
löse», dass  wir  die  Verhältnisse  der  m  -[-  l  Differentiale  in  der 
Form  erhalten: 

dx        difi       dy^  dy,„ 

_  „  _  ^_.  _  __^ 

welche  wir  die  symmetrische  Form  nennen  können.  Die 
Art  der  Behandlung  dieser  Gleichungen  wird  zuweilen  (was  von  der 
Form  der  Nenner  in  diesen  Brüchen  abkäagt)  sehr  wesentlich  von 
dem  allgemeinen  Verfahren  verschieden  und  zweckmässiger  als 
dieses  sein.  Beispiele,  welche  dieses  erläutern ,  wird  uiaii  in  dem 
Folgenden  antreffen, 

1.  Aufgabe.  Die  allgemeine  Methode  kann  vermieden  werden, 
wenn  man  Integrale  von  allen  Gleichungen  mit  Ausnahme  einer 
einzigen  finden  kann,  und  um  so  mehr,  wenn  sich  alle  Integrale 
finden  lassen. 

So  führen  a.  B.  die  Gleichungen 

Idx  -I-  mäy  +  nds=  0 
xdx  +  ydy  -f  sd^^O 
unmittelbar  zu  den  Integralen: 

Ix  -\'  my  -{-  nB  =  Ci 
3-2   _|_    j,2    ^_   ^ä  =  Ca, 
welche  y  und  s  als  Functionen  von  x  bestimmen. 

2.  Aufgabe,    Man  löse  die  Gleichungen: 
S  zzz:  (t~2x)dt 
\tdy  ~  {tx  +  ty-\-2'j;  —  t)di. 

f'S  +  ^l^  +  -  =  o 


(1) 


)   ^     ,    2      _dx 
l    dt    '^  t  '^  ^  dt 

3.  Aufgabe.     Man  li 


:e  die  Gleichung 

en: 

+  h,  +  c. 

+  i 

+  i'y  V<!' 

\  d' 

+   *"»  +    t"2 

+  d". 
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Ü12  AüliLts  Capitel. 

Bei  GHeichiiiigeii  von  diesei'  Form  ist  t 
eine  neue  imalDliängige  Veränderliclie  einzuführen  und  alle  diejenigen 
Yeränderlichen,  welche  bereits  in  den  gegebenen  Gleichungen  vor- 
kommen, von  dieser  neuen  Veränderlichen  abhängig  au  machen. 
Nennen  wir  die  letztere  (,  so  können  wir  als  eine  vortheilhafte  Form 
die  folgende  annehmen : 


dt 


.  ^y  _ 


lilx-Vmdy-\-ndz 

IX^mY^nZ 

Idx  +  mdy  -^-nda 

l(lx^my-\rn^)^r 

ausgesetzt,  dass 

wii-  l,  m,  n,  X  so  wählen,  dass 

al  4-  a'm  +  a" n  =  XI 

hl  +  b'm  +  Vn  =  Xm 

cl  +  c'm  +  c"n  =Xn 

Der  Werth  t,i 

1  r  ist: 

Id  +  md'  +  nd". 

Eliminiren   wi 

l,  m,  n    zwischen  jenen  dre 

alten  wir: 

—  A,      «',          rt" 

I),      h'  —  X,      l" 

=  0, 

cubische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  X ,  deren  Wurzeln 
^2,  Aj  sein  mögen.  Snbstitiiirt  man  Xi  in  irgend  zwei  der  obigen 
o  kann  man  die  Verhältnisse  l  :  m  :  n  bestimmen. 
Man  bezeichne  sie  mit  ly  :  ttti  :  «^  und  nehme  an ,  der  ent- 
sprechende Werth  von  r  sei  ri ,  und  analog  für  die  anderen  Werihe 
von  X.     Dann  erhalten  wir  für  den  Werth  Xj : 

dt lidx-]-  wii  dy  -\~  Ml  dz 

t    ^  Ai  (1^1  a;  +  mi «/  +  «1  a)  +  Cl ' 
imd  das  Integral  hiervon  ist: 


Cit  = 


[liX  -\-  mip  -{-  m, «  -\~ 


[hx  +  m,y  +  n,-^  + 
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C-it  = 


(j,,X  +  m,p  +  n,^^   '0-^- 


Um  die  allgemeine  Lösung  des  gegebenen  Systems  von  Ulei- 
chuiigea  bu  erhalten,  müssen  wir  t  ans  diesen  Gleichungen  elimi- 
niren.  Setzen  wir  Ci  ^=  Acj  =  Bcn,  wo  _4  nnd  B  willkttrlicke 
Gonatanten  sind,  so  ist  das  gesuchte  allgemeine  Integral  gegeben 
durch  die  Gtleichung: 

4.    Aufgabe.     Man  löse  auf  diese  "Weise  die  Gleicliungen ; 
_    j      _       d^       _       d^ 

5.  Aufgabe.     Diese  Metl    de  la    t,  s    1  u  h     u    L 

wisser  Systeme  von  Gleichung  nbntzn  l  dl         d 

liehen  nicht  i«  so  einfacher  "W         w      ad  lifabaiittn 
Wir  wollen  z.  B,  die  Gleichung      b  t  a  ht  n 

in  denen  T,  Ti,  T^  Functionen  von   (  sind.     Multiplicirt  man   die 
zweite  mit  l  und  addirt  sie  zur  ersten,  so  erhält  man : 

~(x+ls)-hiT(i+lg)  =  l\  +  lT,, 

vorausgesetzt,    dass   l  und  A   so  bestimmt  werden,    dass    sie  den 
Gleichungen  genügen: 

a  -|-  la'  ^  l 

b  +  U'  ~  U, 
so  dass  die  Werthe  von  X  die  beiden  Wurzeln  von 

{a  —  k)  (p'  —  l)  ~  a'h  =  (i 
sind,  welche  mit  Äj  und  A^  bezeichnet  seien.     Da  das  Integral  der 
vorstehenden  Gleichung  ist; 

(i^  +  J,j)e-'         =A+f(l\-\-U\)e-'         dt, 
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Achtes  Capitel, 

[§,  17S.] 

ist  die  Tollständige  1 

^vösung  gegeben  durch: 

'  =  A  +f  (2\  +  \  T,) 

^/„ 

'dl 

,      ,    ,     >   "■/"' 

■■ 

'./" 

(i  +  l,j)e  =^,  +y  (I-,  +  1,  21,)« 

■   fi.  Aufgaljc.    Man  löse  die  Systeme  von  Gleiehnngen 
TT  +  T  (»-!/)  =  ' 


»•■77  =  '"-•("=-!')• 


Ein  specielles  System    von  Gleichungen  aus  der  Dynamik. 

§.  175. 

Es  giebt  zwei  Classen  toq  simultanen  Gleichungen,  weloho  von 
ausserordentlicher  Bedentmig  sind;  die  eine  ist  die  bereits  in  den 
§§.  148,  149  als  Verallgemeinerung  der  Euler'schen  Gleichungen 
betrachtete  Classe,  welche  zu  höheren  transoendecten  Functionen, 
gewöhnlich  Abel'sche  Functionen  genannt,  führt.  Die  andere  ist 
das  System  von  Gleichungen,  durch  welches  die  Bewegung  eines 
Punktes  bestimmt  wird ,  den  ein  Kräfteeentrum  nact  dem  Gravi- 
tationsgesetze anzieht.  Das  letztere  kann  dargestellt  werden  durch 
die  simultanen  Gleichungen; 

^x_dR      d^j_dE      d^__dR 
^'      at^'^'dx'    "dt^~dy'     cW'^dz' 
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in  welchen  E  eine  rationale  algebraische  Function  Ton  *■  oder 
(ic^  -j-  y^-\-  e"^   >   der  Entferming'  des  Punktes  x,  p,  z  vom  Anfangs- 


punkte, fcedeuteti  IJm  das  vollständige  Integral  ( 
den  drei  un abhängige  Gleichußgen  (oder  ihr  Aequivalent)  erforder- 
lich aein,  und  da  jede  Gleichung  ersetzt  T^erden  kann  durch  zwei 
von  der  Form ; 

,__  ri«      äxi  "ö'R 

was  im  Ganzen  sechs  Gleichtingen  aur  Bestimmung  der  sechs  Grössen 
giebt.  so  zeigt  die  Untersuchung  in  §.  173,  dass  wir  sechs  willkiir- 
Hehe  Constanten  in  der  Lösung  haben  müssen. 

Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (1)  rospective  mit 
dxi      dy      dz 
d7'    Jt'    U' 

addiron  sie  dann  und  integriren,  so  erhalten  wir : 

worin  B  eine  willkürliche  Constante  ist, 

Den  Gleiohimgen  (1)  kann  man  noch  eine  andere  Form  geben. 
Da  B  eine  Function  von  r  ist,  so  ist  r 


und  ebenso  f 

ür  die  anderen.     Somit  geht  (!) 
d^x        X  dB 
dp        r  d.r' 
d^y  _y  dÜ 
dt^        r   dr' 
d^e  _  s  dE 
dt^  ~  r   dr' 

1  über 

und  somit: 

d^y          d^'x 
X  — -—  y —  =  0 

„-  —  «  -T7K  =  0, 
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denen  nur  zwei  unabliängig  sind.      Die  Integrale   dieser  sißd 
lectiTC : 

ds  dv       ^, 

dx  de, „ 

^'  ~d}.  ^  ^  Ia '^   ^' 

Quadrirt  und  addirt  man  diese,  so  erhält  man : 

<..+.-+..,  (@)V(^)-+(^)1 

A  eine  willlcürliche  Constante  ist.    Dies  ist  gleiclitedeiitend  mit 

dt   = 


(2)     *  +  «=y  |2,.ä(^,^£,_^sjv; 
s  der  elieii   erhaltenen  Crleicliung  liabcö  wir: 

~dr   dt  ~'        "  )-3    dt    '    '  dt  df^' 


Wenn  wir  diesen  Werth  in  die  veränderte  Form  der  arsprüng- 
liühen  Gleichungen  einsetzen,  so  wird  die  erste  von  ihnen; 


/    (?^  _      dr\ 

'  \    dt        ^  dt)' 
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Setzt  man: 

ciq;  ^  A  — ^ 

_  Ailr 

so  ist  die   vorige  Glelciiung  für  — : 


Werden  die  Bweite  und  dritte  Gleichung  ebenso  behandelt ,  so 
kunimt  man  au: 

(4)    -  =^  &i  COS  9>  -f  hi  sin  <p 

{5)     -  =  Ci  cös  q;  +  C;  sw  9, 

nnd  in  diesen    sind    die  Constantea  a,  h,  e  willkürlich.      Sie   sind 
jedoch  nicht  unabhängig  von  einander,  denn  wir  haben  stets : 

3:2  -f  «/2  +  Ä»  ^  r^, 
welolies  auch  der  Werth  von  ip  soin  möge,  und  daher  ist 

(Uj^  +  &j^  -|-  cD  cos^  <p  -\-  ^idiüf^-  &i  i'i  +  Ci  C3)  cos  ip  sin  <p 
"h  («2  +  ^2  +  %^)  ****'  ^ 

erfüllt  für  alle  Werthe  von  <p,  so  dass: 

«f  +  V  +  e,"  =  1 
(8)  «>  +  i;  +  c|  =  1 

Die    sechs    Constanten     sind    drei   unabhängigen    Conatanten 
aquiYalent,     Ferner  können  wir  (3)  auf  die  Ferm  bringen : 

5  =  5,CTS(9D  +  ft), 
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worin  pj  nd  ß  willkurl  1  e  Ln  tant  n  d  es  ist  daher  auf 
diese  We  se  mt  <p  e  e  wlUcuihche  C  stante  yerbuiiden,  nnd  es 
wird  3om  t  n    1 1  ii  thig    e       e  ne  solche  i     de    f  ieichimg 

hiJi7U7iiiuat:n 

"Wir  haben  nun  hiniieitliend  viel  Grleichungea ,  um  das  allge- 
meine Integial  zu  bestimmea  Mittelst  (7)  wird,  ip  gegeben  als 
eine  Fuu:,tion  von  J  und  somit  nach  (2)  als  Function  von  t ;  hier- 
nach geben  die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  x,  p,  s  als  Functionen 
von  (  Ueberdies  haben  wir  sechs  unabhängige  willkürliche  Con- 
stmten,  niimli:,h  A^  S,  a  und  die  sech?  G-rössen  «j,  «j,  dj,  tj,  Cj,  Cj, 
welche  duich  die  diei  Relationen  (b)  verbunden  sind.  Dieau 
Weichungen  bilden  diiier  das  dl^jcnifme  Integral  der  Bifferential- 
glen,hungen 

Aufgabe.    Man  löse  auf  diese  "Weise  die  Gleicliungen : 
(-'  +  !/")•■*  S  +  ».«  =  0 

und  löse  dieseltieii  auch,  dadurch,  dass  man  Polarcoordiiiaten  einfiihri. 


"Vermischte  Aufgabe 
1.     Man  beweise,  dass,  wenn 

st,  die  Gleichung  "besteht: 

!  +  ;■       1    „ 


>  c  eine  willtürliche  Constante  iet. 
2.     Man  bezeichne  mit  F(xl  das  Integral: 


und  zeige,  dass  die  zu 

FM  +  F{T,)  +  F(m,)  =  0 
äquivalente  algebraische  Ralatiou  lautet: 

j  (I  -  «.■)  (1  -  ^;]  (1 "  a-fl  =  (2  _  it?  -  xf^  i;  +  i>  x;  x;  xsy. 
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[§.  17S.]  GbivüIiuI.  Diffei'eiitialgl.  mit  mehv  als  zwei Verän der! ioliei 

3.  Mau  "bczeicline  mit  E(x)  das  Integral; 

und  Ksige,  dass 

ist,   wena  a!j,  Kg,  x^  in  cleraelbeii  Beziehung   zu    eiiiauder  stoheu , 
der  vorigen  Aufgabe. 

4.  Mau  zeige,  dass 

I  '■«a,    I/s.    1  I 


.  +  ''%  _L   _ 


wo   jf   gegeben    ist  durch    die    Gleichung    a:^  -\-  y^  :=  1,   und   gebe   die 
geometrische  Bedeutung  des  Resultats  an.  (Cayley.) 


1  beweise,  das»  das  Integral  v 
z  + 


(!  +  «■)*    '    (!  +  !/')''■ 
dargestellt  werden  kann  in  der  Form; 

(l+X^)   (]+ä,8)  ,,^.„3,   =   (l-|-^2,«)3, 

wo  n  euie  willkärliche  Conatante  ist,  und  das  von 
du 


+  "^ ^^0 


t  werden  kann  in  der  Form  : 

wo  I  und  J  bestimmte  Constanten  und  a  eine   wiliküidiclie  Constaute  ist. 
Man  zeige,  daas  das  allgemeine  Integral  von 
X~^''dx  +  Y^^'d^  =  0, 

ist,  lautet; 

XYZ={k-\-l{^  +  y  +  ^)  +  m{xy  +  y,i^^x)  +  nxye}\ 

Z  ^(k,  l,  m,  n  \  e,  1)3 
und  J  eine  willkürljolie  Constanta  ist.         (Mac  Malion  und  Eiiasell.) 
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6.    Man  zeige,  dass  die  Integralgleichungen,  welolie  den  Gleichungen 
i*  _L  i£  4.  ^  —  0 


äquivalent  siiid,  worin 

JX  =  i{l^y.m,'i)  (1-l.i.V)  [l-t^tin'x)}'' 
ist,  datgestellt  werden  durch; 
sin  >p  sin  ipcos^  J  S- 


cos  V  cos  fp  sin  9-Jil- 


{sm^g>  —  sin'!i-){sin^^  —  si^. 
sin  (p  sin  »costpJip 

•i^xl^) 

(smä  ^  __  sin^  9)  (sin^  V  —  s»i 
cosO-cosf/sin'pJgi 

t^V) 

Isin^  g>  —  sin^  9)  {sin^  40  —  st! 
cos  9.  cos»  sin  ^J-,!' 

t^V) 

und  hphtin  n  t    1   mi  £   lui  h  d  e  Bediagungen   diss   fui  5-  ^i^  0,   ^c  3 

und  <p  ^=  [>  itm  lolle 

7      Maa  R  iche  die  Stammgleichung   1er  Gleirhi  ngen 
0)       (a>,-b  )dx    +    (L^^ac)dy    +    {hx~€j),U    =0 


(3)    (!,>+!/«+.')äa,+  (2ii+»ä!+i')äs+(."+xs+!,>)d»  =  0. 

8.  Man  bestimma  die  vollständige  Lösnug  der  Gleichung 

in  der  Form: 

„Hn«  =  „.i..y  ''"'  (.nie.., 

9.  Mau  löse  die  sirauItaTieii  Gieitliungea ; 

(„g  =  ,„-„. 

L^ =,-„,„ 

iiidein  man  jede  doi-  GröBPeii  x,  y,  z  als  elliptische  Function  darstellt. 
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[§.  175.]  GewÖlml.  Differentialgl.  m 
10.     Mau  iiitegvire  das  Systeir 

dl 

hiocoBut  -^hicsi 


it  luelir  als  z 

von  GleioliuDgeu : 
•snt-{-  hs  sinnt  =  Ü 

■nnt+  J>a  cosnt  ^  Q 


ideiiicliau.      331 


dt 


dz 


^nnt^l..cosnt^ay-^  =  0. 

11.  Man  iütegrire  die  eimultaneu.  Gleichungen: 

iriii  l  für  cos(at-\-h)  und  ij  für  sm(af+-ö)  gesetzt  isl 

12.  Hau  löse  die  simaitanen  Gleicbungen : 

T-^  —  «  j— ä  +  ö  j-^  +  c  w  =0 
(lliK*  da:'  da;^  ■" 


LI  denen  B  eine  Funotion  von 
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Neuntes    Capitel. 

Partielle  Differentialgleielnangen  der  ersten  Ordnung. 

§.  17Ö- 

Bister  habeu  wir  meistens  Differential  gl  eichun  gen  b^tnclitet, 
bei  denen  die  abhängige  Veränderliche  oder,  falls  ein  System  simul- 
taner Gleichungen  gegeben  war,  die  abhängigen  Veränderlichen 
als  Functionen  von  nuv  einer  einzigen  unabhängigen  Veran  der  beten 
vorausgesetzt  wurden,  Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  von 
Gleichungen  über,  in  welchen  die  Anzahl  der  unabhängigen 
Veränderlichen  grösser  als  eins  ist  und  vorausgesetzt  wird, 
dass  nnr  eine  einzige  abhängige  Veränderhche  vorhanden  sei.  Die 
letztere  wird  gewöhnlich  mit  £  bezeichnet;  ist  sie  eine  Function  von 
nur  zwei  Veränderliclien,  so  werden  diese  gewähnlich  mit  x  und  y 
bezeicl  net  ist  n  abei  eine  Function  von  mehr  als  zwei,  etwa  von  n. 
Veränderlichen  so  ist  es  ubhch,  sie  mit  Xi,  ic<,,  ic^,  ...,  Xn  a«  be- 
zeichnen     Im  eriteren  Falle  bezeichnen  wir  die  ersten  partiellen 

DifterentidquMienten  namln,h  ^ —  und  ^— ,  bezüglich  mit  j)  undg; 
im  letzteren  falle  bezei  hnen  wir  die  partiellen  Differentialquotienten 
^     8^  g:^  bezüglich  mit  j,„i,„...,i,„. 

Eine  Gleichunp,  mit  partiellen  Differential quotienten  iat  eine 
Beziehung  zwischen  den  unabhängigen  Veränderlichen,  der  ab- 
hangigen Veianderlichen  (welche  eine  unbekannte  Function  jener 
Ver^ndeihchen  ist)  und  den  partiellen  Differentialqiiotienten  der 
letaleren  m  Bezug  auf  die  ersteren ;  sie  heisst  von  der  ersten 
Oidnung  wenn  die  in  ihi  vorkommenden  partiellen  Differential- 
quotienten von  nicht  hoheier  als  der  ersten  Ordnung  sind,-  von  der 
zweiten  Ordnung     wenn  di    m  ihr  vorkommenden  paitiellen  Diffe- 
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['§.  177.]      Partielle  Diffeieiitialgleichuiigen  dev  evsteii  Ordnung.  »-lä 

rentialquotientea  von  nicht  höherer  als  der  zweiten  Ordnung 
sind  U.S.  w.  In  diesem  Capitel  wollen  wir  nur  Gleichungen 
von  der  ersten  Ordnung  betrachten. 

Es  kann  vorkommen,  dass  mehr  als  eine  einzige  Differentialglei- 
chung gegeben  sind,  die  sich  auf  dasselbe  System  von  Veränderlichen 
beziehen;  z.  B.  können  zwei  Gleichungen  zwischen  ^,  X,  p,  p,  q  be- 
stehen. In  diesem  Falle  könnten  beide  Gleichungen  gelöst  uad  aus 
ihnen  Werthe  von  p  und  g  als  Functionen  von  X,  y  und  z  herge- 
leitet werden;  diese  könnten  wir  in  die  Gleichung 

de  =  pdx  4-  ^^y 
eubstituiren  und  würden  so  eine  totale  Differentialgleichung  erhalten. 
Aehnlich    würden    beim  Vorhandensein   von  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen  »  Gleichungen  hinreichend  und  nothwendig  f 


ichungen  könnten  dann  dazu 
erb  alten.  Wenn 
.nger  ist  als  die  Anzahl  der 


,  pä, . . . ,  p„  zu  bestimmen ;  diese  n  Gleicl 
dienen,  um  eine  totale  Differentialglei 
aber  die  Anzahl  der  Gleichungen  gerin 
partiellen  DifEerentialquotienten  und  daher  selbstverständlich  auch 
kleiner  als  die  Anzahl  der  unabhängigen  Veränderlichen ,  so  sind 
wir  nicht  mehr  im  Stande,  eine  totale  Differentialgleichung  herzu- 
stellen; gewöhnlich  ist  uns  nur  eine  einzige  Gleichung  gegeben,  die 
wir  dann  eine  partielle  Differentialgleichung  nennen. 

Wie  in  dem  Falle  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
ist  unter  der  Integration  der  Gleichung  die  Herleitung  aller  der- 
jenigen Werthe  von  z  zu  verstehen,  durch  deren  Substitution  die 
Differentialgleichung  eine  Identität  wird. 


Classification  der  Integrale. 

§.  177. 

Bevor  wir  die  Methoden  zur  Integration  und  solche  Classe» 
von  Gleichungen  angeben,  die  sich  leicht  integriren  lassen,  ist  es 
nothwendig,  die  verschiedenen  Arten  der  Integrale  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  zu  classificiren  irnd  zu  beweisen, 
d<kss  diese  Clisaen  alle  möglichen  Integrale  der  Gleichung  in  sich 
schlienspn  Der  volUtxndjgen  Allgemeinheit  wegen  müssten  die 
Behauptungen  bewiesen  weiden  für  eme  Gleichung  von  w  Veränder- 
liühen  die  Beweise  werlen  aber  fii  eine  Gleichung  mit  nur  drei 
^  era    le  1    I  e  1  ir  f  1   t     1  e  e  Beschi  nkuiig  hat  den  Vortheil,  dass 

21* 


y  Google 


334  Neuales  Capitel.  [§.  178.J 

die  Gleichungen  kürzer  und  ihre  Anzahl  geringer  wird ,  während 
die  einfachste''Betrachtung  aeigen  wird,  dass  man  zum  allgemeinen 
Falle  ühergehen  kann,  ohne  dass  irgend  welche  neue  analytische 
Schwierigkeiten  hinzutreten. 


§.  1T8. 

Wir  nehmen  an,  es   sei   uns   zwischen  s,  %,  «'s,  x^   eine  Be- 
ziehung von  der  Form 

(1)    /{«,  a:,,  %,  a^,  a,,  «2,  et,)  =  0 
gegeben,  in  welcher  cti,  flu,  «3   willkürliche  Conatanfen    sind,  und 
die  keine  Difierentialquotienten  von  ß  enthält.     Um  nun  jj, ,  p-i,  p'^ 
zu  erhalten,  hahen  wir  die  Gleichungen: 

0  3  dXi 


dz"-''  '  0^3  ~ 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  können  die  drei  willkürlichen 
Constanten  eliminirt  werden;  wären  in  (1)  mehr  als  drei  willkür- 
liche Constanten  YOrhanden,  so  würden  diese  Gleichungen  zur 
Elimination  derselben  nicht  ausreichen,  während  zu  viel  Gleichungen 
vorhanden  wären,  wenn  weniger  als  drei  Constanten  vorkämen. 
Das  Resultat  der  Elimination  im  vorliegenden  Falle  miige  durch 

(A)     J'(Pi,i'ä,i)3>  ^'  ^1.  %T  a^s)  =  0 
dargestellt  werden,  und  dieses  wird  die  partielle  Differentialgleichung 
sein,  welche  der  Integralbeaiehung  (1)  entspricht. 

Umgekehrt  ist  diese  Integralbeziehung  (1)  eine  Ijösung  von  (A), 
und  sie  enthält  drei  wülkürliche  Constanten,  Wir  können  nicht 
mehr  als  drei  willkürliche  Constanten  in  einer  Lösung  von 
{A)  erwarten,  denn  wenn  wir  von  einer  solchen  Lösung  au  der 
Differentialgleichung  ubeigehen  mittelst  der  Methode,  nach  welcher 
(A)  au3(l)  erhalten  wuide  so  können  nur  drei  Constanten  eliminirt 
werden.  E«  enthalt  dahei  (1)  die  grösste  Anzahl  von  willkürlichen 
Constanti  n,  wckho  wii   m  cinei  Lösung  von  (jl)  erwarten  können. 
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[§.  179.]     Partielle  Diffei'Gntialgleiehungen  der  ersten  Ordnung, 
„vollständiges  Integral"    einer   pai 


Differetitialglei 
sehen  äea  Vers 
Helle  Constaiite 


ch  schliei 
sind. 


'illkür- 
se  Yer- 


§.  179. 

Wir  haben  die  Voraussetzung  gemacht,  daas  «i,  ßj,  «j  con- 
stant  seien,  und  haben  dann  die  Gleichung  (A)  aus  (1)  und  (2)  ab- 
Wir  können  aber  auch  anaehmen,  dass  «j,  «a,  0^  Func- 
der  unabhängigen  Veränderlichen  sind;  sind  dieselben 
■SS  die  Formen  von  ßi,  pj,  ^3  ungeändert  bleiben, 
BO  wird  die  Differentialgieichuug,  die  wir  durch  die  Elimination 
dieser  Functionen  erhalten,  dieselbe  sein,  wie  in  dem  Falle,  wo  die 
Grössen  a  willkürliche  Constanten  waren,  da  die  rein  algebraische 
Elimination  sieh  nicht  kümmert  um  den  Werth  der  eliminirten 
Grösse,  sondern  allein  um  deren  Form, 

Bei  der  neuen  Annahme,  dass  die  Grössen  a  Functionen  der 
Veränderliehen  Xi,  Xs,  a^  seien,  werden  nun  die  WertLe  der  par- 
tiellen Differentialquotientea  durch  die  Gleichungen  gegeben: 


8ai  8ä^ 
3«!  diBa 


9aa  dxi 
8/  da^ 


df  dui  _ 


.    8/  8«3  _ 
0%  gaij        8  «3  83^ 

Da  aber  die  Formen  von  Pi,  P2^  pi  dieselben  sein  s 
vorher,  als  sie  durch  die  Gleichungen  (2)  gegeben  wurden,  s 
damit  dies  der  Fall  sei,  die  Gleichungen  bestehen : 

ÖOiSiCi        da^dxi        öojSiKi 

8/a<;h,8/0%,8/8a3^Q 
8%  dx^  "•"  da2  e%        Sßs  8%  '       ' 


yGoosle 


Beaeicliiiot  R  de 


3  sind  die  vt 


NeuDtHs  Capitel. 
i  Wertli  der  Determinante  : 

8  «1  8  «a  8  flu 

dxi'  dxi'  dxi 

8  «1  8  ßä  8  «3 

8  a^a '  8  a^2 '  8  % 

8«i  8  «2  Bös 

3  Xg '  8  a^a '  8  at j 

ratelienden  Gleichungen  äquivalent  mit 


n  J?  nicht  verschwindet,  s 


r  befriedigt 


=  0,     ^- 

002 


=  0 


und  dies  sind  drei  Gleichungen,  welehB  die  ^eithe  von  iii  a.i,  <i^ 
als  Functionen  der  Veränderlichen  bestimmen  Pie  Gleichung  (1) 
ist  anch  bei  dieser  Aenderung  der  Grössen  ft  immei  no<,h  eine  L 
werden  die  eben  gefundenen  Werthe  füi  dieselben  i 
erhalten  wir  eine  Lösung  von  (j4),  wekhe  kerne  willküiliche  Con- 
stanten enthält.  Ueberdies  wird  diese  Losung  sich  ofienbar  von 
einer  Lösung  unterscheiden,  welche  keine  willkuiliche  Oonatante 
enthält,  aber  aus  (J.)  dadurch  abgeleitet  ist,  dass  den  Grössen  «[,  Oj,  «3 
in  {A)  specielle  constante  Werthe  nuertheilt  sind;  es  giebt  daher 
das  Resultat  der  Elimination  der  willkürliehen  Constan- 
ten zwischen  (A)  und  (S)  in  der  That  eine  neue  Lösung. 
Diese  Lösung  wird  ein  „singulärea  Integral"  genannt; 


Be: 


nderliohei 


welche  keine 
jedoch  nicht  > 
grals. 


willkürlich 
L  besonder* 


■  staute     enthält; 
des  Yollständiee 


180. 


Die  Gleichungen (4)  werden  sämmthch  Leliiedigt,  sobdld jK-=0 
ist,  und  da  wir  nun  annehmen,  dasa  Oj,  Oi,  Bj  nicht  willkuih:,he 
Constanten,  sondern  Functionen  der  Veianderhchen  sind  so  wird 
dieser  Gleichung  genügt  werden    dxArch   ein>    Fum-tionalbeziehimg 
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[g.  180.]      Partielle  Differentialgleichiingeii  <1pr  ersten  Ordnung.  S 

zwischen  «i ,  d^ ,  «3.     Diese  FunctionalbeKiehung  kann  beliebig  a 
genommea  werden,  so  dass  wir  schreiben  können : 

(C)         «3  =  90  («1.  %), 
wo  <p  eine  wülkiürliche  Function  bezeichnet.    Multiplicircn  wir  ni 
die  Gleichungen  (3)   bezüglich  mit  dx^,  dx-2,  dxi    und   addirea  s 
dann,  so  erhalten  wir: 


Cüi  0  02 


s  Gleichung  {G)  aber  erhalten  wir: 


Da  nun  M,  und  ri,  von  einander  unabhängig  sind,  so  sind  ihre 
Aenderungen  dai  und  dOi;  ebenfalls  von  einander  unabhängig; 
damit   also   diPse   (.ileichun^    befiiedi^t   ■(\eiden    kmn  ,    mu.  sin    wir 


Diese  Gleichungen  (C)  reichen  aus,  um  a,,  Aj,  03  als  Functio- 
nen der  Veränderlichen  zu  bestimmen,  und  die  so  erlangten  Werthe 
dieser  Grössen  werden  die  willkürliche  Function  <p  enthalten.  "Wer- 
den   dieselben  in    (1)   eingesetzt,    so  nimmt    die  Lösung   eine 

Diese  Lösung  wird  das  „allgemeine  Integral"  genannt; 
sie  ist  eine  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen, 
welche  zwei  (oder,  im  Falle  von  n  Veränderlichen,  w  —  1) 
von  einander  nnabhängige  Functionen  dieser  Veränder- 
lichen zusammen  mit  einer  willkürlichen  Function  dieser 
zwei  (oder  »  —  1)  Functionen  enthält. 

Die  Gleichung  B  ^  0  würde  auch  befriedigt  werden,  wenn 
wir  «3  zu  einer  willkürlichen  Function  von  «i  allein  oder  von 
öj  allein  machten,  so  dass  wir  auf  diese  Weise  zu  verschiedenen 
Classen  von  allgemeinen  Integralen  gelangen  würden;  indessen  sind 
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alle  diese  weniger  allgemein  als  das  frühere,  in  welchem  nui-  eine 
einzige  willkürliche  Beziehung  zwischen  allen  Grössen  a  yorkam. 
Dies  erkennt  man  leicht  aus  folgender  Betrachtung :  Wenn  in  Glei- 
chung (C)  «3  entwickelt  würde  nach  Potenzen  von  ßj,  so  würden 
die  Coefficienten  willkürliche  Functionen  von  flj  sein,  wahrend, 
wenn  Oj  =  if^  {a{)  eine  willkürliche  Function  von  a^  waie  und  nach 
Potenzen  von  %  entwickelt  würde,  die  Coefficienten  nur  willLüiliche 
Conatanten  sein  würden,  welcher  letztere  Fall  augenscheinlich  in 
dem  ersteren  enthalten  ist. 

§.  181. 


Es 

ist  somit  klf 

ir,   da  SS   wir 

drei    VC 

m  Grund  aus  i 

ferschie- 

dene    Classen   vo: 

a    Lösunge 

^n    parti 

eller  Differen 

tialglei- 

chung. 

*n  erhalten; 

es  hleiht  a 

.Iso  nur 

zu  zeigen  übi 

■ig,  dasB 

es  keine  weiteren 

giebt,   und   dies  to 

ird*  durch  den  Beweis  des 

folgend! 

an  S&tzes  geschehen: 

JedeLösn 

ng   der  pa 

■  rtiellen 

Differentialgl 

eichung 

ist  in   der 

einen  od( 

^r   andei 

■en  jener   drei 

Classen 

von   Lösu 

ngen    der 

Gleichu 

mg    enthalten, 

welohe 

durch    da 

n    vollstäü 

dige   In 

tegral,    das    si 

Luguläre 

Integral 

und    das 

allgeme 

ine    Integral 

gebildet 

Es  stelle  (A)  die  Differen tnlgleichnng  und(l)  das  vollständige 

Integral  dieser  Gleichung  dai ,  ahdann  weiden  die  öleichtingen  (B) 

und  (C)  das  singidäre  und   das  allgemeine  Integral  liefern.    Irgend 

eine  andere  Lösung  der  Gleichung  möge  dargestellt  werden  durch 

(5)         ^{z,  ari,  «ä.  ^)  =  0- 

Sobald  es  aber  zweckmässig  ist,  von  ä  zu  sprechen,  als  ob  es 
explicit  durch  die  unabhängigen  Veränderlichen  ausgedrückt  sei, 
wollen  wir  uns  des  Buchstabens  Z  bedienen,  um  den  Werth  der 
abhängigen  Veränderlichen,  wie  er  sich  ans  (1)  ergiebt,  zu  be- 
zeichnen, des  Buchstabens  %  aber,  um  den  aus  (5)  abgeleiteten  Wcrtb 
darzustellen.     Bieso  letztere  Gleichung  ergiebt; 


8* 

+ 

81/- 

8», 

8» 

-87  J" 

+ 

8* 
8^ 
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Wenn  wir  auti  dieee  Werthe  der  Differentialquotienteö  mit 
denen  zur  Uebereinstimmuag  bringen,  welche  durch  die  Gleichungen 
(2)  gegeben  sind,  so  erhalten  wir  die  drei  Gleichnngen: 

|/|*_|*|/^„ 

^  '      dx^  OS        6x^   OS 

8/  8i^  _  3*  ^  ^  0 
Zx-i'bs        dxi   ds 

und  dipsp  bestimmen  die  Werthe  yon  «i,  «a,  %  als  Functionen  von 
Xi,  H2,  f-\  und  dei  ahhängigen  Veränderlichen. 

Da  nun  (5)  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  iat,  so 
haben  wir 

-F'to,  J'ä.JPs.  5.  Xi,X2,  x^)  =  0, 
und  da  auch  (1)  eine  Löstmg  ist,  ebenso; 

^iPu  Pi,  Pi^  Z,  Xi,  Xs,  %)  =  0, 
welche  letztere  befriedigt  ist,  wean  die  Grössen  a  willkürliche  Con- 
stanten  sind.  Diese  letzte  Gleichung  wird  aber  auch  befriedigt, 
wenn  die  Grössen  «,  anstatt  willkürliche  Constanten  zu  sein,  Func- 
tionen der  Veränderlichen  werden,  vorausgesetzt,  dass  diese  Func- 
tionen derart  sind,  dass  sie  die  Formen  von  pj,  p^r  Pi  ungeändert 
lassen;  wir  können  daher  die  Grössen  a,  vorausgesetzt,  dass  die 
erforderlichen  Bedingungen  erfüllt  sind,  ersetzen  durch  die  Functionen 
von  Xi,  %,  %,  die  wir  als  ihre  "Werthe  aus  den  Gleichungen  (6) 
erhalten  haben.  Geschieht  dies,  so  sind  die  Werthe  von  jjj,  p^,  p^ 
dieselben  für  die  beiden  Formen  der  Gleichung  (4),  und  a«a  der 
Vergleichung  dieser  beiden  Formen  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 
bestehen  muss: 

WO  in  Z  die  Constani*n  «i,  (z>j,  «^   ersetzt  sind   duroh  die  für  sie 
abgeleiteten  Werthe. 

Damit  die  Formen  "von  pj,  p^,  p^  für  die  neuen  Werthe  dieser 
ungeändert  bleiben,    müssen   die   drei  Gleichungen  von 
IT  Form 

df  d^  _      df  d4> 

dz  \dxi        8a,  8«i        8«s  SiCj        da^  dxiJ 


y  Google 


zugleich  mit  den.  drei  Gleichungen  (6)  befriedigt  werden,  und  es 
müssen  daher  die  Werthe  Ton  «i,  «3,  «3  den  Gleichungen  genügen: 

3«i  dxi        das  ^^2        81I3  3% 

Da  nun  diese  von  der  Form  der  Gleichungen  (3)  sind,  TenaÖge 
deren  wir  von  dem  vollständigen  Integral  zu  den  beiden  anderen 
Integralen  «hergehen  konnten,  so  sind  die  Werthe  der  a  unter  denen 
enthalten,  welche  entweder  das  vollständige  oder  das  singulare  oder 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  ergeben.  Da  ausserdem  die 
nothwendigen  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  ist  auch 

c  =  z, 

oder  der  aus  der  gegebenen  Lösung  abgeleitete  WerÜi  von  ^  fallt 
mit  dem  einen  oder  dem  anderen  der  drei  Hauptintegrale  zusammen. 

Hierdurch  ist  unser  Satz  bewiesen  und  gezeigt,  dass  die 
angenommenen  drei  Clasaen  alle  möglichen  Losungen  in  sich 
seh  Hessen. 

Wenn  hei  der  Auöösung  der  Gleichungen  (6}  die  Grössen  a 
sich  als  Constante  herausstellen,  so  wird  die  gegebene  Lösung  ein 
besonderer  Fall  des  volJständigen  Integrals  sein;  stellen  sie  sich 
als  Functionen  der  Veränderlichen  dar  und  besteht  zwischen  ihnen 
eine  Functionalheziehung  von  der  Form 

a^  =  ip  («,,  ftj), 

so  ist  die  gegebene  Lösung  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen 
Integrals ,  und  wenn  sie  sich  als  Functionen  der  Veränderlichen  er- 
gehen, zwischen  denen  keine  Functionalheziehung  besteht,  so  ist 
die  gegebene  Lösung  das  singulare  Integral. 


Änfga'be.     Voraupgeaetzt ,  man 
Liehe  inau  die  Natur  der  Lösung: 


ie,  dBB 


ä  voll  ständige  lute- 
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2.  Aufga"be.  Angenommen,  man  wisse,  dass  das  vollständige  Inte- 
gral von  s  =  i)  a;  +  g »/  sei: 

löge  =  alOffx  -f  (1  -fl)  logt)  +  6, 

fo  untersuche  man  die  Natur  der  I.üsung : 

.  =  "(!)■ 

3,  Aufgabe.  Angeuommen.  mau  wisse,  dass  das  vollstäudige  Inte- 
gral Yon  2  ~  p  X  +  q  y  -i-  p  i  s.ei: 

,^ax+  ly  +■«!., 

so  uirtersuolie  man  die  Natur  iler  Lösuug: 

§-  182. 

In  dem  Falle,  wo  nur  zwei  unabhängige  und  eine  ab- 
hängige Veränderlicbe  vorhanden  sind,  können  die  drei  aJs 
Coordinaten    eines  Punktes    im    Räume    angesehen    und    die   Be- 

geometrlsch  gedeutet  werden. 

Das  vollständige  Integral  ist  als  eine  Beziehung  zwischen 
X,  y  ixüA  e  die  Gleichung'  einer  Fläche  und  diese  Gleichung 
enthält  zwei  willkürKche  Parameter,  so  dass  das  vollständige 
Integral  ein  doppelt  unendliches  System  von  Flächen 
oder  ein  einfach  unendliches  System  von  Flächenfamiiien 
darstellt.  Dieses  Integral  ist  von  der  Form: 
<p  {X,  y,  ü,  ß,  h)  =  0. 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  machen  wir  einen 
der  willkürlichen  Parameter  au  einer  willkürlichen  Function  des 
anderen,  z.  B.  h  =  ^  (o],  und  eliminiren  a  zwischen  den  Glei- 
chungen : 

^  (3;,  tj,  g,  M,  II)  =:  0 

d  <p 

F«   "'     db   ' 

Diese  Operation  ist  in  "Wirklichkeit  äquivalent  init  der  Aus- 
wahl einer  bestimmten  Fläch enf am ilie  aus  dem  System  von  Flächen- 
familien als  Repräsentantin  und  dem  Aufsuchen  ihrer  Enveloppe. 


-»■(«)  =  o. 
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[§.  182.] 


WenH  eine  besondere  Familie  genommen  wird  (was  geschieht,  so- 
bald i»  zu  einer  bestimmten  Function  von  a  gemacht  wird  an  Stelle 
einer  willkürlichen  Function),  so  ist  die  Gleichung  der  Enveloppe 
ein  particulärer  Fall  des  allgemeinen  Integrals.  Die  obigen  Glei- 
chungen, so  wie  sie  dastehen,  repräsentiren  eine  Curve,  die  auf.  der- 
jenigen Oberfläche  der  Familie  liegt,  deren  Parameter  a  ist,  wäh- 
rend die  G-leichung,  welche  durch  Elimination  von  a  aus  ihnen 
hervorgeht,  die  Enveloppe  der  Familie  darstellt ;  mithin  berührt  die 
Enveloppe  diejenige  Fläche,  welche  durch  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen dargestellt  wird,  längs  der  Linie,  welche  durch  alle  drei 
Gleichungen  dargestellt  wird.  Diese  Curveheisst  die  Charakteristik 
der  Euveloppe,  und  das  allgemeine  Integral  stellt  somit  die 
Eaveloppe  einer  FlächenscLaar  dar,  wenn  man  sich  diese 


Enveloppe    als     aus    ihren    Oharakteristikei 
denkt. 

Um  das  singulare  Integral  zu  erhalten,  eliu 
Parameter  a  und  &  zwischen  den  Gleichungen ; 
9  {x,  y,  s,  o,  b)  =  0 


ntstai 


dh  ' 


-  0. 


Diese  Operation  entspricht  der  Auffindung  der  Enveloppe  aller 
Flächen ,  welche  in  dem  voUsiändigen  Integral  enthalten  sind.  Die 
obigen  drei  Gleichungen  geben  den  Berührungspunkt  d 
durch  die  erste  von  ihnen  dargestellten  Fläche  mit  di 
Enveloppe.     Das   singulare  Integral  repräsentirt  demnach 

Integra!  enthaltenen  Flächen. 

Wenn  nun  die  Elimination  stattgefunden  hat,  so  dass  wir  eine 
Beziehung  zwischen  x,  p  und  e  erlialten  haben ,  so  müssen  wir  erst 
untersuchen,  ob  die  erhaltene  Gleichung  auch  die  der  Enveloppe  ist 
und  nicht  etwa  die  Gleichung  eines  der  Oerter ,  welche  durch  die- 
selben Gleichungen  dargestellt  werden  können.  Solche  Oerter  sind 
z.  B.  der  Ort  der  conischen  Piinkte  und  der  Ort  der  Doppellinien, 
von  denen  keiner  der  Differentialgleichung  genügt.  Wir  müssen 
daher  das  Resultat  (wenn  wir  es  nicht  auf  den  ersten  Blick  als  die 
Gleichung  der  Enveloppe  erkennen  können)  in  die  Differential- 
gleichung substituiren  und  können  es  nur  dann  als  singuläres  Inte- 
gral gelten  lassen,  wenn  es  ubeibaupt  emt  Losung  ist, 
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El  15t  m  glich  dasü  daa  i^iiiza  S^^tem  von  tlichen  kein«  all 
gemeine  Envekppe  zuKsst  dann  wird  ea  aber  auch  füi  die  LetrefFende 
DiftBieatialgleiehung  kein  smgitlareslntegial  geben  und  das  Nicht 
TOI h laden? ein  de^^elben  wird  duich  die  Gleichungen  angezeigt 
werden  welche  wii  gewohnlich  benutzen  nm  e?  zu  erhalten  Bei 
spiele  hieizw  werden  nachhei  gegeben  weiden 

All  ein  Beispiel  nm  die  ■vorbeigehende  Discwi  i  n  der  ^ev 
metrischen  Beziehungen  zwischen  den  Integralen  zu  vennschni 
li  hen   betidchten  wii  die  Gleichung 

(1)     ax  +  l>y  +  c.^ia'-  +  b^  +  c'i^=l, 
welche  zwei  von  einander  unabhängige  Constanten  enthält.     Es  ist 
leicht  zu  zeigen,  dasa  die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet; 

(Ä)     (xp  -\-  p  q  —  g)^  :=  l  ->r  iJ*  +  q\ 
und  dass  die  allgemeine  Euveloppe  aller  in  (1)  enthaltenen  Ebenen 
die  Kugel  ist: 

(3)     «ä  +  2/3  +  ^^  =  1. 

Mithin  ist  (2)  das  singulare  Integral  von  (A),  und  die  durch 
{2)  dargestellte  Kuge!  berührt  jede  der  durch  (1)  dargestellten 
Ebenen  in  einem  Punkte. 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  eliminiren  wif  a 
zwischen 

««  +  sf(a)  +■  I  ll-a'-/'{a)]i  =  1, 

.+,nay-.   »+/(')/<■■).  ^0, 

worin  f(a)  eine  willkürliche  Function  ist.  Dieses  ist  augenschein- 
lich die  Euveloppe  einer  Schaar  von  Ebenen ,  deren  Gleichung  nur 
einen  Parameter  enthält,  sie  ist  also  eine  abwickelbare  Fläche.  Die 
Gleichung  jeder  abwickelbaren  Fläche,  weiche  die  Kugel  einhüllt, 
ist  also  in  dem  obigea  allgemeinen  Integral  enthalten.  Die  Ope- 
ration, durch  welche  6  zu  einer  Function  von  a  gemacht  wird,  iät 
gleichbedeutend  mit  dem  Ziehen  einer  bestimmiea  Curve  auf  der 
Kugel,  und  die  abwickelbare  Fläche  ist  die  Euveloppe  der  Tangential- 
ebenen der  Kugel  in  denjenigen  Punkten,  welche  auf  dieser  Curvo 
liegen, 

§.  183. 

Die  ÄuseinandersetBung  in  §.  179  zeigt,  wie  das  singulare 
Integral   ans    dem   vollstäutügcn  Integral  liergeloitet   worden  kann ; 
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es  ist  jedoch   auch   möglich,   dasselbe    wie   hei   den    gewöhnlichen 
Differentialgleichungen   direct   aus    der   Differentialgleichung 

Der  Kürze  wegen  setzen  w'vc  voraus,  dass  nur  zwei  unabhängige 
Veränderliche  vorhanden  seien.  Alsdann  sei  die  Differentialgleichung ; 

"/>(!»,  «*,  «;  P,  ä)  =  0, 
von  welcher  das  vollständige  Integral  ist: 

F(x,p,  is,a,h)  =  0, 
worin  a  und  h  willkürliche  Constanten  sind.  Das  singulare  Integral 
wird  erhalten ,  wenn  wir  die  Gleichung  f  =  0  verbinden  mit  den 
Gleichungen : 

(i)     |/  =  o    „,d    |f  =  0. 

Da  F  =^  0  das  Integral  der  Differentialgleichung  -^  =  0  ist, 
so  werden  die  aus  dem  Integral  abgeleiteten  Werthe  von  s,p,  q 
die  Gleichung  i/j  =  0  identisch  erfüllen,  und  durch  Einsetzung  der 
aus  F^^O  abgeleiteten  Werthe  von  p  und  q  (aber  nicht  desjenigen 
von  s)  wird  im  Allgemeinen  ((i  =  0  gleichbedeutend  werden  mit 
der  Integralgleichung-.  Ist  nun  diese  letztere  Substitution  ausge- 
führt, so  dass  p  und  q  durch  Functionen  von  x,  y,  e,  a,  b  ersetzt 
,  um  das  singulare  Integral  z«  finden ,  die  ana- 
wie  in  (Ä)  bilden,   und   diese  Gleichungen   sind: 


dp  da       'dg  da 
d^  dp  _.d^  dq 


:0. 


Diese  Gleichungen  können  auf  zweierlei  Art  befriedigt  werden: 

1)  dadurch,  dass  wir  setzen  : 

dtp  dip 

dp   '  ^  dq' 

dij!       ^  dip 

2)  dadurch,  dass,  wenn  ^  -  -  und  -„ —  nicht  verschwinden, 

dp  dq 

da  dl)        dJ)  oa 
ist.     Die  letztere  Gleichung  hat  eine  Beziehung  siur  Folge  von   der 
Form: 

welche  weder  a  noch  b  enthält,  wohl  aber   die  Grössen   enthalten 
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kann,  mit  denen  a  und  b  in  den  Ausdrücken  für  p  und  3  multi- 
plicirt  sind,  d.  h.  Grössen,  welche  von  ic,  y  und  s  abhängen.  Wenn 
beide  willkürliclien  Constanten  in  den  Auedrücken  von  p  und  q  vor- 
kommen (waa  nicht  immer  der  Fall  ist) ,  so  würde  die  Gleichung 
(p  :=  0  aussagen,  dass  sie  in  der  That  nur  eine  sind  oder  dass  die 
eine  von  ihnen  eine  Function  der  anderen  ist.  Die  benutzten 
Gleichungen  geben  dann  das  allgemeine  Integral,  auf  welches  es 
uns  jetzt  nicht  ankommt. 

Wir  kehren  also  zurück  zu 

^  =  0    und    |-=0. 
Op  oq. 

Die  Elimination  von  p  und  3  zwischen  diesen  beiden  und  (/.'  =  0 
wird  eine  Beziehung  awischen  x,  y,  m  liefern,  welche  unabhängig 
von  jeder  willkürlichen  Gonstanten  ist.  Wenn  diese  Beziehnog 
der  Differentialgleichung  genügt,  so  ist  sie  das  singulare 
Integral,  und  wenn  andererseits  das  Integral  nach  dieser  Me- 
thode gefunden  worden  ist,  so  muss  man  nothweadig  prüfen ,  ob 
auch  die  Differentialgleichung  dadurch  befriedigt  wird. 

Der  Grund,  weshalb  diese  Vorsicht  nöthig  ist,  ist  demjenigen 
ähnlich,  welcher  die  entsprechende  Vorsicht  hei  den  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  nöthig  macht.  Haben  die  dargestellten 
Flächen  eine  Enveloppe,  so  wird  diese  durch  die  Gleichungen 

dt         di' 
^  =--  0,  ^  =  0,  ~  =  0 

OP  0<l 

wirklich  gegeben  werden.  Dieselben  Gleichungen  werden  aber  auch 
befriedigt  werden  durch  die  Coordinaten  jedes  singulären  Punktes 
auf  einer  der  Flächen,  welche  durch  das  vollständige  Integral  dar- 
gestellt werden ;  der  Ort  dieser  singulären  Punkte  ist  jedoch  augen- 
scheinlich keine  Lösung  der  Gleichung.  Die  Gleichungen  werden 
ebenfalls  befriedigt  durch  die  Coordinaten  jedes  Punktes  P,  in 
welchem  sich  zwei  verschiedene  Flächen  des  Systems  berühren,  und 
somit  durch  die  Gleichung  der  Fläche,  welche  der  Ort  dieser  Punkte 
ist.  Aber  diese  Fläche  hat  nicht  nothwendig  zur  Tangentialebene 
in  J*  die  Tangentialebene,  welche  den  beiden  Flächen  gemeinschaft- 
lich ist,  und  daher  sind  diejenigen  Werthe  von  p  und  g  (welche  ja 
die  Kichtungscosinusse  der  Tangentialebene  bestimmen),  die  aus  der 
Gleichung  dieses  neuen  geometrischen  Ortes  abgeleitet  sind,  nicht 
die  Werthe  von  p  und  a  1  welche  der  gegebenen  Gleichung  it  =  0 
genügen.  F.JTi  solcher  geometrischer  Ort  entspricht  dem,  was  wir 
früher  den  Ort  der  Berührungspunkte  genannt  haben  (§.  28),  und 
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[§.  1 


da  dieser  geometrieolie  Ort  nicht  der  einzige  (ausser  der  Enveloppe) 
ist,  welcher  vorkommen  kann,  so  ist  eine  Untersuchung  nothwendig, 
ob  auch  die  Gleichung  zwischen  x,y,z  der  Differentialgleichung 
genügt. 

1.  Aufgabe.     Die  Difforentialgleichung 

,m  +  p^  +  s^)  =-  Aä  |{^  +  -e.y  +  (y  +  g^)^) 

hat  zu  ilirem  vollständigen  Integral: 

{x  —  aeosrf)^  +  (3/  —  asind)'^  -[-  «^  ^  X'^a^, 
wohei  K  eine  bestimmte  Coastante  ist.     Bilden  wir   die  Eiiveloppe 
dieser  Kugel,  indem  wir  setzen ; 

F  ^  {x  —  a  COS  «)^  +  (y  —  a  sin  a)^  -\-  s'^  —  Pi,^  a^  =  0 

":  =  „,  |z==„, 

9«  da 

so  finden  wir  leicht,  dass  dieselbe  iat: 

J'(l'   +  S'    +   !')  =  ! 
Setzen  "wir  nun  : 
i>  =  zUl  +  p^  +  q^)-  X^{(x  +  ^. 

p  die  Yorachrift,  nach  welcher  das  singulare  Inte- 


s  der  Differentialgleichung  abzuleiten 
5  —  2  A2  s  (; 


ÖS 


=  2q^-- 


-  2K^sip  +  q 


--  0. 


Den  letzten  beiden  Gleichungen  wird  gonügtdurch  s  ^=:  0,  welches, 
obwohl  frei  von  p  und  g,  doch  keine  Lösung  der  Differential- 
gleichung ist.  In  der  That  sieht  man  durch  Zeichnung  einer  Figur 
leicht,  das8  .8  =  0  ein  Ort  der  Berührungspunkte  ist,  da  es  diejenige 
Ebene  ist,  ivelche  die  Berührungspunkte  der  verschiedenen  nicht 
auf  einander  folgenden  Kugeln  enthält ,  welche  dadurch  erhalten 
werden,  dass  man  a  und  a  alle  möglichen  Werthe  giebt. 

2.  Aufgabe.     Wir  betrachten  das  System  von  Kegeln : 

(«-OC0S»)'  +  (s-osii.»)'  =(£  -.  ^,y, 

in  welchem  m  und  &  die  willkürlichen  Constanten  sind.  Die  ent- 
sprechende Difierentialgleichung  ist  leicht  zufindeu.  Die  Gleichungen, 
welche  dio  Enveloppe  bestimmen,  sind; 
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sin  &(x  —  a  cos  ^)  —  cos^(y  —  a  sin  &)  =:  0 

Diese  werden  sämmtlich  befriedigt  durch. 

X  =  «cosS-,  y  =  asin&,  ^  =  ~, 

und  hieraus  folgt; 

x^  +  if  =  a\ 
während  s  willkürlich  bleibt. 

Die  Gleichungen  werden  auch  befriedigt  durch 

s  =  — ,    x^n&  =  ycosQ', 

und  das  entsprechende  Eliminationsresultat  ist: 

"'  +  »•  =  (;'  +  £)■ 

Die  letzte  Gleichung  stellt  die  Enveloppe  dar;  das  doppelt  un- 
endliche System  Yon  Kegeln  wird  erzeugt,  indem  alle  die  geradeu 
Kreiskegel,  deren  Spitzen  auf  der  Scheiteltangente  einer  Parabel 
liegen  und  deren  eine  Seitenkaate  zusammenfallt  mit  der  dui-ch  die 
Spitze  des  Kegels  gehenden  Tangente  der  Parabel,  um  die  Directrix 
der  Parabel  rotiren.     Die  Gleichung 

stellt  den  Cylinder  dar,  auf  welchem  alle  die  (singulären)  Kreise 
liegen,  die  die  geometrischen  Oerter  für  die  Spitzen  der  Kegel  bei 
der  Rotation  um  die  Directrix  sind. 

Zur  weiteren  Belehrung  über  die  singulären  Integrale  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  lese  man  eine  Abhandlung 
von  Darboux  in  den  M^moires  de  l'Institut  de  France,  t.  27 
(1880)  nach. 

Lagrange's  lineare   Differentialgleichung. 


Wir  haben  geaehen,  dass  es  unter  den  Integralen  einer  Diffe- 
rentialgleichung eins  giebt  —  das  allgemeine  Integral  — ,  in  dessen 
Ausdruck    eine  willkürliehe  Function    auftritt;    die  Ableitung    der 
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*-J 


Diffei-eiitialgleicliung  aus  dem  Integral  erfordert  die  Eliminatioa 
dieser  willkürlichen  Function.  Die  einfachste  Form,  welche  es  für 
ein  Integra!  dieser  Art  giebt,  ist  im  Falle  zweier  unabhSngigen 
Veränderlich eD  die  Gleichung: 

(1)      <p(u,v}  =  0, 
in  welcher  (p  ein  willkürliches  Functionssymbol  ist  und  u  und  v  he- 
stimmte  Functionen  von  x,  p,  z  sind.     Um  (f  au  eliminiren ,  diö'e- 
rentüren  wir   nach    jeder    der   unabhängigen    Veränderlichen    und 
erhalten  t 

und  daher; 

oder  geordnet : 


(2)     Pf  +  q 

j  =  Ä 

P                        Q                        B 

du    du 

8«    8« 

du    du 

ds'  di: 

8«'  dt 

dx'  es 

dv    dv 

dv    dv 

8»    dv 

8»'  8» 

8«'  du 

81'  8;/ 

ermit  gle 

clibede 

utend  ist 

Bi 


'Bj 


Wenn  daher  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (2)  ge- 
geben ist,  in  welcher  die  Differentialquotienten  linear  auftreten, 
■während  die  Grössen,  mit  denen  dieselben  multiplicirt  sind,  irgend 
welche  Functionen  von  x,  y,  z  sein  können,  so  erhalten  wir  in  (1) 
ein  zugehöriges  Integral,  vorausgesetzt,  dass  wir  m  und  v  finden 
können,  um  sie  in  diese  Integralgleichung  einzusetzen.  Eine  Diffe- 
rentialgleichung von  dieser  Form  h  eis  st  linear;  die 
Schwierigkeit  bei  der  Dösang  derselben  besteht  nur  in  der  Ablei- 
tung der  Functionen  ti  und  V. 
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Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  m  =^^  a  und  V=b  betrachten. 
Ti'orin  «  und  b  willkSrliche  Constacten  sind,  und  die  Differential- 
gleichung bilden,  die  ihnen  entspricht.     Wir  erhalten: 


dy 


du    ^  du    du  du    du 

dy'  de  ds'  dx  dx'  dy 

8«'  oe  d^'  dx  dic'  cy 


(4) 


y 


M 


Dies  sind  die  Differentialgleichungen ,  die  u  =^  a  and  i'  = 
zu  ihren  Integralen  haben;  dieselben  können  ncmittelbar  aus  di 
Coeffleieaten  der  Differentialgleichung  gebildet  werden.  Wir  t 
halten  daher  die  folgende  Eegel*): 


Um 


>in  Integral  der  Uno 


rtiellen  Diffen 


und  suche  zwe 

der  letzteren.     Sind  dieselben: 

i(  =  a    und    i:  =  b 


man  die  Hülfsgleichungon  hin: 
dy  ^d_e 

inander  unabliängige  Inkgrale 


*)  Die  Theoiie  dei  Iioeaipn  paitiBllan  D!ffirentialgleiehnna»n  so\ 
die  Classification  ilei  Integnle  von  Glejrhun^en  ei«tei  Oidnuug  ist  zu" 
von  Lagrange  gegpl en  worden  Die  Hulfaglt  Ltmiteo  (4)  veidpu  : 
weilen  die  Lagiange  scheu  Glci  linn„eii  genamit  Amu    1   \eit 
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HO    ist    ein    Integral    der    partiellen    Differentialglei- 
chung gegetien   durch: 

cp(«,  ^)  =  fl, 
worin  q)  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 
I'iine  willkürliche  Functionalbeaiehung  KwiBchen  u  und  v  von 
irgend  welcher  Form  genügt;  z.  B.  können  wir  setaen: 

wo  ^  eine  willkürliche  Function  iat. 


Vermittelst  dieser  Kegel  können  wir  ein  Integral,  welches  eine 
willkürliche  Function  enthält,  finden;  es  wird  nun  zu  zeigen  sein, 
dass  es  das  allgemeinste  Integral  ist,  das  es  giett,  insofern  es  alle 
Lösungen  der  Differentialgleichung  in  sich  schlicsst.     Es  möge 

^  {x,  «/,  z)  — -  0 
eine  Iiösung  der  Gleichung  sein : 

während  die  nach  obiger  Kegel  gefundene  Lösung 

cp(u,.v)  =  0 
Nach  den  Gleichungen  (3)  ist  dann: 


Wegen  il>{x,y,g)  =  0  haben  i; 

dx 

dy 

Durch  Substitution   dieser  Wertbe   von  ^  und  g   in  die  Differential- 
gleichung ergieht  sich : 
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Wir  hallen  dahei   diei  'ileiohungeu,  wekhe   line'ir  sind  i 
Q  und  B.    Werden  dieae  Glossen  eliminirt,  so  pilialteii  wii 

dik      gif-      dip 


dx  ' 
Zu 
dx' 


ds 


Es  besteht  daher  eine  bestimnfceFmictionalbeziehiu 


worin  3P  eine  bestimmte  Function  ist.    Die  Lösung  !/>  {x,  y.  g)  = 
ist  dalior  dieselbe  wie 

F(m,  v)  =  0, 


nnd   da   F   eine 
liebe  Function 


bestimmte  Function   ist,  während  q>   eine  willkur- 
'ar,  so  ist  diese  Lösung  entbalten  in : 


P(«, 


-  0, 


d.  b,   sie  ist  enthalten  in  der  Lösung,  die   wir  durch 
Regel  angeführte  Methode  erhalten  haben. 

Diese  Lösung  ist  daher  die  allgemeinste  Lö 
dieser  Form,  die  es  giebt;  sie  entspricht  offenbar  den 
neu  Integral. 


g,  187. 

Zusatz.  Die  Gleichungen  m  — «  =  Ound»- 
Integrale  der  Differentialgleichung.  Penn  di. 
Lösung  kann  geschrieben  werden : 

worin  t/i  eine  willkürliche  Function  ist.    Nimmt  ■ 
wo  a  eine  willkürHche  Constante  bedeutet,  si 
über  in  m  — a:=0,  welches  das  erste  der 
Analog  ergiebt  sich  das  zweite. 

Diese  Resultate  können  auch  unabhängig  i 
funden  werden.     Der  vorhergehende  Paragraph 


,1  dann  ^(v)  =  av", 
eht  die  Gleichung 
men  Integrale  ist, 

1  dem  Obigen  ge- 
oigt,  dass,  damit 
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Integral    sein   könne,    die    Gleiclimig  Lestelien 


ind  aber  die  Gleichung ei 


^8-  +  «  iTj  +  ^  ei  =  » 

wirklich  erfüllt;  mithin  sind  «■ — ((^=^0  und  v  —  6=^0  Integrale, 

§.  188. 

Wir  sehen  daher,  dass,  wenn  nur  eine  einzige  willkürliche 
Function  einfach  (d.  i.  ohne  irgend  welche  Ableitungen)  in  einer 
Integralgleichung  vorkommt,  die  entsprechende  Differentialgleichung 
nothweadig  linear  ist,  und  dass  die  lineare  Differentialgleichung  zu 
ilirem  allgemeinsten  Integral  eine  Gleichung  hat,  in  welcher  eine 
willkürliche  Function  YOrkommt.  Wir 'können  daher  schliessen, 
dass  im  Falle  einer  nicht  linearen  Differentialgleichung  die  wütküi^ 
liehe  Function,  welche  zum  allgemeinen  Integral  erforderlich  iat, 
nicht  m  emei  Wtise  auftreten  kann,  die  analog  ist  derjenigen,  in 
welehei  die  willkuihche  Function  in  der  vorigen  Gleichung  auftritt. 
In  dei  That  wiid  mit  ihi  augleich  ihr  erster  Differentialquotient  in 
dci   alltrenieinen  htdmnigkichuiig  auftreten, 

§.  189. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  uns  selbst  auf  den  Fall  zweier 
unabhängigen  Veränderlichen  beschränkt;  der  Beweis  des  Verfah- 
rens im  Falle  von  w  unabhängigen  Veränderlichen  ist  in 
allen  Stücken  derselbe  wie  der  frühere  und  die  entsprechende 
Begel  lautet: 

Um    das    allgemeinste    Integral     der  linearen   Glei- 
chung 

P^Pi  +  P.ft  +  AJ's  +  ■■■  +  PnP^  =  -R 
zu  erhalten,  schreibe  man  die  Hülfsgleichungen  hin: 
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imd  suche  M  unabhängige  Integrale    derselben.     Sind 
diefielben: 

M|  =  «1,     4*2  '^^  %,  . .  . ,  Mh  ^  0,1 

und  verbindet  man  dieae  GrÖBsen  u  durch  eine  will- 
kili-liohe  Functionalbeziehung: 

9){«i,  «a.  ■■->  Mn)  =^  0, 
so  ist  diese  Gleicliung  das  gesuchte  Integral. 

Der  Beweis  hiervon,  sowie  der  des  entsprechenden  Zusatzes, 
nämlich  dass  «j  :^  «,,  Mj  ^  aj,  .. .,  i(„  =  ffl„  Integrale  der 
Gleichung  sind,  ist  nicht  schwierig. 

1.  Aufgabe.      Man  löse  die  Gleichung: 

xp  +  l/q  =  S. 
Die  Lagrange'sohen  Hülfsgleichungen  sind: 

dx dj/  du 

X  ~'    y    ~    z  ' 
von  denen  zwei  Integrale  sind: 


5  der  Gleichung: 

Dieselbe  läsat  sich  darstellen  in  den  Formen : 

y  \xj      y        ''  \y/ 

die,  wie  leicht  7.ii  sehen,  alle  drei  einander  äquivalent  sind. 

2.  Aufgabe,     Man  löse  die  Gleichung: 

(»12  —  ny)p  -{-  {nx  —  l;s)q  =  h/  —  mx. 
Die  Lagrange'sqhen  Hülfsgleichungen  sind: 
dx  dy  du 

mz  —  ny~  nx  —Je^  ly  —  mx' 
und  daher; 

xdx  +  ydy    \-  eäe  =  0,    also    x'^  -\-  y^  -^  e^  ^  a, 
und 

Id-x  -|-  mdy  -]-  näe  =■-  0,    also    Ix  -\-  my  ■\-ns  =  b. 
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und  das  Integral  der  Gleichung  ist: 

Ix  +  my  +  nz  =  (p  {x^-  +  y"  +  ^^)- 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichmigen; 

(1)  a:''p~seyq  +  y'^=0. 

[2]  xsp-\-ygq—xy. 

(3)  (i,^  +  i:^-x^)p-2a:yq  +  2xs  =  0. 

(4)  £  —  xp~>jq  =  a(x^  +y'^+^^)''^^- 

(5)  (a-x)p+[b~y)q=zc-e. 

(6)  (y^Cö-2x*)p  +  {2p*-x''y)q  =  9^{x^-y^), 

(7)  p  tang  x-\-q  fang  y  =  tang  s. 

(8)  (IIa:  — 6!;-f-3^)j>  — (6a:— lOy-f  4^)9=23;— 4!/ 4-6«, 

(9)  X,p^+{^-\-Xs)Pi+{z  +  X^Pi=X2-]-X3. 

4.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 

(cc^+Xi  +«)i'i  +  fe  -\-'^i+^)Pi  +  (^i  +  ^ä4-2)i>3  =  a;|  +  3-3  +  x^ 
Die  Lagrange 'sehen  Hölfsgleiohnngeti  sind: 

äxi         dxi        dx^         de 

Xi  +  Xi+S  ~  Xi+!lli  +  0~  3!i+%  +  «  ~«l-h  X2+Xi 

Jeder  von  diesen  gleichen  Brüchen  ist  gleich: 

de  —  dxi   __  de  —  dx^  de  —  dx^  de-\-dxi  -j-t? 3:^  +  ^3:3 

—  (e  —  Xi)^  —  (e— %) ~  —  (s— ffij) ~"    3{«4-3^+a!3+%) 

Die  Integrale  hiervon  sind ; 

und  daher  ist  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung: 

e»  j  (^  -  X,)  SV. ,  (*  -  a;,)  SV» ,  ie  -  x,)  S'/»  |  =  0, 
worin  S  steht  für 

e  +  X,  +  Xt  +  «n- 

ilai-   ktzli^ii   Aufgabe   für- 
ation 

0",'  -|-  (Cj'  -|-  a:/  —  1 

yerbundeji  sind,  alsdann  das  Iiitegval  ist; 

{{'^i—«)^+(xa—e}^  +  {xn—s)^)*{Xj-\-Xi+X3+ii}^=r{xj+X3+X3~'ö^)K 


(Mansion). 
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6.  Aufgabe.     Man  lüse  die  GleiuliuQgea ; 

(1)  i),%  +  J^ä'^  +  Ps^a  ^  w^. 

(2)  jJtKi  +  PaKä  -f  i)E%  =  ae  +  ^■ 


Hauptformen. 

§.  190. 

BeTOi'  wir  die  Metliode  aogeben,  welclie  auf  die  Integration 
der  allgemeinsten  Gleicliung  erster  Ordnung  anwendbar  ist,  ist  es 
zweckmässig',  auf  wenige  Hanpt formen  von  Differential- 
gleioliungen  aufmerksam  zu  machen,  welche  ein  sehr  kurzes 
Integrationsverfahren  zulassen  und  auf  deren  eine  oder 
andere  viele  Gleichungen  sich  reduciren  lassen.  Da  die 
allgemeine  Methode  gewöhnlieh  viel  länger  ist,  als  die,  welche  für 
irgend  eine  von  diesen  Hauptformen  zum  Ziele  führt,  so  ist  es  vor- 
theilhaft,  zunächst  zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung  unter  einer 
von  ihnen  enthalten  ist. 

§■  191. 

I.  Hauptform:  Gleichungen,  in  denen  die  Voründer- 
lichen  nicht  explicit  vorkommen;  derartige  Gleichungen  kön- 
nen in  der  Form  geschrieben  werden : 

*(P,9)  =  0. 
Eine  LöEung  von  dieser  ist  augenscheinlich : 
z  =  ax  +  hu  +  c, 
vorausgesetat,  dass  a  und  6  der  Bedingung  genügen: 
1^  {a,  6)  =  0. 

Ist  dann  &  =  /(a)   der  aus  dieser  Gleichung  sich   ergebende 
Wertli  von  b,  so  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung : 
r  =  a.1  +  Sfia)  +  e.  ' 

Das  allgemeine  Integral  und  das  singulare  Integral  muss  bei 
jeder  Gleichung  ebenso  ßut  angegeben  weiden,  wie  das  vollständige 
Integial,  oonst  ist  die  Glciiliung  nir'ht  als  vollständig  gelöst  zu  be- 
trachten. 
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Gleicliungen  welche  uioht  unmittelbar  unter  diese 
Hauptform  fallen  k  nnen  doch  läufig  duiL.h  Aeuder«ng 
der  Veränderliol  pii  luf  die^e  Foim  gebia&ht  werden.  So  kön- 
nen z.  B.  Functionen  von  j:  welche  m  dei  Gleichung  vorkommen, 
eine  Verbindung  mit  p  und  Functiouen  von  y  eine  Verbindung  mit 
3  gestatten  tme  solche  füi  irgend  eine  Gleichung  erforderliche 
Aenderung  der  Veiandei liehen  kinn  ^bel  nui  nach  den  besonde- 
ren Verhält iisaen  dei  Gleichung  beitimmt  weiden;  es  giebt  keine 
allgemeine  Vorscliift  da  eine  Gleithung  nii.ht  immer  auf  diese 
Form  gebiacl  t  wpi  len  kann 

1.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 


Bas  Vorhergehende  i 

leigt,  dass 

z 

=^ax   \ 

!>il 

+  c 

ein« 

^  Lösung  ist,  v 

orausgesetzt,  daaa 

ah  = 

h 

ist. 

Daher  ist  da; 

S    YOUS 

tändige  I 

Ute 

igral' 

.^ 

a.  +  '- 

2/  - 

Das  allgem 

eine  L 

itegral  .v 

■ird 

erliali 

den 

Gleichungen; 

^  =  ax  +  -  y  +  cp  (a) 

0  =    ^  ""  ^  2'  +  ^'('')' 

in  denen  ip  wilUtürlich  ist,  eliminirt. 

Das  singulare  Integral,  falls  ein  solches  existirt,  wird  be- 
stimmt durch  die  Gleichungen: 

»■  =  Ol  J-   ^  ij  +  e 


die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  das  singulare  Integral  nicht  existirt. 
2.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichung: 
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Dieselbe  kann  auf  die  Form  gebracht  Tperden: 


Ml 

m  setBe; 

dZ 

=  I!-Vd„,     »0  du.     (1 

- 

1/,!)^  = 

«' 

dt 

~3rdx,         „     ^       {m 

+ 

1)1      = 

3S 

dr, 

=  ydt,           „      .        (.! 

4- 

1)1     = 

t 

alsdann  wird  die  Gleichung: 

dZ  dZ 

it   Zri  — 

wekhs 

in  de 

!■  letzten  Gleichung  enthalten  ist. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Qleiolinngen 

{I)  ya  ^  gs  =  ,„2 

(2)  aü,  +  3)  =  ^. 

(3)  «Sp2  ^_  j,2  q2  ^  ^. 

(4)  ji"'  sec^"  ai  -j-  *'  9"  cosciß"  y 

(5)  2^3  +'aa  —  „^j. 

(8)  gi^j,''  =  s(g  ^  px). 


Die  in  der  Form 

^  (p,  g)  =  0 

enthaltenen  Gleieliungen  iiaben  eine  wichtige  geometrische 
Bedeutung.  Bekanntlich  ist  die  Gleichung  der  Tiingcntiaiüheiie 
der  Fläche' 

im  Punkte  ^,  JJ,  J: 

^  =  («:-i)||  +  (s~i)||  +  y(i,i), 

und  die  Fläche  ist  die  EuTeloppe  der  Tnngentialeheuen.     Wenn  nun 

zwischen  ^^-^  und  ;: —  eine  Relation 
81  Ol) 

,   /SF    dF\ 
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dF    dF 
besteht,  so  sind  alle  Gtöss"        "'  ' 

zigea  Grösse,  und  deshalb   giebt    es    nur  einen  Parameter    in    der 

Gleichung  der  Tangentialebene.     Nun  ist  aber  die  Enveloppe  einer 

Ebene,    deren   Gleichung   von   dieser  Form  ist,   eine  abwickelbare 

Fläche,  und  somit  ist  die  betrachtet«  Fläche  eine  abwickelbare  Fläche. 

Es  folgt  daher,  dass 

t  iP,  Q)  =^  I' 

die    allgemeine   Differentialgleichung    einer    Schaav    von 

abwickelbaren  Flächen  ist;  und   das  entsprechende  allgemeine 

Integral  ist  die  Integralgleichung  der  Schaar. 

§.  193. 

II.  Hauptform,  Bei  dem  Versuch ,  eine  Gleichung  auf  die 
vorhergehende  Hauptform  zu  bringen,  kann  es  vorkommen,  dass 
sieh  zwar  die  unabhängigen  Yeränderliohen  aas  der  Gleichung  weg- 
schaffen lassen,  so  dass  sie  nicht  explicit  darin  vorkommen,  dass  sich 
aber  nicht  die  abhängige  Veränderliche  fortschaffen  lässt,  Als- 
dann wird  die  Gleichung  von  der  Form  sein: 

Wir  nclimen  versuchsweise  als  Lösung  die  Gleichung  an : 
«=/(!  +  »!/)=/({) 
(wo  I  für  iC  +  H  y  geschrieben  ist),  wurin  «   eine  willliüvliolic  Con- 
stante  ist.     Wir  eriialten  dann : 

*"  ii|  Bit  "dS 

—  fLl  11—       'll 
«^  ä{  8j  -  "dl- 

und  die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  ergiebt: 


/     d»        <i.\        „ 


Dies  ist  keine  partielle  Differentialgleichung  mehr,  da  jetzt  niir 
noch  eine  einzige  unabhängige  Veränderliche  vorhanden  ist.  Diese 
unabhängige  Veränderliche  kommt  nicht  explicit  vor;  somit  fällt  die 
Gleichung  unter  die  IV.  llauptform  (§.  18)  der   gewölmlichcn  Diffe- 
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reiitialgleichungen  erster  Ordnung.     I,Öst  man  sie  nacli  —y  auf,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form ; 

I  =  .(..), 

deren  Lösung  ist: 

^-'— /^' 

X  +  ay  +  !.  =  F(^,a). 
Dies  ist   das  vollständige  Integral;  das   allgemeine  und 
das  singulare  Integral  können  aach  der  gewöhnlichen  Methode  ge- 
funden worden. 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung : 
Ö(pU   +  ä')  =  4. 
Machen  wir  dieselben  Substitutionen  wie  bei  dem  vorstehenden 
Hauptfalle,  so  wird: 

»(fl)'<- +  »*  =  *• 

deren  Integral  ist: 

(,  +  ar  =  S  -I-  e. 
Das  vollständige  Integral  der  Gleichung  ist  somit: 
{«  +  o')"  =  (1  +  0,  +  »)■. 
Das  allgemeine  Integral  wird  erhalten  durch  Elimi- 
nation von  fl  ans  den  Gleichungen: 

(!  +  a')'^[i  +  OJ  +  »(«)]' 
3»(i  +  a')'  =  [!  +  «!,  +  9(«)]  [J  +  a'C)], 
worin  &  eine  wiUkürliehe  Function  ist. 

Es  ist  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass  es  kein  singuläres 
Integral  giebt. 

2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleicliangen : 
(1)    p^  =  sHl  ~p([). 
(ä)    p=  (iy  +  ^)\ 

(3)  j.(l  +  g^)  =  q{^~a). 

(4)  l  =PiPs+PEPl^  +  PLpi^^■ 
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Die  Beziolmng  zwischen  dem  Integrai  und  der  Differ 
ntialgleiohung  gestattet  eine  geometrische  Interppeta- 
Du.    Der  erste  Schritt  bei  dem  Lösungsproc esse  besteht  darin,  dass 


mang  für^  + 
hung  der  Aeh[ 
arc  tanga  ist, 
dieser  Ebene  i 


(^  setzt,  nad  dies  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Ilre- 

a  in  der  3^  y -Ebene  um  einen  Winkel,  welcher  gleich 

und  mit    einer  Vergrösserung    der    Coordinaten  in 

in  dem  Verhältniss  von  (1  -|-  a^)'/' :  1.     Es  wird  dann 

dass  «  eine  Function  von  |,  aber  uaabhängig  von  der 

dinate  sei,  welche  der  neuen  »/-Achse  parallel  ist.     Nun  stellt 

1  Cylinder  dar,   dessen    Achse  der   neuen   ^- Achse   parallel   ist, 
nud  dalier  giel)t  die  Gleichung  diejenigen  Cylinder,  welche  dieser  Be- 


dingung genügen.  Kehri 
liehen  Achsen  zm 
die  |- Achse  eine  beliebi 
der  Linie,  welche  als  di 
somit ,  dass  das , 
sämmtliche  Cylinder 


eiegen 


durch  u 
md   die   der  gegcbo 


un  wieder  zu  unseren  ursprüng- 
a  eine  willkürliche  Constante  ist, 
1  der  Ebene,  und  dasselbe  gilt  YOn 
Achse  genommen  war.  Es  folgt 
iser  Integration s verfahren  finden, 
deren  Achsen  in  der  iC)/-Ebene 
len  Differentialgleichung  genügen. 


§.  195. 

III.  Hauptform.  Bei  dem  Versuch,  eine  gegebene  Gleichung 
auf  die  erste  Hauptform  zu  reduciren ,  -kann  es  vorkommen ,  dass 
sich  z  wegschaffen  lässt,  so  dass  es  nicht  mehr  esplicit  in  der 
Gleichung  auftritt,  dass  aber  x  und  j/  bleiben  und  alsdann  die  Func- 
tionen yon  p  und  a:  und  gleicherweise  die  Functionen  von  g  und  y 
mit  einander  verbunden  werden  können.  Die  Gleichung  wird  als- 
dann die  Form  annehmen : 

9  (x,  p)  =  i-  (?/,  q). 

"Wir  nehmen  versuchsweise  als  Lösung  an,  dass  jede  dieser 
gleichen  Grössen  gleich  einer  willkürlichen  Constanten  a  sei.  Aus 
der  ersten  der  so  erhaltenen  Gleichungen  ergiebt  sich  dann ; 

y  =  »,  (I,  »), 

und  aus  der  zweiten : 

9  --r-;  »,  (ti.  li). 
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Integrirt  man  jede  von  ihnen,  so  findet  man  aus  der  ersten : 
ß  =::  /i  (x,  a)  -\-  einer  von  x  unabhängigen  Grösse 
und  aus  der  zweiten  : 

«  =  /j  {^,  a)  -|-  einer  von  «/  unabhängigen  Grösse. 
Diese  sind  offenbar  enthalten  in  der  Gleichung 

.=/,(«!,«)    +/,(»,<.)   +   S, 

und  äquivalent  mit  derselben,  wobei  b  eine  willküriiciie  Constaute 
ist.  Dies  ist  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung;  da  sie 
awei  willkürliche  Constanten  enthält,  so  ist  es  das  Yollständige 
Integral. 

Das  allgemeine  Integral  xind  das  singnläre  Integral,  falls  ein 
solches  existirt,  sind  aus  diesem  in  der  gewöhnlichen  Weise  abzu- 
leiten, 

1,  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung; 
p'^  +  q^  =  X  +  p. 
Schreibt  man  die  G-leiclmng  in  der  Form  : 
j|)3  _  K  =  —  (3^  —  y), 
so  fällt  sie  unter  diese  Hauptform,  und  wir  setzen  daher  r 

p^  ~  X  =  2/  —  q.'^  =  a. 
Hieraus  folgt : 

p  =  (x  +  a)i 

a  =  (2/  —  (f)h 

und  daher: 

^  ^  I  (^  +  a)!  +  I  (y  -  a)f  +  i), 

welches   das  vollständige  Integral  ist. 

Das  allgemeine  Integral  erhält  man  durch  Elimi- 
nation von  a  aus 

^  =  |(^  +   «)^  +  ^fe"«)^  H-  %('0 

worin  %  eine  wilUcfirlicbe  Function  ist,  und  ein  singuläros  Inte- 
gral gieht  es  nicht. 

y.  Aufgabe.     Man  löse  iJie  Gleichungen; 

(1)  »>{,>  +  s")  =  «>  +  !,■. 

(2)  5  =  »p  +  1,'. 
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(3) 

rf+sf  =2= 

W 

J,3   _   2,Sg   =a 

S.   Aufgaba.     Man   zeige,   dasa   diese   Methode    angewendet    ■ 
kann  auf  die  Lösung  yoo  Gleiolmngen  von  der  Form: 

/i  (Pi,  iKi)  -I-  h  (Pä.  «2)  +  /a  l>fi.  ^s)  =  0 
und  löse  hieraach  voüetändig  die  Gleichung: 

P?  +  Pi  +  P^  =  «1'  +   »^a'  +  l^l 


§,   196. 

IV.  Hauptform.  Tu  dieser  Claaae  sind  diejenigen 
Gleiclmngen  mit  partiellen  Differentialquotienten  ent- 
halten, welche  analog  sind  den  zur  Clairaut'sclien  Form 
gehörigen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen.  Für 
zwei  unabhängige  Verändetliche  werden  sie  dargestellt  durch : 

wo  cp  eine  bestimmte  Function  ist. 
Eine  Lösung  hiervon  ist: 

Z  =  ax  +  b^  ^   fp(a,b), 
was  unmittelbar  verifioirt  werden  kann.     Da  sie  zwei  willkürliche 
Constanten  enthält,  so  ist  sie  das  Yollstandige  Integral;  das   allge- 
meine Integral  wird  in  der  üblichen  "Weise  gefunden  uDd  in  der 
Regel  existirt  auch  ein  singiiiäres  Integral. 

1.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  e  ^px  +  ([y  +1)9, 

(2)  z  =  px  ^  ay  ^  (l  -[-  P^  -^  <l4, 

(3)  ^  --=px  -l  qy  Ar  {"p"  +  ßq.^  +  r)^, 

(4)  g  =px  +  qy  -\-  3^)830, 

und  bestimme  in  jedem  Falle  sowohl  das  singulare   wii^   das   -voilBtandige 
Integral. 

3.  Aufgabe.     Kan  löse  die  Gleichungen: 

(1)  s  ==p^Xi  +P2X3  -h  psx^  +  filh'P2,P-^l 

(2)  g  =  '^p,,xi.i-in+l)(,p,p,...p„r+'\ 
und  bestimme  das  singulare  Integral  in  jedem  Falle, 
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Dualitätsprineip- 

§■  l'JT- 

Es  besteht  bei  den  partiellen  Differentialgleichungen 
eine  bemerkenswerthe  Dualität,  vermöge  deren  jede  Glei- 
chung mit  einer  anderen  derselben  Ordnung  durch  Eela- 
tionen  von  vollkommen  reeiprokem  Charakter  verbunden 
ist.  Wir  werden  hier  nur  Gleichungen  erster  Ordnung  be- 
trachten. 

r  den  Fall  von  zwei  unabhängigen  Veränder- 
3  unsere  neue  abhängige  Veränderliche : 


Beti'achten  w 
liehen,  so  setzen 


Z- 


md  daher: 


■  ^x  - 


<iy  —  ^ 


äZ  ^  xdp  4-  y^i- 
Ala  neue  unabhängige  Veränderlichen  nehmen  wir  nn: 
die  wir  der  Symmetrie  wegen  mit  X  und  Y  bezeichnen,  s 
X  =  y  und  y  =  a 


ist,  und  haben  dam 


dZ 


ind  somit: 


og 


"  dY' 


=  e, 


2  =  PX  +  QY  ~  Z, 
so  daas  die  Eelationen  zwischen  den  Veränderlichen ,  wii 
hauptet,  rcciprok  sind. 

"Wenn  wir  nun  eine  Gleichung  von  der  Form  haben 
^  (ä,  !/,  g,ihq)  =  0, 
so  transformiren  sie  die  obigen  Relationen  in : 

i/j  (p,  g,  p  X  +  §  r  —  z,  X,  Y)  ~  0. 

Ist  also 
das  der  andi 
funden  werd 
ableitbar  in 

9)  (Z,  X  Y)  =  0, 


;  Integral  der  einen  von  diesen  bekannt ,  so  kann 
durch  einen  algebraischen  Eiiminationaprocess  ge- 
Ist  z.  B,  eine  Lösung  der  aweiten  gegeben  oder 


tiaigirf. 
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C  (p  Oip 


d  (p        öjp  _ 

'd(p        d_^  _ 
'  Wz  '^  %Y~ 


Die  Elimination  von  X,  Y,  Z  aus  diesen  yier  GleicLungen  wird  eine 
Gleicliung  ia  x,  y,  n  ergeben,  welche  eine  Lösung  sein  wird  von 

i/i  (sc,  1/,  z,  f,  q)  =  0. 

1.  Aufgabe,  Das  einfachste  Beisjjiel  einer  Gleichung,  welche 
nach  dieser  Methode  behandelt  werden  kann,  ist  die,  welche  nntcr 
die  Ilauptform  IV  {§.  196)  fällt.     Da  die  Gleichung  ist; 

s  =px  -|-  23/  +/(i),a). 
Bo  ist  die  transformirte  Gleichung  keine  Differentialgleichung,  son- 
dern .eine  algebraische  Gleichung,  nämlich  : 
,-2=/(X,  Y). 
Betrachten  wir  insbesondere  die  Gleichung; 

S    =J)3!     +     2^     +    Jj2    4.     gä^ 

so  ist  die  transformirte  Gleichung ; 

—  Z=  X^  +   Yl 


Daher 


dz 


-  —  —  ^  2  r, 
dY 


wir  daher  die  Grössen  X,  Y,  Z,  so  erhalten  wir 

~  4  s  =  ^2  +  j/2 
cht  zu  sehen,  die  singulare  Lösung  Yon 
S  =px  +  qp   +  p^  +  q^ 
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2.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleiohuugao; 
(1)    (sep  -\- yq)  (z  —  px  —  ly)  +  pq  =:  0. 
i2)    g  ^l^x(3:  -i-p)-~y  iy  +  q}  =  0. 

(3)  j)2  (3;2_ a^)  jf.2pq xy  \- gS (yS -  y) _ 22» ar ä  —Iqyi  ■\- ^^  =. 0. 

(4)  ^x-\- %y  ~  s){p^x-\-  <^-yf  =pii. 

S.  Aufgabe.    Man  zeige,  dass  die  01eicliungeti 

(1)  ic/i{«~i>«~9j/,l>,9)+^/a(ä— j)*  — gj/tii-g)— /3(«— j)fl:— 3i/,;),g), 

(2)  Fl^—px~^y,x.y)  =  0 

dui'oli  die  vorhergehenden  Substitutionen   eiuli   auf  Hauptformen   zurück- 
führen lassen. 

4.  Aufgabe.     Man  zeige,  dass  die  Gleichung 

^/i  (y. J'. ■^  — i"c)  4-  g/s,  (j/.p, i'  — j)  4  =  /s  (y,  j>,  £— j) x) 
auf  die  Lagrange'solie  Form' red ucirbar  ist,  wenn   man   die  Veränder- 
lichen  so  ändert,   dass  ^  und  y  die  neuen   unabhängigen  Verändei'lichen 
sind  und  2  — j)  ic-die  neue  abhängige  Veränderliche  wird. 
Hiernach  löse  man  die  Gleichung; 

g(j/  —  &)2  -1^  2j)a!^  —  a^  -I-  xp'^ix  J-  1), 

5.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

{g  ^  px  —  qyf  —  1  -I-  ji^  +  q\ 


§.  198. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  dargestellte  Verfahren 
der  Herleituiig  einer  Differentialgleichung  aus  einer  anderen  ist  in 
Wirklichkeit  nur  eiae  Uebertragung  des  geometrischen 
Princips  der  Dualität  zwischen  Flächen  in  die  Analysis. 
Wenn  wir  eine  feste  Oberfläche  zweiter  Ordnung  annehmen,  die 
mit  21  bezeichnet  sein  mdge,  so  ist  mit  jeder  Fläche  8  eine  andere 
Fläche  S'  verbunden,  welche  ihre  reciproke  Polare  heisst  und  die 
Enveloppe  der  Polacebeaen  der  Punkte  der  Fläche  S  mit  Bezug 
auf  S  ist;  und  umgekehi-t  ist  die  Fläche  S  die  reciproke  Polare 
von  S',  da  sie  die  Enyeloppe  der  Polarehenen  der  Punkte  voa  S' 
mit  Bezug  auf  21  ist. 

Die  reciproke  Polare  einer  Fläche  hängt  von  der  Hülfsfläche 
zweiter  Ordnung  2  ab  und  ist  verschieden  für  verschiedene  solche 
Flächen.  Die  am  häufigsten  gewählte  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
(wegen  der  geometrischen  Einfachheit)  ist  die  Kugel,  deren  Centrum 
der  Anfangspunkt  der  Inversion  ist. 

Als  HiUfsfläehe  zweiter  Ordnung  wollen  wir  nicht  die 
23* 
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Kugel,    sondern    ein    Rotationsparabolold    Ij etr achten ,    dessen 
Gleichung  ist: 

Der  Tangentialebene  im  Punkte  Ä  der  Fläche  S  entspricht  ein 
Punkt  A'  der  Fläche  jS",  und  dem  Punkte  A  entspricht  die  Tan- 
gentialebene an  S'  im  Punkte  Ä'.  Es  seien  x,  y,  n,  f,  g  die  zum 
Punkte  A  gehörigen  und  X,  Y,  Z,  P,  Q  die  zu  ^  gehörigen  ent- 
spreoli enden  Grössen. 

Die  Tangentialebene  im  Punkte  X.,  p,  S  der  gegebenen  Fläche 
S  wird  dargestellt  durch: 

£  —  s  =  j;  (I  —  x)  +  3  (»J  —  -ll), 
(wo   I,  1}'  £    laufende    Coordinaten    sind)     und    die    Polarebene    deä 
Punktes  X,  Y,  Z  mit  Bezug  auf  die  angenommene  Fläche  «weiter 
Ordnung  wird  gegeben  durch: 

XI  +  In  -  t  ~  Z  =  0. 

Da  aber  die  beiden  Flächen  iS  und  iS'  reciproke  Polaren  sind, 
so  sind  diese  beiden  Ebenen  dieselben;  eine  Vergleichung  ihrer 
Gleichungen  giebt: 

X  =  l),    r=S,    Z  =  fx  +  qi,  -i. 

Himmt  man  ebenso  die  Tangentialebene  der  Fläche  S'  im 
Punkte  X,  Y,  Z  und  beachtet  man ,  dass  sie  die  Polarebene  des 
Punktes  x,  y,  s  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist,  so 
müssen  wir  die  Gleichungen  haben : 

«  =  i>,  j,  =  (j,  ,  =  pz  +  er  -  z. 

Diese  beiden  Keihen  von  Gleichungen  sind  dieselben,  wie  die, 
welche  wir  bei  der  vorhergehenden  Methode  angewandt  haben. 

Es  können  noch  andere  Beziehungen  abgeleitet  werden,  wenn 
man  eine  andere  Hülfsoberfläche  zweiter  Ordnung,  in  Beaug  auf 
welche  die  Inversion  ausgeführt  werden  soll,  annimmt;  die  vor- 
stehenden scheinen  ater  die  einfachsten,  welche  man  finden  kann. 


Das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  enthält 
eine  willkürliche  Function.  Es  könnte  auch  erforderlich  wer- 
den, ein  Integral  zu  suchen,  welches  gewissen  Bedingun- 
gen genügt;  dieses  letztere  wird  man  dann  erbalten,, 
wenn    niiin     die    willkürliche    Function    richtig  bestimmt. 


yGoosle 


[§.  198.J      Pavüelle  Differeutialgleklrnngen  der  erstell  Ordmiiig.  357 

Das  Verfahren  ist  analog  demjenigen,  welches  man  hei  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  einschlägt,  wenn  man  darin  die  will- 
kürlichen Coastanten  durch  eine  oder  mehrere  besondere  Beziehun- 
gen zwischen  speciellen  Werthen  der  Veränderlichen  bestimmt. 

Bei  jedem  besonderen  Problem  wird  die  willkürliche  Functioa 
mit  Hülfe  der  speciellen  Bedingungen  bestimmt. 

1.   Aufgabe.      Bekanntlich  drückt  die  Gleichung 

«f  +  &3  ^=  1 

aus,  daSB  die  Kormale  der  dnrcb  die  Integralgleichung  dargestellten 
Fläche  senkrecht  steht  zu  einer  Linie,  deren  Eichtungs Cosinusse  zu 
a,  b,  1  proportional  sind.  Es  ist  dies  die  Eigenschaft  einer  eylin- 
drischen  Fläche,  deren  Achse  dieser  Linie  parallel  ist.  Das  ent^ 
weder  nach  der  Lagrange'schea  Methode  oder  nach  der  auf  die 
Hftuptform  I  angewandten  Methode  erhaltene  Integral  hi: 

X  —  a£  =  (fiiz  —  is), 

wo  ip  willkürlich  ist.  Wir  nehmen  an,  dass  man  die  Gleichung  eines 
Cylindera  haben  wolle,  dessen  Aehse  parallel  zu  der  Linie  (a,  b,  1) 
ist  und  der  durch  die  in  der  a;y-Ebene  liegende Curve  a^"  —  y^=l 
hindurchgeht.  Den  Schnitt  der  obigen  Fläche  mit  der  a^jZ-Ebene 
erhält  mau,  wenn  man  g  =  0  setzt;  derselbe  ist  also  dargestellt 
durch 

X  —  <p  ()/). 

Den  angenommenen  Bedingungen   zufolge  müsstc  sein: 

^^  =  1    +  y\ 
Eine  Vergleichung  beider  Gleichungen  aeigt,  dass 
(p(p)  =  (1  +  J/ä)^ 
und  somit 

<f(<,-  6.)=  (1  +  (j-i»)'!'/. 

ist.     Mithin  ist  die  gesuchte  Gleichung 
oder,  von  den  WurzelgrÖssen  befreit : 

(^„    „^)2„(j,-f,^)3=l. 

;;.  Aufgabe.     Man  beweise,  dass  die  Gleichung 
p  (x  —  a)  +  qi'J  —  h)  ^  £  —  e 
eine  Schaar  von  Kegeln   dHrstellt,   welche   äen  festen  Punkt  (i>,  h,  c)    zur 
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Spitze  liabeii,  und  zeige,  dass  diejenige  Flacte   der  Sc.liam',   welche 
de«  in  der  aij/ -Ebene  liegendeu  Kreis 

x^  +  y^  =  l 
hJTidurcligelit,  die  Gleichung  bat: 

{„,  -  ex)'  +  {b!  ~  „,)'  =  (,  ^-t)-. 

3    Aufgabe.    Man  bestimme  das  lutegval  der  Gleicliiiiig 
^{ntj  —  me)  +  ^{U  —  na;}  =  mx  —  ly 
detait,  dsbb  dei  Schnitt  der  dadurch   dargestellten   Fläche  mit  de 
Ubone    eiu  KegeUcbnitt  mit  der  numerischen  Bxeentricitat  e   ist, 
Mittelpunkt  auf  dei  I^mie 

e«  +  (1   -  efl)  (ZiC  +  ,n,j)  ^  0 


Allgemeine  Auflösungsmethode, 

§.  200. 

Wir  gehen  nun  zur  Betraclitung  einer  allgemein erea  Auflösnnga- 
metbode  über,  die  man  theils  Lagrange,  theils  Chatpit  verdankt; 
sie  ist  anwendbar  auf  die  allgemeine  Gleichung,  welche  dargestellt 
sein  möge  durch 

und  ihr  Erfolg  hängt,  wie  man  sehen  wird,  ab  Ton  der  Inte- 
gration gewöhnlicher  Differentialgleichungen. 

Wenn  wir  ausser  der  Torstehenden  Beziehung  noch  eine  andere 
zwischen  den  Veränderlichen  und  den  Differentialquotienten  haben, 
so  können  wir  die  beiden  als  ein  Paar  simultaner  Gleichungen  be- 
trachten, welche,  im  Falle  sie  gelöst  sind,  p  und  q  als  explicite 
Functionen  von  x.,  y  und  «  ergeben.  Werden  die  so  erhaltenen 
"Wertbe  in  die  Gleichung 

dz  =  pdx  -\-  qdy 

eingesetzt,  so  wird  dieselbe  dadurch  entweder  unmittelbar  oder 
nach  Multiplication  mit  einem  gewissen  Factor  integrirbar  werden, 
und  das  Integral  wird  eine  Lösnng  der  ursprünglichen  Gleichung 
sein,  da  die  Werthe  von  p  und  g,  welche  aus  ihr  sich  ergeben, 
durch  den  umgekehrten  Proceas  aus  dieser  Gleichung  erhalten  wor- 
den sind.  Eine  andere  Beziehung  zwischen  den  Grössen  möge 
durch 
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dargestellt  werden ;  können    wir  dann-  die  For 
werden  wir  uns  dieses  Auflösungsverfalirens  h< 


§.  201. 

Nun  ergiebt  das  Integral  der  Gleiclmng  e  (und  dih  i  5ti  li  2' 
und  g)  als  Function  von  iC  und  p;  was  für  Functionen  dieaea  lucli 
Bein  mögen,  sie  werden,  in  die  G-leich«ngen  F  =  0  und  0  =:  0 
eingesetzt ,  beide  identiBch.-^eri'üileti".  Denkt  man  -nch  die  Werthe 
von  :S,  p,  q  {die  bis  jetzt  unbekannt  sind)  eingesetzt,  so  weiden  die 
partiellen  Differentialq^uotienten  der  linken  Seiten  von  beiden  Glei- 
chungen, genommen  nach  x  und  y,  sämmtlich  verschwinden,  und 
somit  ist : 

dF    ,    dF       ,    dF  dp    ,    dF  dq 

dx  ^   de  ^    '    dp   dx  ^    dq   dx  ^ 

dy  ~^  de  ^  '^  dp   dy   '"'     dq    dy  ~ 
500*  80  dp        d^  hg  _ 

dy  ^   de  ^'^  'dp   dy  "'"9  3    dy  ~ 


foF  90  _  BJ;  d^\    ,        (dF_  8^ 

\d%  dp       dp  dx)  "^^  U>  dp 

^ 

dp    dq,) 


8a_  (dF_  d^  _dF^  e0\  _  Q 

Öa^  \8g   Öi»         8j)    82/  ' 


/d_F^  80  _  8^  90\  /ö j;  8*  __  9;^  e0\ 

\35/    03  02    dy)^'^\dz    dq  83    d^^ 

S^  /di^  ß^  _  8F  80\  _ 
oi/\9p83         dq   dp  ) 

dq  8^3 dp 

dx        dxdy       dy' 
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es  verschwinden  daher,  wenn  wir  die  letatea  beiden  Gleichungen, 
30  wie  sie  dastehen,  addiren,  die  mit  dieaeii  Grössen  behafteten 
Glieder  aas  dem  Resultat,  und  dieses  kann  geordnet  und  in  der 
Form  geschrieben  werden; 

ßF    ,       dF\  ö*    ,    ßF    ,       dF\  9* 

,    /     •     dF  dF\d0  ,   (     dF\d^  ,    /     dF\d0       ^ 

+  [-^d^-  ^BiJ  87  +  1- epjg^'  +  l-ei;  917  =  '■ 

Diese  Gleichung  können  wir  als  eine  lineare  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zur  Bestimmuag  von  ^  ansehen.  Die 
auf  diese  Gleichung  anwendbare  Methode  ist  daher  die  bei  der 
Lagrange'schen  Gleichung  benutzte  ;  wir  schreiben  dio  Gleichungen 
nieder  (g.  189): 

dp  dq dz 

dF    ,       O^  ~^    dF    ,       BF"  ~  'ÖF  dF 

__       dx       _____       dp       (W 

^         8  J'    "*     '_  ^    ~  '^' 
dp  dq 

und  bestimmen  deren  Integrale.  Damit  diese  Gleichungen  bestehen 
können,  muss 

d0~  0 


sein,  wo  Ä  eine  willkürliclie  Coitstante  ist.     Kann  man  ein  anderes 
Integral   finden ,    indem  man    irgend   zwei    der    ersten    fünf  Brüche 
gleichsetzt,  so  Iftsst  sich  dasselbe  in  der  Form  schreibeu : 
ii~  B. 

Nacli  dem  Zusätze  in  §.  189  ist  u  =  B  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung,  welche  ^  bestimmt.  Nun  ist  aber  $  =  0 
die  Relation  zwischen  x,  j/,  s,  p,  q,  welche  wir  suchen,  und  je  ein- 
facher diese  B«latio)i  ist ,  um  so  leichter  wird  die  Ableitung  der 
Werthe  von  p  und  g  aus  3i  =  0  and  ^  =  0  sein.  "Wir  können 
daher  als  die  gesuchte  Relation  die  Gleichung 

«  =  B 
nehmen,  d.  h.  wir  können  jedes  beliebige  Integral  des  obigen  Systems 
ynn    gewühnlicheu   Differentialgleichungen    nehmen,    Yor  au  »gesetzt, 
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daBB  entweder  f  oder  g  oder  beide  darin  vorkommen.  Haben  wir 
ein  solches  Integral  gefunden,  so  verbinden  wir  es  mit  F  =  0  und 
wenden    das    im    vorhergehenden    Paragraphen     angegebene    Ver- 


§.  202. 

Der  folgende  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  ans  dem 
Vorfahren  des  vorigen  Paragraphen,  oder  er  kann  als  eine  blosse 
Wiederholung  des  dort  erhaltenen  Keaultats  betrachtet  werden. 

Wenn  zwei  Gleichungen  erster  Ordnung,  welche  dar- 
gestellt werden  durch 

F  {x,  y,  e,  j?,  g)  =  0 
^(x,f,^,P,  g)  =  0, 
so  beschaffen   sind,  dass  sie  der  Relation 

\dx   dp         dp  J^J  '^     \dp   dq         du   'dyj 

"'"^U^  dp      dp  d^)~^^\dg  dq      dq  d^J 

identisch  genügen,  und  wenn  dieselben  als  zwei  simul- 
tane Gleichungen  betrachtet  werden,  durch  welche  sich 
p  und  q  als  Functionen  von  x,  y,  z  bestimmen  lassen,  so 
werden  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Werthe  von  p  und  g, 
in  den  Ausdruck 

(J5  =  pda:  -|-  i^äy 

eingesetzt,  denselben  zu  einem  vollständigen  Differen- 
tial machen. 

Der  Relation  kann  man  noch  eine  andere  Form  geben. 
Setzt  man: 

3F     ,        ÖF 
^^^  =   g^  +  ^   87 

S-F  ,     eF 

und  analog  für  ^.,  so  lässt  sich  die  Cleicliuiig  ieiclit  auf  die  Form 
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1.  Aufgabe.      Man  löse  die  Glelelrang: 

pi  .\^  2^  „_  2:px  —  2qy  +  2xy  =  0. 
Bildet  man  tlie Hülfsgleichnngen,  ao  erhält  maii  «liter  anderen: 

dp        dq        dx  ___  dy 

2i/  —  2p  ~  2iC— 22  ~  —  2p-l-.  2«  ^  —  2g4-  2i/' 

somit: 

dp  -\-  d  q  '—  dx    \-  d  y, 
und  daher: 

p  —  X  -\-  g_  —  y  ^  a. 

Verhindet  man  dies  rait  der  ursprünglichen  Gleiehung ,  welche 
in  der  Form 

ip  —  x)^  4-  (3  —  vT  =  ix  —  yy 

geschrieben  werden  kann,  so  finden  wir: 

2(!)-:t)  =  <.  +  12(1  _  j)»_<,.|'/. 
2  (S  -  S)  =  o  -  (2  (I  _  ;,)■  -  a'\\ 
Daher  geht  die  Gleichung 

d?  =^  pdx  -p  qdy 
über  in: 

2d^  =  {2x  +  a)dx^(2y  +  a)d■y+(dx-di/){■2(x-i/y~a''y^ 
deren  Integral  latitet : 

2.-6  =  i>  +  «i+j,>+  „j,4.t=l|2(ji~-!,)=-<.'|V. 

-^ro!/[2V.{a!-j)+  (2(i-s)'^a')''']. 

und  zwar  ist  dies  das  vollständige  Integral.  Das  allgemeine  Inte- 
gral kann  auf  dem  gewähnlichen  Wege  abgeleitet  werden  nnd  ein 
singuläres  Int«grai  exietirt  nicht. 

Die  obige  Gleichung  kann  jedoch,  ohne  daas  man  au  dieser 
Methode  seine  Zuflucht  nimmt,  gelöst  werden,  indessen  sind  erst 
einige  Transformationen  und  Substitutionen  erforderlich.  "Wir 
nehmen  die  Gleiehung  in  der  Form : 

Q)  -  i)'  +  (s  -  J)>  =  (I  -  ,)' 
und  setzen : 
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ist.     Aendert  man  die  unabhängigen  Veränderlichen  vermittelst  der 
Gleichungen : 

a;  —  1/  ^  2'/ä  Z    und    x  -\-  y  =  %''''  Z, 

dz       /dz    ,    dZ\  ,  ,. 

«^         ^      cZ     .    dZ\        ,,  „   , 


und  dalier: 


(ny+c^T --+«■■ 


und  die  Gleichung  geht  über  iu : 

Pä  _j.   ^3  =   2  X-i^ 
und  ist    somit  von  der  Form  der  III.  Hauptform.      Hat    man  das 
Integral  gefunden  und  ersetzt  man  die  neuen  Veränderlichen  durch 
die  alten,   so  wird  man  sehen,   dass   es    mit   dem   früheren   überein- 


2.  Äufgafee.     Man  löse  die  Gleichungen 

(1)  p^  -^-  qi  ~  2px  —  2q.y  +  1  =  0, 

(2)  2{p3  +  Pü  +  qx)  +  x'i  +  y^^O 
mittelst  der  Charpit'soJien  Methode. 

EbeoEO  reducire  man  die  beiden  auf  die  eine  oder  andere  von  den 
Hauptforinen  und  integrire  sie.  und  zeige ,  daas  die  durch  die  beiden  Ma- 
tboden  erhaltenen  Integrale  übereinstimmen. 

g.  203. 

In  diesen  speciellen  Beispielen  ist  die  Charpit'sche  Methode 
weniger  mühevoll  ala  die  andere;  dies  ist  jedoch  keineswegs  immer 
der  Fall.  Es  trifft  sich  oft,  dass  eine  Gleichung,  welche  ein  ein- 
faches Beispiel  für  diese  E«gel  bietet,  noch  leichter  integrirbar  ist, 
weil  sie  in  der  einen  oder  anderen  von  den  obigen  Hauptformen 
enthalten  ist,  und  dies  ist  die  Ursache,  weshalb  diese  Methode 
weniger  gebräuchlich  ist  als  es  sonst  der  Fall  sein  würde.  Sie  ist 
jedoch  allgemeiner  als  jede  der  anderen,  und  Gleichungen,  welche 
sich  durch  irgend  eine  der  anderen  Methoden  integriren  lassen, 
sind  auch  durch  diese  Methode  integrirbar;  sie  ist  ausserdem  wichtig 
für  die  allgemeine  Theorie,  da  sie  eine  Methode  angiebt,  wie  man 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung,  ohne  dass  der  Form  der  letz- 
teren irgend  eine  Einschränkung  auferlegt  wird,  erhalten  kann. 
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[§,  204  V 


Die  Grenzen,  innerhalb  deren  diese  Methode  in  der  Praxis  von 
Erfolg  ist,  hängen  ab  von  der  Integration  der  Hülfsgleichungen. 
Diese  besonderen  Grenzen  sind  gerade  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  sie  zu  den  für  die  verschiedenen  Hauptformen  angewandten 
Methoden  führen,  und  in  Wirklichkeit  aeigen  sie  die  bei  diesen  be- 
nutzte Classification  an.  In  der  That  sind  alle  Hauptforinen 
in  der  Charpit'schen  Form  enthalten  und  die  Integration 
mittelst  der  letzteren  ist  immer  möglich,  wenn  sie  sich 
nach  ireead  einer  der  anderen  Methoden  ausführen  läset. 


g.  204. 

Wir  wollen  a.  B.  zunächst  die  Lagrauge'sche  Form  betracli- 
ten,  welche  lautet: 

R  —  Pp  —   Qq  ==  0, 

worin  P,   Q,  R  Functionen  von  X,  jj,  g  allein  s 
q  enthalten.     In  diesem  Falle  ist: 


ind  nicht  p  und 


F--=  R  - 
dp 


'  -  Qs, 


-  =pP  -^  qQ=^-  B. 


Demnach  sind  zwei  der  Charpit'schen   Gleichungen: 
dx dp        dz 

Gleichungen,  yoö  denen  gerade  die  Integration  der  Lagraoge'- 
schen  Form  abhängt.  Indessen  ist  zu  beachten,  dass  dies  kein 
Beweis  der  Lagrange'achen  Methode  für  lineare  Differential- 
gleichungen ist,  vielmehr  ist  das  Resultat  derselben  bereits  bei  der 
Ableitung  der  Charpit'schen  Gleichungen  v( 


"Wir  botri 
Hauptform,  n 


§.  205. 
un  die  typi.cl 

t  iV,  <l)  =  0, 


e  Gleichung  der  ersten 
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ist,  wobei  at,  y,  s  nicht  explicit  auftreten.     Alsdann  ist: 

OX  Öy  OS 

Die  Hülfsgleicliungen  sind  nun: 

~Ö~  """  IT  """  _^gi/)   ~  '"' 

so  daaa  wir  p  =  a  und  3  ^^  b  erhalten,  wo  u  imd  &  dem  Anschein 
nach  willkürliche  Constanten  sind.  Der  Regel  zufolge  müssen  wir 
indessen  irgend  ein  Integral  mit  der  ursprünglichen  Gleichung  ver- 
binden, so  dass  wir  erhalten  r 


i>  («,  a)  =  0, 

und  somit,  wen 

lu  2  =  t  ist: 

t(a,ö)  =  0. 

de  ^  pdx  +  g_dy 

=  adx  +  bdy, 

eine  Gleichung, 

deren  Integral  ist 

s  =  aK  +  63/  +  c 

wo  a  und  -{)  ohi 

iger  Bedingung  genügen  müj 

§.  20(i. 

Wir  gehen  ferner  zur  typischen  Gleichung  der  zweiten 
Hauptforra  flhcr,  welche  lautet: 

^1'  (*,  p,  g)  =  0, 

■   Gleichung,   in   welcher  x  und    ?/    nicht    explicit    Türkoininon. 


Dann  haben  \ 


dx  dy 

srsten  Paar  der  Charpit'schon Brüche  abgeleitete 

dp     __     dq 
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Verbindet  man   dies   mit  )/'  :=  0,   so  kann   man   p  und  q    aus- 
gedrückt durch  Ä  erhalten;  es  S6if(z)  der  Wcrth  von  p  und  dahei 
mf{z)  der  von  g.    Substituirt  man  diese  in 
dz  ^=  pdx  +  ^d^, 

d^  ,       ,         , 


/m+^--^- 


3  mit  dem  früheren  Resultat  übereinstimmt. 


weiter  atir  dritten  Hauptform  über,  hei  weichet 


__       d^      dF  _      dip 

~^     dx'  dp  '^    dp 

iF 

__      8^     dF d^ 

dF 

dy 

e«/'    8g            dq' 

ßs 

ist,  so,  erhalten 

Eius  den  Hülfagleichungen: 

dp    dx 

d<p               8y ' 

oder: 

also: 

y  (a:,  p)  =  a, 

und  somit  aus 

der  ursprünglichen  Gleichung: 

jji  {p,  q)  —  a. 

Löst  man  diese  rospective  nach  p  und  q  auf,  so 
i»  =  *i  (x,  a),    9  =  '9'2  (?/. "). 
md  der  Rege!  f;ufoIge  ist: 

a^  =  &,ix,  a)dx  -i-  »2(j/.o)äp, 
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lind  hiei'Ton  ist  das  Integral: 

«  +  c  =  /#,  {j;,  a)i,    V  /»,  (5,  a)  ä,j. 

1.  Aufgabe.  Mau  leite  naoli  der  Cliarpit'sohen  Metliode  das  In- 
tegral der  Differentialgleichung  von  derjeuigen  Form  her,  welche  der 
Clairaut'schen  Form   für  gewöhnliche  DifferentialgleichuTigen  analog  ist. 

2.  Aufgabe.  Man  snohe  nach  der  Charpit'scheji  Methode  eine 
Lösung  der  Gleichung : 

px  ■}-  qy  =  fiihl), 
worin  f{p,  g)  eine  homogene  Function  nteu  Grades  von  p  und  ^  ist. 
Man  löse  ebenso  die  Gleichung : 


aeobi's  Methode  für  die  allgemeine  Differentialgleichung 
mit  beliebig  vielen  unabhängigen  Veränderlichen. 


§.  208. 

Es  ist  in  §.  189  angegeben  worden,  dass  die  bei  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  von  der  Lagrange'scten  Form 
benutzte  Methode  sieb  anwenden  lässt  auf  den  Fall,  wo  die  Anzahl 
der  Veränderlichen  n  beträgt.  "Wir  gehen  nun  dazu  über,  die 
Ton  Jacobi  angegebene  Methode  der  Lösung-  der  allge- 
meinen partiellen  Differentialgleichung,  in  welcher  n  un- 
abhängige Veränderliche  auftreten,  darzulegen.  Eiese 
allgemeine  Gleichung  möge  dargestellt  sein  durch; 

*(2,i'l>ft'  ...,pn,  Xi,Xi,  ...,x„)  =  0, 

worin  Xi,  ^2,  ....  x„  die  unabhängigen  Veränderlichen  und  die  p's 
die  partiellen  Ditferentialquotienten  Ton  s  nach  den  x  sind. 


§.  209. 

Wir  werden  zeigen,  dass,  wenn  in  dieser  Gleichung 
die  abhängige  Veränderliche  explioit  vorkommt  (und  dies 
wird  gewöhnlich  der  Fall  sein,  da  die  Gleichung  vollkommen  all- 
gemein ist),  die  Gleichung  *  =  0  durch  eine  andere  mit 
einer  neuen  abhängigen  Veränderlichen  ersetzt  werden 
kann,     in     welcher     die     abhängige    Veränderliche     -nicht 
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explieit  enthalten  und  die  Anaahl  der  unabhängigen  1 
änderlichen  um  eine  Einheit  vergrössert  ist. 

Die  Differentialgleichung    ^  ^=  0    hat    irgend    eine   Lösi 
wird  dieselbe  dargestellt  durch: 

M  =/(^,  %,  Xi,  ...,  Xn)  =  0, 
worin  /  bis   jetat   noch   eine  unbekannte  Function   ist,   so   erhs 

|5  +  |^*  =  o 

für  alle  Wertlie   des  Index  von  r  =  l  hifi  r  =  n.    Werden  t 
"Werthe  der  p  in  die  ursprüngliche  Gleichung  eingesetzt,  so 


dieselbe  über  in : 

/              du 

du 

du   ' 
dz 

du 

dx„ 
'"'         du 

dz 

und  diese  kann  in 

i  der  Ferra 

.  geschrieben 

-^'(^i,x,. 

...,»!„,    ß, 

du    du 

_  8.   8.N       „ 

dxi    dx^  dxn  9s/ 

Dies  ist  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung; 
die  abhängige  Veränderliche  m  kommt  nicht  explieit  darin  vor,  und 
es  sind  m  -]-  l  unabhängige  Veränderliche  Xi,  X<i,  ...,  x„,  0  vor- 
handeaj    Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  führt  zu  dem  Integral  der  ur- 
sprünglichen Gleichung;  wir  werden  beweisen,  dass  man  das  Inte- 
gral der  Gleichung  S*"  :^^  0  in  der  Form  erhalten  .kann : 

M   =  f(Xi,  X2,  -.-,  iK«.  S,  »ii  *ä'  ■■-,0b)) 

in  welcher  «i,  Oj,  ...,  M.i  willkürliche  Conatanten  sind. 

Ist  dieses  Integral  bekannt,  so  ist  das  vollständige  Integral 
der  Gleichung  $  =  0  dargestellt  diirch: 

f(Xi,  Xi,  .,.,  Ä„,  s,  «1,  «2,  ■■■.  0«)  —  0, 

in  welcher  5  nunmehr  die  abhängige  Veränderliche  ist   und  die  ur- 
sprünglichen n  unabhängigen  Veränderlichen  vorkommen. 

Denn  es  ist  w  =  /  das  Integral  von  ^  :^  0  and  ?*'  ist  bloss 
eine  andere  Form  von  0  =  0,  so  dass  die  letztere  befriedigt  wird 
durch  u  :^  f  und  daher: 
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■tii?l!a  Differentialgleichungen  der  e 
2%  'i,3:-i  'i%n 


dg  dz 

Da  aber  /  ^  0  iat,  so  \ 

dx,. 


de 
und  dies  gut  für  alle  Werthe  des  Index  r  von  r  = 
Wir  erhalten  somit: 

^  (^,Pi,lh^  ■■■'  Pn,  %,  tc.;,  ...,  a:„)  = 
welches  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  iät. 


§.  210. 

Wir  braueheti  daher  nur  Differentialgleichungen  zu 
betrachten,  in  denen  die  abhängige  Veränderliche  nicht 
expHoit  vorkommt.  Käme  sie  in  irgend  einer  gegebenen  Glei- 
chung esplioit  vor,  so  könnte  man  sie  in  der  angegebenen  Weise 
fortschaffen  und  eine  Gleichung  ^=^0  herstellen,  deren  Integral 
zu  dem  gesuchten  lutegral  führen  würde.  Wir  können  daher  die 
allgemeine  Gleichung  in  der  Form  schreiben : 

■f  (Pl.fti  •  ■  ■,  Pn,  Xi,  Xi,  .  .  .,  x^)  =^  0. 
Haben    wir  ausser  F  ^=  0  noch    n  ^  \   andere  Gleichungen 
Ton  der  Form : 

Fl  =  fli,  F^  =  «2,  .  .  .,  Fr  =  a^ y„_i  =  «„-1, 

worin  f j,  F.^,  ...,  Fa-^i  Functionen  von  pi,  m,  . . . ,  i)«  (oder  einiger 
von  ihnen)  und  möglicherweise  (und  in  der  Regel  wird  dies  der 
Fall  sein)  Ton  Xi,  %,  ...,  X„  sind,  und  worin  %,  Oj,  ...,  n„  willkür- 
liche Constanten  bedeuten,  so  können  wir  aus  diesen  n  Gleichungen 
Wei-the  Tonßi,  Pa,  . . . ,  J)„  bestimmen  als  Functionen  der  x  und  der  a. 
Werden  diese  Werthe  in 

ä^  ^=  Pidxi  -\- j)-iäxi  -\-  ■■■  -r  i'n(?Ä'„ 

Fnrayth,  TOffeicnliBlgleicbiiaBeü.  24 
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eingesetzt  uud  sind  dieselben  von  der  Art,  data  fui  sie  die'*t;i  Auj- 
dnick  ein  vollständiges  Differential  wird,  so  ist  das  Integral  davon 
das  vollständige  Integral  von  J"  :=  0.  Denn  es  ist  ein  Integial, 
weil  die  Werthe  von  pi,  p^,  ...,  Pn  »us  den  «  Gleichungen  abgeleitet 
sind,  dereü  eine  F  ^^  0  ist,  und  es  wird  m  seinem  Ausdruck 
n  willkürliche  Constanten  enthalten ,  namlich  die  Constanten 
«1,  «2,  ...,  «M—i  und  die  Integration soonstante  Ueberdies  ist  das 
Integral  von  der  Form : 

Ä  =  Z  (%,  ^1,  ■  ■■,  ^n,  «1,  «2,  . .  -,  a«-i)  +  ft«, 
welche  die    abhängige  Veränderliche  explicit  darstellt,  und  daher 
die  Annahme  rechtfertigt,  welche  wii-  über  die  Form  des  Integrals 
von  y  =  0  gemacht  haben. 

Die  n  —  1  Functionen  F  müssen  so  beschaffen  sein ,  dass  für 
die  Werthe  der  Grössen  p  der  obige  Ausdruck  ein  vollständiges 
Differential  ist,  und  die  nothwendigen  Bedingungen  hierfür,  näm- 
lich dass 

dpr   dps 

dxs      dx,- 

sei  für  alle  Werthe  von  r  und  s,  werden  zur  Bestimmung  dieser 
Functionen  dienen. 

§■  au. 

Man  nehme  an,  dass  die  n  Gleicliungen 

F=^0,    Fl  =  au    Fj  =%,...,  J"«-!  =  M„_i 
aufgelöst  seien,  so  dass  sie  die  Werthe  von  Pi,  pg,  ...,pn  als  Func- 
tionen der  Veränderlichen  X  darstellen;  diese  "Werthe  werden,  wieder 
in  die  Gleichungen  snbstituirt,   jede  derselben   identisch   erfüllen. 
Wird  diese  Substitution  in  irgend  zwei  solchen  Gleichungen,  z.  B. 


=  üt  imcl  Fa  =  aa,  ausgeführt,  so 

erhält  man : 

dF^        dFr  ei>i    ,    dFr  9j)2 
Sät,  +  8a   8i,  +  8»  ei,  +  ' 

,  er,  dp. 

"  +  8y,  dx. 

~  0 

dF,        dF,  dp,        dF,dp, 
dx,  "^  dp,  dx,  '^  8pa  dxi  '^ 

.          8^8ä 
+   dp,  dx. 

=  0 

dFr        8F,  dp,        dFr  dp, 
dx,  '^  dp,  dx,  "^  d^,  dx,  ^ 

.    8F,  dp, 
■■  ^  8j>.  dx. 

=  0 

8F.    ,    dF,   dp,        dF,   dp, 
dx,  ^   dp,   dx,  '^  dp,  dx,  ■*"  ■ 

,          8R8£, 
^  dp.  dx, 

=  0 
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und  Kwar  giebt  es  insgesammt  n  Paare  von  solchen  Gleichungen; 
jedes  Paar  entkält  die  nach  derselben  unabhängigen  Veränderlichen 
genommenen  DifferontialquoÜenten  von  F^  und  Fe,  nachdem  in 
diesen  die  Werthe  der  j>  Buhatituirt  sind. 

Wird  aus  dem  ersten  Paare  der  Werth  von  t; —    eliminirt ,    so 

ÖXi 

ergiebt  sich  die  Gleichung: 

likiij]  .  \Fr,F.'\  9ä  ,  r^v^i  oft  ,  ... 


+ 


lFr,Fs~\ 


[^]- 


8JV  di\        dFr  dFs 
dtt    dv         dv    -du 


Eliminirt     man    ebenso    ^r—^  aus    dem    zweiten    Paa 
giebt  sich; 


i.  w-,  indem  jedes  Paar  zu  einer  Gleichung  von  dieser  Form  fuhrt. 
Es  mögen  nun  alle  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  addirt  "v 
dp.'  . 


;   dann  wird  der  Coefficient 

ehen  aus  der  Summe  zweier  Glieder,  nämlich  des  Gliedi 


lg  von  d: 
r  Gleichuj 
I  welches  gleich  tt-—  ist ) 


lpa;Pr'J 


.',pr'. 

au9  der  r'toii  Gleichung  und  des  Gliedes 

VFr,  F,1 

IPt',Ps'\ 
aus  der  s'ten  Gleichung.     Die  Summe  dieser  beiden  Glie' 

gleich  Kuli,   daher  verschwindet  das  Glied  mit  ^ — ,  wi 
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die  Werthe  -» 

■un  r'  i 

ind  S 

■'  sei, 

,    mögen.      ] 

ist  daher: 

(lütirende  Gleichung 


Wird  die  linke  Seite  mit 

(Fr,  F,) 

"be7.eichnet,  so  ist  die  Gleichung; 

(F,.,  F,)  —  0, 
und  diese  muss  erfüllt  sein,  welches  auch  immer  die  Indices  r  und 
sein  mögen. 

Es  kann  daher  die  Gesammtheit  der  Gleicliungen ,  welche  vo 
diesen  Functionen  befriedigt  werden  müssen,  dargestellt  werden  i 
der  Form : 

0  =  {Fu  F)  =  (Fi,  JT,)  =  (Ff,  F,)  =  -■■--=  (F;,  F,-_,) 
für  alle  Werthe  des  Index  i  von  j  =  1  bis  i  =-  w  —  1. 


§.  212. 

Von  diesen  Bedingungen,  welche  nothwendig  sind  für 
die   Integrabiiität   der  Gleichung 

dB  ^  Spdx, 
muss  nun  bewiesen    werden,    dass    sie    auch  hinreichend 
sind;  dies  wird  dadurch  geschehen,  dass  wir  zeigen,  dass,  wenn  die 
Functionen  F  den  obigen  Gleichungen  genügen,  alsdann 

dpr'  ___   dps' 

ist  fflr  alle  Werthe  ¥ou  r'  und  s'. 

Die  «Gleichungen,  welche  aus  den  n  auf  irgend  zwei  gegebene 
Functionen  Fr  und  Fg  bezüglichen  Paaren  von  Gleichungen  abge- 
leitet sind,  gelten  immer;  addirt  man  sie  sämmtlich,  so  erhält  juan: 

wobei  sieh  die  doppelte  Summation  auf  alle  ganzen  Werthe  von  »'' 
und  s'  von  1  bis  n  erstreckt,  aber  ausschliesslich  gleicher  Wertho 
dieser  Indices,  da  fiir  je  zwei  gleiche  Werthe  das  betreffende  Glied 
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[§.  212.]     Pailielle  DiffereiiÜalgleichuDgen  der 

■verschwindet.      Wenn   aber   die   Fuiictione 
dingungen  erfüllen,  so  haben  wir; 

und  daher : 


1  Ordnung. 

■  nothwcndigen  ] 


SS 


LPr'tPa'J   \0  ^s'  0  «,./ 


welche  Gleichung  gilt  für  alle  die  Werthe  von  r  und  S,  welche  durch 
die  verschiedene»  Functionen  geliefert  werden,  und  jede  Combination 
von    zwei    Functionen    wird    eine  solche   Gleichung    ergeben.     Die 

Geaammtzahl  dieser  Corabinationen  ist  ^  w  (m  ^  1),  und  daher  ist 

die  Anzahl  solcher  Gleichungen  gleich  ~   n  {n  —   1). 

Nun  ist  jede  Gleichung  linear  in  den  Grossen ; 
dpr'        dpa- 


öx,..' 


üloher  GrÖF 


1 


1  giebt  es  ^n(n  —  1),  d.  h.  ebenso  viel,  wie  Glei- 
chungen vorhanden  sind.     Da  jede  rechte  Seite  Null  ist ,  so  folgt 
entweder,  dass  jede  von  diesen  Grössen 
dpr'        dp^' 

Null  ist,  oder  daes  die  aus  den  Cucfficienten  dieser  Grössen  gebildete 
Determinante  verschwindet. 

Dass  das  letzte  nicht    der  Fall   sein  kann,    ergiebt  sich  wie 
folgt:     'Bezeichnet  .^  die  Determinante 

dJl  dF_ 

dpi '       dpi'  '  dp„ 


dpi' 


dF\ 


8fVi  8  F„-i  8  -F,,-! 

8^1    '     9^2    '       '     8^„ 
r  der  Ausdrücke 


r  zweiten  ünterdeterininante 
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giebt  es  im  Ganzen  --  «^(m  -^  1)^.     Bezeichnet  ferner   &  die   von 

ihnen  gebildete  Dötenninante ,  so  dass  also  ©  gerade  die  Determi- 
nante ist,  welche  nach  Voraussetzung  verschwindet,  und  ist  &  die 
Determinante ,  welche  aus  den  Complementen  der  Element«  von  @ 
in  der  Determinante  ^  gebildet  ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  @ 
und  &'  multipliciren : 

Kun  ist  aber  0' nicht  unendlich ;  wenn  demnach  0  verschwindet, 
HO  müssen  wir  haben : 

^  =  Q. 

Dies  würde  aber  aussagen,  dass  aus  den  n  Gleichungen  von  der 
Form  F:=  0  die  «  Grössen  p  eliminirt  werden  könnten,  d.  h.  dass  diese 
Gleichungen  nicht  ausreichen  würden,  um  die  Grössen  p  als  Func- 
tionen der  unabhängigen  Veränderlichen  zu  bestimmen.  Dies  wider- 
spricht der  Annahme,  dass  die  Functionen  F  Yon  einander  unab- 
hängig seien.     Mithin  ist  @  nicht  gleich  Null. 

Hieraus  folgt,  dass  jede  der  —  n(n  —  1)  Grössen 
dpr-         dp^' 

verschwindet,  und  daher  auch,  dass  die  Bedingungen  ausreichend 
sind,  um  uns  zu  versichern,  daes 

dz  ^  j?i  dxi  -f  P2  dXi  -\-  ■■■  -\-  Pn  iix« 

ein  vollständiges  Differential  ist. 


Wir  können  daher  die  erhaltenen  Eesultate  wie  folgt  zu- 
sammenfassen; 

um  das  vollständige  Integral  irgend  einer  gegebenen 
Gleichung  J"  =  0  zu  finden,  bestimme  man  zunächst  ein 
Integral  F-^  =  a^  der  Gleichung: 

(Pi,  JF)  =  0, 
sodann  suche  man  ein  gemeinschaftliches  Integral  P's —  «3 
der  beiden  Gleichungen: 

(f  ä,  F)  =  (Fj,  Fi)  ~  0, 
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ferner  ein  gemeinaehaftliclies    Integral  F3  —  O3   der    drei 
Gleichungen: 

(F3,  F)  =  (F3,  Fl)  =:  (F,,  F5)  =  0 
11.  a.  w.,  so  dass  man  auf  diese  Weise  n—  1  neue  Gloi- 
ctaagen  erhalt,  in  deren  jeder  eine  willkürliche  Con- 
stante  YOrkommt.  Diese  n  Gleichungen,  welche  die 
M  Grössen  p  enthalten,  löse  man  auf,  so  dass  man  die 
Werthe  der  p'a  als  Functionen  der  unabhängigen  Ver- 
änderliehen und  der  willkürlichen  Constanten  erhält, 
und  substituire  diese  Werthe  In  die  Gleichxing: 

d0  :=  pidxi  +  pä  ^  %  -|-  • . .  -^-  p„äx„. 
Dann  giebt  dieselbe,  integrirt,  das  vollständige  Integral 
der  Gleichung: 

F=  0. 

Jede  der  Gleichungen,  welche  irgend  eine  der  Functionen  Fr 
bestimmen,  ist  linear  in  den  partiellen  Differentialqiiotienten  YOnF,; 
wir  haben   daher  eine  Methode  za  suchen,  um  das  gemein- 
schaftliche Integral  eines  Systems   von  simultanen  linea- 
ren partiellen  Differentialgleichungen  zu  beati-mmen. 
Aufgabe.     Man  beweise,  dass,  wenn  die  Gleioliungen 
F,  (xi,  Xz,  .' .  . ,  Sin,  s,  2)1,  ;»s,  .  .  . ,  j>«)  =  0 
F^  (iCi,  x^,  .  .  .,  Xn,  e,  Pu  Pü,  .  .  . ,  i5«)  ~  0 


F„(%,  x^,  .  .  .,  xn,  z,  Pi,  pa,  .  .  . ,  p«)  =  0 
derart  aufgelöst  werden ,   dass  man  Ji, ,  J)a ,  .  .  - ,  i^n  als   Functionen   von 
iKj,  «3,  .  .  .,  Xn,  a   erhält,  aladnnn  die   nothweniligen    und   hinreichenden 
BadingTiogen  dafür,  dass 

da  =p-^dx-^  4-i'a^^a  +  ■  ■  ■  +  Jini^ai«  . 
ein  genaues  Diflei-ential   Bei,   darin  bestellen,   dass   daa  System   von  Glei- 
chungen erfüllt  sein,  mnss;,  • 

\x,    f  )^     \  z,    p)        \x,  p  J    ^     y  ^,   V  ' 

\  X,    p    J        '  s,     p     I 

""""  (Ei^Ei)  =  I^Ejl]  +  rZi.^]  +  . . .  +  lli:.^] 

\  X,    p  J        Ix^,  p^]  ^  Us,  pJ  I-«"'  P^-i 

iFi,F::\  \-F{,Fi:'\    ,         [Fi,Fk-],  ,    ,,    [FuFk-] 

gesetzt  ist. 
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§.  2H. 

Es  ist  zT^'eckmäSBig ,  an  dieser  Stelle  den  Beweis  eines 
wichtigen  Hülfssatzes  zu  geben,  der  bei  der  Betrachtung  über 
die  Integration  von  simultanen  Gleichungen  von  Vortheil  sein  wird. 

Sifld  Jl,  S,  C  irgend  drei  Functionen  von  2  n  unab- 
hängigen Veränderlichen  Xi,  x^,  ■  .  . ,  x,„  pu  fi,-.--,  p«,  und 
bezeichnet  man  die  Function  (B,  C)  mit  «  und  die  Func- 
tion {Ä,  a)  mit 

{A,  (B,  0)J, 
so  wird  die  Gleichung 

[A,  (B,  C)]  +  [B,  iO,A)-]  +  [C,  (Ä,B)]  =  0 
identisch  erlullt  sein. 

Betrachten  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung;  dieselbe  be- 
steht aus  der  Summe  einer  gewissen  Anzahl  voa  Gliedern  derselben 
Form,  deren  jedes  das  Product  von  zwei  ersti^n  Differentialquotienten 
von  zweien  dei  Glossen  ABC  \ind  einem  zweiten  Differential- 
quotienten dei  diitten  von  ihnen  ist  Sie  ist  femei  eine  cyklisch 
symmetrische  Function  von  ABC  und  dahti  weilen  wenn  die 
Gliedei  mit  lern  zweiten  Differentialquotienten  iigend  einer  Func- 
tion z  B  von  C  veischwinden  sammtliche  Gliedei  veisehwinden, 
und  es  wild  demnich  die  Gleichung  eifullt  sein 

Itezei  hnet  mii     lie  Gio  "■ 

OB    (  f dB   cC 

mit  zlyBC,  so  dass  ^r  als  ein  Operation ssymbol  betrachtet  werden 
kann,  so  können  wir  schreiben : 

(B,  ü)  =  (z/i  4-  z/a  +  .  .  ■  +  z/„)  BC, 
da  die  Operationszeichen    offenbar    dem    distributiven  Gesetze  ge- 
horchen : 

i^r  -^  ^e)  BC  =  ^rBG  +  A.  BG. 

Alsdann  ist.  zufolge  dieser  Bezeichnung: 

lA,  {B,  0)]  =  (^1  -I-  ^/j  H h  ^»)  ^  (^1  ^-  ^,  +  -  ■  ■  +  Ad  BC, 

und    daher  ist  [A,  {B,  C)]    die  Summe   einer  Reihe   von   Glieder- 
paarea  wie 

J,.  AJ.BG  -\-  J,A  Jy  BC 
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für  alle  Werthe  toh  r  und  s  von  1  bis  »  inolusivo ;  in  dem  Faüe, 
wo  r  und  s  denselben  Werth  haben,  kommt  an  Stelle  eines 
solchen  Gliederpaares  nur  ein  einziges  Glied  in  Betracht. 

Entwickelt  man  die  Functionen,  welche  auf  diese  Weise  sym- 
bolisch dargestellt  sind,  so  findet  man,  dass  die  von  den  zweiten 
Differentialquotientpn  Yon  C  abhangigen  Glieder  sind : 

8a;,-   ilXs  dprdps         dxr  dps  dprdxg         dprdxs    dpsdXr 

dpr  dps  dXf'dwg 
aus  dem  ersten  üliede  des  obigen  Paares,  und 

dA  dB   d^o    __  8^  M  _e^c M 1^    e^c 

dx,  dx,-  dprdp3        dx,   dpr  dp,dx^        dp,  dx^  dprdx, 

ZA   dB 

+ 

aus  dem  zweiten  Gliede. 

Sucht  man  in  derselben  Weise  aus  [B,  (C,  AJ]  das  entsprechende 
Paar  symbolischer  Glieder  aus  und  betrachtet  iiT  ihnen  die  Glieder, 
welche    zweite  Differentialqiiotient^n    Yon    G    enthalten ,    so    findet 

dB  dA      d-^0     _  öS  0jl      d^O     _cB_dA^     B'C 

dx,.    dps    dprdXa  d  X,-    d  Xs    dprdps  d  Pj-    dpa    dXrdXi 

^  dB  dA    d'C 

•      dpr    dx,    dpedXr 

und; 

dB  dA  _S3_C ^A'^    ^''S dB_  dA^    d^C 

dXa    8pr   dpsdXr  d  X,    d  Xf    dpr^Ps  dps    d  Pr    dXrdXf 


+ 


dB_dA    d''G 

dps    dXr    dprdXe 


Der   Ausdruck  [C,{A,B)]    wird    keine    zweiton    Diffcrential- 
quotienten  von  G  enthalten. 
Daher  ist  in 

[J.WO]  +  L-B,{AC)]  +  [«,(A-B)] 

der  Coofiicient  des  Gliedes,   welches  mit  -;; — 77--     multiplicirt    ist, 

OPr  dps 
gleich  der  Summe  der  Coefficienteu  in  den  entsprechenden  Gliedern 
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der  obigen  Ausdrücke  und  somit  gleicli  Kuli;   ebenso  verschwinden 
aucli  die  Coefflcienten  derjenigen  Glieder,  welche 

8^0        d^C        g'C 
dprdxg'  dpsdxr   8:Jv8a!s 
enthalten. 

Sind  r  und  s  einander  gleich,  so  iDraucheri  wir  nur  die  erste 
und  dritte  von  den  obigen  E«ihen  von  Gliedern  zu  beti-ackten  und 
darin  r  ^  s  zu  setzen;  man  wird  ohne  Weiteres  erkennen,  dass 
die  Glieder,  welche  mit 

d^C      d^C       3f_C 

CPr'    dprdXf     dXr 

behaftet  sind,  säromtUch  sicli  aufheben 

Da  dies  gilt  welches  auch  die  Zahlen  )  und  s  sein  mögen,  so 
folgt,  dass  alle  diejenigen  Gliedei  welche  zweite  BifFerential- 
quotienten  von  0  enthalten  sich  gegenseitig  tnifliehen ,  und  dal:icr 
verschwindet,  wegen  dei  Symmetiie   dei  g<*,nze  Äusdniok. 


Lösung  der  Hülfe  gleich  uii  gen. 

§■  S15. 

Wir  gehen  nunmehr  da^u  über,  die  Werthe  vnnJFi, fj,  ,..,JF'„_i 
den  verschiedenen  Differentialgleichungen,  denen  sie   genügen 
äsen,  zu  bestimmen. 
Um  Fl  zu  bestimmen,  haben  wir  ; 


(F,  Fl)  =  0 


dF  dl\ 


dF  dl\        dF  dFi       dF 


dx. 


dp,,        dpa  dx„ 

Da  diese  Gleichung  linear  ist  in  den  Difierential Quotienten  von 

Fl,    so   können   wir  ein   Integral  devselhen   finden,   wenn   wir  als 

Hülfsgieichungen    (§.    189)    die   verallgemeinerte    Form    der    La- 

grange'schen    Gleichungen    anwenden.      Wird    ein    Integral    des 
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dl, 

_  iJ£ 

1(1, 
__B£ 

....= 

8F 

(A) 

dp. 

'dPi 

'df. 

dp, 
dF 

dx, 

dP2 

^     dF  ^ 

e^2 

....  = 

dp. 
dF 

Ol. 

As 

(Vgestellt  (iui-oh 

/i(% 

>  %,  ■■ 

■,Ä^n.  i'l.Ä, 

■■■,P.)- 

=  «1, 

Wl 

3   «,    eine   wilikärliche 

Constante  ist 

,   so  ist 

J',  =/, 

lategral  der  ursprungliehen  Gleichung 

W  r.)  -■ 

=  0. 

§.  218- 

"Wir  haben  nu 

neine 

Fnnction  F, 

zu  suciien,  welche 

(F,  F2)  =  0,    (Fl,  Fa)  =  (/i,  Fa)  =  0 
genügt.    Die  erste   derselben ,   welche    eine  Gleichung'   zur  Bestim- 
Djung  von  Fj  ist,  ist  in  ihrer  Form  identisch  mit  derjenigen,  durch 
welche  -sieh    Fi    hestimmte;     wir  werden    daher    dieselben  Hülfa- 
gleichungen  erhalten.    Ist 

fpixi,  ^2,  ...,  x„,  Pi,  P2,  ...,  p„)  =  ernst 
ein    Integral    der    Gleichungen   (A) ,   welches    verschieden  ist   von 
/i  =  «j ,  so  ist  (F,  9)  =  0. 

Ist  fp  eine  Fnnction  ,  welche  der  Gleichung 

(/,,  V)  =  0 
genügt,  so  können  wir 

F3  =  g)  =  % 
als   gemeinsames   Integral   der   beiden   Gleichungen   nelimen,   durch 
welche  Fj  bestimmt  wird. 

Genügt  (p  der  Gleichung  aber  nicht,  so  werden  wir  erhalten: 

(fu  9)  =  %■ 
Die  Substitution  von  (p^  kann  wiederholt  werden  und  bo  unbe- 
schränkt weiter,  so  dass  wir  eine  Reihe  von  Functionen  (p  erhalten, 
welche  bestimmt  werden  durch ; 

(/i>  ^'i)  =  ys.  (/i:  9-2)  =  9^<  ■■■>  (/i.  9i-i)  =  fi'  ■■■ 
Diese  Functionen  genügen  nun   sammtlicb,  für  Fä   substituirt, 
der  Gleichung  : 

(F,  Fj)  =  0. 
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Kauntes  Oapitel. 
Setzt  man  in  der  Identität 

[A,(S,0)J  +  [B,  (CA)]  +  [0,(_l,i»)]  =  0 
ur  Ä  und/i  für  S,  so  ergiebt  sich: 

10,(Ä,B)]  =  [C,  (F,/,)]  =  (C,  0)  =  0, 


und  düher: 

[i'-^Cfi 

,c)]  =  [/„(y,C)], 

wm  >»ch  immer  C 
Es  sei  zunä 

eilst  C=tp,  daitn  ge 

■ht  die 

Glei 

ciiung 

Ub( 

[?,(/„ 

?>)]  = 

[/„W!P)]  = 

=  (/i. 

0)  = 

-  0, 

(/,, 

9")  —  -Pi  = 

Fl 

eine  Lösung  ist  vo 

"■ 

(F,  y,)  =  0. 

Ist  Bodann   C  =  9i 

,  so  erliiiit  ma 

11  i 

[F,  (/,, 

911)]  = 
(/i, 

9l)  =^  'P-!  = 

.  0) 

=  0. 

ebenfaUs  eine  Lösu 

,ng  ist  T 

en 

(F,  Fa)  =  0 ; 
u.  s.  f.  durch   die  ganze  Reihe    der  Functionen    ip,   deren  jede   eine 
Lösung  ist  der  erst«ii  der  beiden  Gleichungen,  welche  Fj  bestim- 
men,  und  daher  auch,  einer  Constauten  gleichgesetzt,  eine  Lösung 
ist  der  Hülfsgieichungen  (Ä). 

Nun  haben  diese  Hulfsgleichungen  höchstens  nur  2  M  —  1  von 
einandei  unabhängige  Integrale  Die  Functionen  <Pi,  welche  aus 
der  unbeschrankt  oft  wiederholten  Substitution  in  (/j,  <pi-i)  ent- 
stehen, können  nicht  sammthch  von  einander  unabhängig  sein,  und 
daher  müssen  wii  wenn  die  Reihe  der  Functionen  nicht  aufhört, 
schliessbch  zu  emer  Function  gelangen  welche  sich  durch  die  be- 
reits ^efunldien   au  diucken  la  '*t 


Es  sind  daher  drei  Fälle  zu  betrachten: 
1)  Eine  Function   cpi  der  Reihe  kann    identisch  Null 

2}  Eine  Function  (pt  der  Reihe  ist  veränderlich,  aber 
ausdrückbar  mittelst  der  vorhergehenden  Func- 
tionen der  Reihe. 
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3)  Eine  Function  rpi  der  Reihß  kann  olne 
Constante  C  sein. 
Wir  werden  diese  Fälle  der  Iteilie  imch  Ijetrachter 


§.  218. 

Erster  Fall.  Ist  q?,-  =  0,  so  wird  ^j— i  =  «3  das  gesuchte 
Integral  sein;  denn  sie  gehört  zu  der  Reite  der  Pimctionen  und  ist 
daher  eine  Lösung  von  (F,  F.2)  =  0.     Ferner  ist: 

(Fl,  fpi-d  =  (/,,  9).-i)  =  <pi  =  0, 
und  somit  ist  ipi—i  eine  Lösung  von  (Fi ,  F^)  =  0.     Demnach  ist 
es  ein  gemeinsames  Integral  der  beiden  Gleichungen,  welche  F^  ho- 
stimmen,  und  gieht  somit  die   zweite  der  gesuchten  ( 
nämlich ; 

(fi-l    =  F2  --^  Mg. 


§.  219. 


Zwei 

ter  FaU.    Ist  9,-  darstellbar   durch 

die 

TO 

■rhe 

:rgd„ 

Mldoii 

Functionei 

1  der  Reihe,  so  setze  man : 

<fi  =  &  {F,fi,  90,  ^1,  ^s,  . 

9i~ 

■0, 

worin  •&  ej 

ine  bestimmte  Function  bedeutet. 

Gl 

Eht 

mai 

1  n 

iin  7A 

iqii-l-i 

weiter,  so 

hat  man : 

9'i^i  =  (/, 

,9^0 

wenn  man  den  Werth  von  fpi  substituirt.    Es  ist  aber : 

«,  j')  =  -  (?,/,)  =  0, 

da/i   eine  Lösung'  der  Gleichungen  ist,  und  (/i,/i)  Yerschwindct 
identisch,  so  dass  diese  Gleichung  wird: 

e*    ^ ^  ^^      


'  +  ■■■  +  vi^tinz-i  +  f'^r/ 


Sun  ist  aber  jede»  der  Differentialquotienten  von  &  eine 
Fuaction  der  vorher  erhaltenen  Grössen  <p,  somit  ist  dies  auch  mit 
qoi+i  der  Fall. 

Es  ergiebt  sich  daher,  dass  ipi  und  alle  Functionen  tp  der 
Reihe,  welche  auf  fpj  folgen,  ausdrllnkbar  sind  durch  diejenigen, 
welche  qs,-  vorangehen. 
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Neuntes  Capitsl. 

[§.   220,:| 

Wi 

r    woUen    n 

un   eine  Function 

dieser   ' 

Grössen    z. 

11    erhalten 

suchen, 

Tcekhe  den 

Gleichungen 

(F,F,)  = 

=  0    und    (F, ,  I\) 

=  (/i 

,F,) 

=  0 

genügt. 

Ist  dieselb. 

F-2 

=  1^  (F,/,,  <p,  qJi 

,  .  ■  - ,  <pi^ih 

und  wird  dieser  Werth   substituirt,  a. 
über  in: 

0   geht 

die 

erste 

Gleichung 

'  dF  '  '^  '■'^'e/i  '  '  '^'dtp  ' 

welche  identisch  erfüllt  ist,  da  jede  Function  ip  eine  Lösung  ist  von 

(*;  F,)  =■_-  0, 
und  die  zweite  Gleiehung  wird  wie  vorher: 

Die  letzte  Gleichung  ist  daher  die  einzige,  welcher  ip  genügen 
muss,  und  da  keine  Differentialqnotienten  nach  F  oder  /^  in  ihr 
TOrkommen,  so  können  wir  uns  dieselben  durch  ihre  respectiTen 
"Werthe  0  und  cij  ersetzt  denken.     Jedes  Integral  des  Systems 

d(p  ^_d(pi  _^d<p.2  __         ^  f'—i 

q^i  "^  9'B  ~  *P3    ~  ¥i~ 

d(pi—i 

_  „__ 

Yon  der  Form  ^  =  «^  wii-d  eine  Lösung  der  Gleichung  in  ip  sein, 
und  daher  können  wir  setzen : 

und  werden  so  das  gesuchte  gemeinschaftliche  Integral  der   beiden 
Gleichungen,  durch  welche  F<i  bestimmt  wird,  erhalten. 

§.  220. 

Dritter  Fall  I'^t  (pi  eino  bestimmteC  nstante  c  w  kbe  nui 
von  den  C  oefitcienten  der  ursprünglichen  Diftcientialgibichun^  ah 
hangen  wird  so  hört  damit  die  Reihe  der  Functionen  auf,  da  kerne 
Function  mehi  zu  substituiren  ist.  Wir  veifahien  dann  wie  in.  dem 
letzten  Filk    um  eine  Function  der  vorbei gehtdu den  Giois^n  cp  zu 


y  Google 


[g,  220.]     Partielle  Differentiai)>leiohuugea  der  ersten  Ordnuiig.  383 

finden,  welclie  eine  gemeinsame  Losung  der  beidon  Gleichungen  ist. 
Ist  dieselbe: 

und  anbstituirt  man  diese  in  (F,F^)  ^  0,  so  wird  die  Gleiohung 
identisch  erfüllt;  substituirt  man  sie  in  (Jj,  F2)  ^=  0,  so  ist  die 
reaultirende  Gleichung  gerade  so  wie  vorher : 


•  +  > 


worin  wir  qc;  durch  c  ersetzen  können.  Ein  Integra!  derselben  wird 
gegeben  durch: 

d  cpi—<i  __  d  <fi—i 
<Pi-i   "'       c      ' 
welche  durch  Integration  giebt: 

fpl-j  —  2c<pi—i  =  const, 
und  dahci'  können  wir,  wie  im  letzten  Falle,  setaen ; 

f B  =  gjjli  —2c  (fi-i  =  «2 
als  das  gesuchte  gemeinschaftliche  Integral. 

Diese  Lösung  ist  ausreichend,  vorausgesetzt,  dass  «>  1  ist. 
Nun  kann  i  nicht  Null  sein,  da  (p  als  eine  Function  der  Ver- 
änderlioLen  bestimmt  ist.     Die   einaige  zu  betrachtende  Ausnahme 
ist  daher  der  Fall  »  =  1,  in  welchem 

ist,  so  dass  also  ^  unabhängig  von  <p  ist.     Nun  ist: 

und  F  und/i  lassen  sich  erseteeii  respective  durch  0  undai;  wenn 
also  %  unabhängig  von  <p  ist,  so  hört  es  auf  eine  Function  der 
Veränderlichen  zu  sein,  und  es  giebt  daher  keine  den  beiden  Glei- 
chungen gemeinsame  Lösung,  welche  aus    diesen  Functionen   ab- 


SoUte  dies  der  Fall  sein,  so  kehren  wir  zu  den  Hiilfsgleichun- 
gen  (A)  zurück  und  bestimmen  ein  noues  Integral,  welckea  von 
den  bereits  erhaltenen,  nämlich  von 

J^i  =  /i  =:  Oj  ,    fp  -^  const 
verschieden  ist.      Ist  dasselbe ; 

&(xi,  x^,  ...,  itf«,  ßi,  ßa,  .-.,  Pii)  =^  const, 
so  nehmen  wir  zniiächst  mit   der  Function  9  alle  die  Operationen 
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Tor,  die  wir  vorher  mit  der  Function  <p  Vorgenommen  liatten;  dann 
werden  wir  das  gesuchte  gemeinschaftliche  Integral 

erhalten,  ausgenommen  den  einzigen  Fall,  wo  wir 

(/,,*)  =  *i  =c' 
eihilten,  wobei  c'  eine  bestimmte  Constante  ist 

Aus  dei  Cumbmation  dieiei  lespectiveu  Au'.nahmefille,  wel- 
ches die  einzigen  sind,  in  läenea  das  gemfin^chattliche  Integral 
nicht  eihalten  worden  ist,  können  wii  ein  gempinsphaftiiches  Inte- 
giftl  Fi  hoisti/llen      Deun  letat  man 

in  (F,  Fi)  =  0  =  (fi,  F^)  ein,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in; 

o=(/„.p)  II +  (/,.»)  II- 

Die  erste  Gleichung  ist  aber  identisch  befriedigt,  da  <p  und  & 
beides  Integrale  der  Huifagleiohungen  (A)  sind,  während  die  letzte 
Gleichung  wegen 

(/i.  (p)  =  (pi  =  C 
und 

übergeht  in  : 

öy    '        09- 
Dieser  wird  genügt  durch 

f,  =  ®(c'(p  -  c»), 
und  somit  ist 

Fä  —  ei(c>  —  c»)  ~  0,;, 

worin  0  eine  wülkürliche  Function  bezeichnet  (die  nach  Belieben 
von  einer  einfachen  Form  gewählt  werden  kann),  das  gesuchte 
Integral. 

Es  kann  daher  in  jedem  Falle  das  gemeinsame  Integral  der 
Gleichungen,  durch  welche  F3    bestimmt  wird,  gefunden  werden ; 
zur  Bequemlichkeit  bezeichnen  wir  dasselbe  durch : 
F,  =/,  =  «,. 
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§.  221. 

Wir  gehen  nun  weiter  zur  Bestimmung  von  F^ ;  ä 
sein  ein  gemeinacliaftlichea  Integral  der  Gleichungen: 
{F,F,)  =  0  =  (/,,  Fs)  =  (/„  F.). 
Um.  ein  solches  a«  erhalten,  suchen  wir  nach  der  vorhergehen- 
den Methode  ein  den  beiden  Gleichungen 

(F,  F,)  =  0  =  (fu  F,) 
gemeinsoliaftliches  Integral,  welches  verschieden   ist  von  /^  =  a.^. 
Dasselbe  wollen  wir  darstellen  durch: 

A{,^i,  x-2,  ...,  x„,  pi,  P2,  -■■.  Pn)  =  COilSt. 
Bilden  wir  dann  wie  vorher  die  Reihe  von  Functionen : 

(/„  i)  =  j„  (/,, »,)  =  i, (/„  li^,)  =  j,- 

80  sind  säramtliche  Functionen  X  dieser  Reihe  gemeinschaftliche 
Integrale  der  ersten  beiden  von  den  Gleichungen,  aus  denen  A  sich 
bestimmt.     Denn  in  der  Identität 

M,  (B,  C)]  +  [ü,  (0,  Ä)]  +  [C,  (A,  E)]  =  0 
sei  Ä  =  F  und  B  =f^;  dann  erhalten  wir  wegen  (F, /^)  =  0: 

m(/„C)]  =  [/„(F,  Q]. 
Und  suhetituiron   wir  in  derselben   Identität  A  =  ./i  und  B  =:  f.j 
und  erinnern   wir  uns,  dass  (/j,  f^)  ^^=  0  ist,  so  erhalten  wir: 

[/,,(/„  C)]  =  [/„(/„  C)]. 
Diese  Gleichungen  gelten,  was  immer  auch  C  sein  möge.    Ist 
nun   0  ^=  K,  so  wird  : 

W(/„1)]  =  [/,,(F,/.)], 
oder; 

(F,AJ  =  (/„0)  =  0, 
und: 

oder: 

(/i,^i)  =  U,0)  =  0. 

Demnach  ist  ^1  ein  gemeinschaftliches  Integral  der  Gleichungen: 
(F,  F,)  =  0  =  (/„  F,). 

In  analoger  Weise  würde  die  Substitution  von  A^  für  C  Beigen, 
dass  A3  ein  gemeinschaftliches  Integral  dieser  Gleichungen  ist,  und 
so  fort  für  die  ganze  Reihe  von  Functionen. 

Forsjth,  DiffarBiitlalBlelohniiBen.  25 
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Da  wie  in  dem  früheren  Falle  die  Anzahl  der  gemeinschaft- 
licheii  Integrale  eine  begrenzte  ist,  so  werden  wir  in  der  Reüie  auf 
ein  Integral  Ik  kommen,  welches  ebeaso  wie  die  auf  dasselbe  fol- 
genden ausdräckbar  ist  mit  Hülfe  der  ihm  vorhergehenden  F,  fi, 
/a,il,  Ai,  .,.,  kk-i.  Es  treten  auch  dieselben  drei  Fälle  auf,  und  der 
Werth  von  F^,  des  gemeinschaftlichen  Integrals,  bestimmt  sich  in 
jedem  einzelnen  Falle  ebenso  wie  vorher.  Der  einzige  Ausnahme- 
fall wird  entweder  umgangen  durch  die  Wahl  eines  neuen  von  A 
yerschiedenen  Integrals,  oder  es  werden,  falls  sieh  auch  dieses  als 
Ausnahmefall  ausweist,  diese  beiden  Ausnahmefälle  mit  einander  so 
verbunden,  dass  sie  ein  gemeinschaftliches  Integral  liefern.  Auf 
diese  Weise  erhalten  wir  unser  drittes  gemeinschaftliches  Int«gral, 
welches  wir  darstellen  können  durch: 

F^^fz—  «3- 


Die  noch  übrigen  Functionen  F^,  .  .  .,  F„—i  können  auf  die- 
selbe Weise  abgeleitet  werden  wie  die  vorigen ;  auf  diese  Weise 
werden  wir  ausammen  mit  F  ^  Q  un.  Ganzen  M  Gleichungen  er- 
halten zur  Bestimmung  der  Werthe  der  p  durch  die  unabhängigen 
Veränderlichen  und  n  —  1  willkürliche  Constanten,  und  diese 
Werthe  werden,  in  den  Ausdruck 

dz  =  pidx,  +  P3dX2  -!-•••+  Pnäx„ 
eingesetzt,  denselben  integrirbar  machen.     Das  Integral  desselben 
ist  das  vollständige  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung. 

Die  anderen  beiden  Integrale  werden  aus  ihm  nach  den  Re- 
sultaten in  §§.  179,  180  abgeleitet. 


Das  Vorhergehende  ist  eine  Darlegung  der  Jacobi'schen 
Integrationsmethode  in  ihrer  einfachsten  Form;  es  giebt  jedoch 
Ent Wickelungen  und  Vereinfachungen  und  daraus  sich  ergebende 
Methoden  zur  Vermeidung  der  Ausnahmefälle,  die  wir  hier  nicht 
behandeln  können.  In  Bezug  hierauf  und  auf  die  ganze  Theorie 
der  partiellen  DifEerentialgleichungen  erster  Ordnung  müssen  wir 
verweisen  auf  die  Hauptquellen,  welche  sind:  Jaoobi,  „Vorlesungen 
über  Djnamik"  (Ges.  Werke  Supplbd.,  S.  248  bis  269);  Jacob!, 
„Nova  mdhoäus  .  .  ■  iniegrancU'^   (Crelle's  J.  Bd.  LX,  S.  1  bis  181); 
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eine  sehr  werthvolle  Abhandlung  von  Imschenetaky  in  Gninert's 
Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  Bd.  L,  Seite  278  bis  474;  eine 
Abhandlung  von  Graindorge  in  den  M6moi/res  de  la  sociSli RoyaJe 
des  seimces  de  Liege,  IL  Serie,  Bd.  V,  und  ein  Lehrbuch  von  Mansion 
„Tkiorie  des  egnatüms  cmx  d4rivees  partielles",  wird  sich  von 
grosBeui  Nutzen  erweisen.  Weitere  Hinweise  auf  die  Originalquellen 
wird  man  in  dem  letzteren  Werke  finden. 

Die  Gleichungen  (A)  sind ,  wenn  man  jeden  Bruch  gleich  dt 
setzt,  von  der  Form : 

dXr  _  _dF_     dpr  „.  5-F 
dt  dpr'     dl  dXr 

Es  sind  dies  die  kanonischen  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
eines  Systems  materieller  Punkte;  eine  weitere  Discussion  derselben 
findet  man  bei  Imschenetsky.  (Siehe  auch  Eouth  „Rigid  Dy- 
namies".) 

Wir    gehen    nun    7.ur   Betrnchtmig    einiger  Beispiele 
über. 

1.  Aufgabe.     Es  soll  die  Gleichung 

gelöst  werden,  in  welcher  /  die  unabhangigoii  Veränderlichen  nicht 
explicit  enthält.  Wir  müssen  die  Gleichung  zunächst  so  trans- 
formiren ,  dass  die  abhängige  Yeränderliche  nicht  explicit  darin 
vorkommt.     Ist 

i>  (%i  %.  ■■•'  ^n,  z)  =  0 
die  Lösung   der   Gleichuog ,  wobei   die  Form   von   ip  noch  zu  be- 

stimmen  ist,  und  bezeichnet  man  -r —  mit  P,-  und  -rr —  mit  Pa+j,  so 

CSCr  C« 

hat  man; 

P^  +  Pn+ipr  —  0, 
und  daher  ist  die  Gleichung: 

in  welcher  die  abhängige  Yeränderliche  t  nicht  Torkoramt.  Hieraus 
ergiebt  sich  für  nnsere  allgemeine  Formel: 


F  =  fl 


P.t 


und  die  Hülfsgleichungeii  gebei 


"   —  1  ' 
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Aus  diesen  erhalt  man ; 

j"i  =  «1,  P3  =  «3,  ...,  P„  ^  < 
und  diese  ergeben  n  Integrale ;  aus  der  Gleichi 
man  sodann : 


^        ■^V        P«+i'  Pn+l 


Lust  man  diese  Gleichung  nach  P„t-i  auf,  so  ergiebt  sicli: 

-!'.+.  =  ««, 
worin  3;  die  w  Constanten  «  enthält,  und  daher: 

dij!  =  Fidxi  +  JaÄ^  +  ■■■  +  P^dxn  +  1',,+id^ 
=  Kidxj  +  «2  rfa^  4-  ■  ■  ■  4-  w„  (Jatn  +  X  («)  '^'^■ 
Das  Integral  hiervon  ist; 

ip  -[-  «  =  Kia;i  +  a^x^  +  ■■■  +  a„a:„  +y xC«)'''^. 
worin  a  eine  wiUkürliche  Constante  ist,   die   man  sich  iü  V  ai 
nommeh  denken  kann.     Nun  iat  aber  das  Integral  der  gegebi 
Differentialgleichung  ij>  =  0 ;  daher  lautot  das  Integral  von 

^  =/(yi.ft'  ■■■.J5") 
folg  e  n  der  maassen : 

«ia:!   -H  «2%   -I-  ■■•  -f  a„x„^fx(i!)de, 
wo  j;  gegeben  wird  durch  die  Gleichung : 


2.  Aufgabe.  Der  Fall,  wo  /  eine  homogene  Function  ^ter 
Ordnung  in  den  jiist,  lässt  sich  leicht  auf  eine  der  bereits  in  §.191 
betrachteten  Formen  zurückftlhren.  "Wir  können  nämlich  die  ab- 
hängige Veränderliche  s  in  §  umändern,  wobei 

(•-1 

ist,  und  die  Gleichung  wird  dann : 

i=/(S>,&, ..-,!.), 

worin  %t  =^  ri —  ist.     Das  Integral  derselben  ist : 

-t- 2 ~  =  !  =  »  +  »,„,  -|.  „,»,  +  ...  +  (..i„, 
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vorausgesetzt,  clase 

/(«!,  «ä,  ...,  «„)  =  1 

3.  Aufgabe.    Man  löse  die  Gleichungen; 

(1)  «2  _[_  sj,g  ^^*  ^  j,^«_ 

(2)  ^  +  2J.S  =:  (p,  +  p^r- 

(3)  (Pi  — ?)  (i»s  — *)  (jJa— «)  =JJiPäi>3. 
4.  Aufgabe.     Man  löse  die  GleicKung ; 

F  =  (x^pi  +  XiPs)  x^  +  «ft  (_pi  —  j)ä)  —  1  =  0. 
Die  Hülfagleichangen  sind: 

—  dxi       — dx-i       —dx-j       dpi^ 

x^Xi  +  api^  Xj^Xg  —  api  ^  a  (Pi  —  P2)  ~  ^iPi 
dp2  ^Ps 

"~    «Si»!    ""   ^iPl+  ^iPi 

Aus  der  Gleichheit  des  ersten,  zweiten,  vierten  und  fünften  Bruches 
erhalten  "wir : 

dxi  -{-  dx2  dpi  +  dpi 

{%  +  ^O'^s  ~  iPi  +P2):>'3' 
und  dies,  iiitegrirt,  führt  zu 

(Pi  +  Pi)  (%  +  "2)  =  «1- 
"Wir  setzen  daher  (mit  Benutzung  der  Bezeichnung  des  vorher- 
gehenden Paragraphen); 

F^  =  (j'i  +ä)(^i  -\-  ^2), 
und  haben  zu  Ijestimmen  eine  Lösung  F^  =  a^  der  Hülfsgleichungen, 
welche  der  Gleichung 

(J-j,  F3)  =  0 

genügt.     Aus  der  Gleichheit  des  vierten  und   fünften  Bruches  er- 
gieht  sich : 

Pi  äpi  =  P2  dpi, 
und  daher  können  wir  setzen: 

p  ^  p^  —  p^  =  const. 
Nun  ist : 

(Fi,  tp)  =  (Pi  +  pd  ^Pi  +  iPi  +  P2)  {—  2i»2) 
=  2cp  =  tpi; 
das  fortgesetzte  Einsetzen  in  die  Gleichung 
(Fl,  tpi-i)  =  <pi 
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würde  daher  nicht  au  einer  Function,  wie  sie  gesucht  wird,  führen. 
Wir  kehren  daher  zu  den  lu-sprün glichen  HülfsgleiehuBgen  zurück, 
«m  ein  von  Fj  =  ai  uad  <p  =  const.  verschiedenes  Integral  au 
suchen.  Ein  solches  kann  man  herleiten  aus  der  Gleichheit  des 
dritten,  vierten  und  fünften  Bruches,  welche  giebt: 

dpi  —  dp^ dXi 

<e-i{pi  —p-i)^a  (p,  —  y.j)' 
und  daher  setzen  wir: 

ij,  :^^  a  (pi  —  m)  —  '^  ^i  "=  comt. 
Nun  ist: 

{F„  i>)  =  (p,  +  p,)a+  (pi  +  p,)  (-  a)  -  0; 
somit  genügt  1p  den  heiden  Gleichungen,  und  es  ist  demnach: 
F,^a  (p,  -p,)-~  xi  =  a,- 


'ir 

lös. 

an  1 

lun  Au. 

',  Glciclmngcn 

y  =  0,     Fl  : 

= 

«1, 

F'. 

ich 

Pi. 

P2, 

P^  auf  und  erhalten 

i»! 

1  «1 

2  x,  +  ^ 

+ 

2a 

4 

Pi 

_1    "^ 

2  aa  +  a^2 

«ä 
2a 

- 

P» 

2 -«1*3 

2  fl,  +  xi 

+ 

1 

(3^1 

+  (a^i— 3^a)%  dxs]  +  ^  ■^^'^^  du 

0  daas  das  vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  ist : 

?4-^  =  -tti%(%  +  :ra)+—  (%— a;j)Ua  +  ^^n 

-  ^  «i  %  (.^!  +  2  «,)  +  (^)  ^'  «rc  f««ff  j^J , 

^obei  A,  «1,  «3  die  willkürlichen  Constanten  sind. 

(ImsoheiielAj.. 
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5.  Aafgabe.    Mau  lÜBe  die  Gleichuugen ; 

(1)  Pi«,'=K  +  «J'^ 

(2)  a:ip,' -\- x,pi  +  x^pi  =  P1P3P3. 

(3)  jji'  -f  pi  -f  pi  =  K,'  +  ici  a^  +  te^  +  a^i  0^3  +  aj^  «3  -]-  a;^*. 

(5)  ^1  p^ps  =  PjX:-,  +  pa  Xa  +  pg  Xg. 
Es  ist  bereits  (in  den  §§.189  bis  196)  angegeben  worden,  dass 
einige  der  Formen,  in  denen  nur  zwei  unabhängige  Veränderliche 
vorkommen  und  die  eine  unmittelbare  Integration  gestatten,  ohne 
dass  man  die  Gharpii'sohen Hülfsgieichungen  benutzte,  derart  ver- 
allgemeinert werden  können,  dass  sie  die  Fälle  in  sich  schliessen, 
in  denen  die  Anzahl  der    unabhängigen  Veränderlichen  grösser  ais 

6.  Aufgabe.     In  dem  Falle,    wo    eine  gegebene  Differeatinl- 
gleiehung  in  der  Form 

/i  (xu^i- . .  .,3:r,Pi.Pi, .  ■ ., b)  =/2  i^r+i.  at^+a,  ■  -  ■,  x„,p,-+i,p,.  j-ä,  ■ .  ■,  F«) 
geschrieben  werden  kann,  ist  das  vollständige  Integral  das  gemein- 
schaftliche Integral  der  Gleichungen : 

in  denen  a  willkürlich  ist.     Denn  die  Hülfsgleichungen  sind: 


dt, 

dp,  _ 
55; 

äXr              dpy 
8/,             8/, 
dpr              83V 

~      8/,                 8/, 

Aus  den  ersten  erhalten  wir : 

und  daher: 

/,  =  « 
=  /. 
zufolge  der  gegebenen  Gleichung. 

Als  ein  Beispiel  hierzu  wollen  wir  nehmen: 

X^fx  +  a^iPä  H-  {fi  —Pi)  (ft  -f  Xi)  (pi  f  Xi)  = 
liier  können  wir  setzen : 
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(Pi  +  a^i)  iP*  +3^3)  =  « 

wobei  «  eine  willkürliciie  Conatante  ist.  Das  Integ.ra]  icv  ersten 
Gleichung  ist: 

n  +  x^Xi  ^  Äwy  +  —  Xi  +   C, 

worin  A  und  C  willkürliciie  Constanten  sind.  Das  Integral  der 
letzteren  Gleichung  kann  man  nach  der  Charpit'schen- Methode 
orhalton.     Die  Hölfsgleichungen  sind: 

—  d  Xi  __  —dXi dpi  äp-2 

x-i  +  K^  Xi^a'^    i'a    ~    Fl 
Hieraus  erhalten  wir: 

dpi  +  ä  

Pi   +  Pi       '^      ^1   +  x^ 
und  daliev: 

(Pi  +  Pi)  (^1  -1-  iTi)  =  ^1  +  1- 
Verbinden   wir"    dies    mit  der    Gleichung ,    deren    Integral 
suchen,  so  erhalten  wir: 

(X.,  +  ß)  Pi  -[-  (x,  -  «)  i»,  =  1 
(xi  —  «)  jPi  +  fe  +  ")  i'a  =  A, 
und  diese  geben: 

P,  1(^1  -  «)^  -  (^a  +  «)^1  =  ^1  (^1  -  «)  -  (^.  +  «) 

Ji,  {(%  —  «)*--  fe+K)')    =   %— «  — Jife  +  M). 

Demnach : 
rö^s  =  Pi  dxi  +p-i  dx-2 


=  Ad  log  {{X,  -  a)-^  -  fe  +  «)*'}  +  ~  d  loff- 
1 

und  daher: 


Das  Yüllstandige  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung  ist  somit: 
2  +  XiXi=Ax^+-^Xi  +  Aihg  {(^i  — «)«  —  {% +  «)«} 

wobei  ,4,  Ai,  D,  <A  willküi'liche  Constiinteii  sind. 
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7.  Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichung: 

{X2P,  +  s^iP'i) Xg+  PsiPi  -P2){Pi+{Pb  +  ^d(Ps-l-^e)Pa}=^- 
(Imschenetsky.) 


Simultane  partielle  Differentialgleichungen  *),- 

§■  224. 

Anstatt  dass  uur  eine  einzige  pai-tielle  Differentialgleiehuug 
zur  Bestimmung  der  abhängigen. Veränderlichen  gegeben  ist,  kann 
eine  Anzahl  simultaner  Gleichungen  gegeben  sein.  Wenn  die  ab- 
hängige Veränderliche  esplicit  in  jeder  von  ihnen  vorkommt,  so 
können  diese  sämmtlich  wie  in  §.  209  derart  transformirt  werden, 
daBB  sie  daraus  verschwindet.  Alsdann  können  die  Gleichungen 
von  der  Form  angenommen  werden ; 

i\  (xu  x^,  ....  a;„,ft,ft,  ..-,.M  =  0. 

i\  (%,  iB2,  ...,  «BTill,  i?ä,  ■■-,  Pn)  =  0. 


fm(iKl,  %,  ■--,  ««,  J)i,  Ps,  ...,'P„)=  0. 

Iit  tw  e,rosBer  ils  n  so  kennen  die  Gleichungen  nicht  unab 
hangig  von  einander  sem  denn  die  n  eisten  der  Gleichungen  lassen 
sich  ilgebniBch  auflisen  so  daif,  Rieh  die  Wetthe  der  p  duich  die 
Veiandeihchea  c  ausrtiücken  und  die'ie  ^^  erthe  müssen  wenn  sie 
in  die  ubiig  bleibenden  tn  —  H.  Gleichungen  eingesetzt  weiden  die 
selben  identis  h  befriedigen  da  sonst  Beziehungen  zwischen  den 
unabhängigen  Veiinderhihen  be^tehea  wurden  E-i  können  dabei 
in  dei  riUit  nui  höchstens  n  simultane  Gleichungen  gegeben  sein 
und  wir  können  somit  m  entweder  gleich  w   oder  kleiner  ils  n  an 

^    22n 

I,  Es  sei  m  =  n.  Wir  haben  dann  also  n  Gleichungen, 
welche  die  Werthe  der  n  Grössen  f  als  Functionen  der  Veränder- 
lichen bestimmen.     Werden  diese  Werthe  in  den  Ausdruck 

dz  =  piäxi  -\-  !pidx^  +  ■■■  +  padx„ 
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eingesetzt,  so  muss  deraellie  ein  vollständiges  Differential  werden, 
wenn  das  gegebene  System  eine  gemeinschaftliche  Lösung  haben 
soll.    Die  Bedingungen  hierfür  bestehen  darin,  dass 

dpr   ^Pa 

sein  musB  für  alle  Paare  von  "Werthea  der  Indices,  und  diese  füh- 
ren wie  in  §.  211  au.  Gleichungen  von  der  Form: 
(Fy,  F,)  =  0. 

Es  müssen  daher  die  gegebenen  Functionen  Kämmtliohen  Glei- 
chongen  für  die  verschiedenen  Combinatioaen  der  Indices  genügen; 
alsdann  wird  das  gemeinschaftliche  vollständige  Integral  erhalten 
dui'ch  Integration  von 

de  =  ^idxi  -f  PidXi  +  ■■■  +  Pndx„ 
und  enthält  daher  eine  willkürliche  Constante. 

Es  kann  indessen  vorkommen,  dass  die  Functionen  F  nicht 
unabhängig  von  einander  sind;  in  diesem  Falle  ist  die  Determinante 

8Fi     dFj  dF, 


dl\,    dF^  dF„ 

dpj   '  3^2  '         '  dpn 
gleich   Null,  und  es  wird   dann    eine  identische  Eelation  von  der 
Form  bestehen: 

*(Fi,  Fi F„,  Xi,  atä,  ...,  Ä„)  =  0. 

Für  die  Integration  ist  aber  F^  =^  F^  =  ■■■  ~  F„  :^  0.,  es 
wird  daher  diese  Gleichung: 

^  (0,  0,  . . . ,  0,  a^i ,  K, ,  . . . ,  a;„)  =  0, 
Wäre  dies  keine  Identität,  so  würde  sie  eine  Eelation  darstel- 
len zwischen  den  unabhängigen  Veränderlichen,  was  unmöglich  ist; 
es  folgt  dann,  dass  die  gegebenen  Gleichungen  mit  einander  im 
Widerspruch  stehen  and  kein  gemeinschaftliches  Integral  besitzen, 
Ist  es  aber  eine  Identität,  so  ist  die  Anzahl  der  gegebenen  von 
einander  unabhängigen  Gleichungen  kleiner  als  die  Anzahl  der 
Grössen  p;  diese  können  daher  nicht  ans  den  gegebenen  Gleichun- 
gen allein  bestimmt  werden ;  wir  müssen  daher  au  der  Methode 
unsere  Zuflucht  nehmen,  welche  in  dem  Falle,  wo  )«<C«  ist,  an- 
gewendet wird. 
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Sind  z.  B.  vier  unabhängige  Verandtrliclie  vorhanden  und  vier 
Gleichungen  Fi  =^  F^  =  F^  =  Fi  =:  0  gegeben,  so  können  die- 
selben kein  gemeinschaftliches  Integral  besitzen,  wenn  etwa  zwi- 
schen ihnen  eine  Relation  besteht  von  der  Forra: 

Fi  =  (xi  —  x-i)  Fl  +  (3:3  —  asa)  F2  -|-  Xi  Xj  x^  A4; 
besteht  dagegen  eine  E«lation  von  der  Form; 

Fi  =  (%  —  Xi)  i\  +  fe  —  iBä)  Fl  +  (%  —  %)Fs, 
so  sind  nur  drei  unabhängige  Gleichungen  vorhanden. 

§.  226. 

II.  Es  sei  nun  m  kleiner  als  n.  Wir  können  annehmen, 
dass  die  Gleichungen  auf  eine  solche  Anzahl  redncirt  sind,  dass  sie 
sänimtlich  von  einander  unabhängig  sind,  selbst  wenn  sie  es  in 
der  Form ,  in  welcher  sie  zuerst  gegeben  waren ,  nicht  sind.  Eb 
wird  ferner  vorausgesetzt,  dass  es  ein  gemeinschaftliches  Integral 
giebt,  so  lange  die  algebraischen  Relationen,  welche  die  abhängigen 
Functionen  vermittelst  der  anderen  ausdrücken,  darauf  hinweisen. 
Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  diese  Gleichungen  sich  identisch  auf 
Null  reduciren,  wenn  man  in  ihnen  von  den  Gleichungen  Fi  =:  0, 
. . . ,  F„j  =  0  Gebrauch  macht. 

Erster  Fall.  Die  Functionen  F,  1=  0  —  ■■■  =  F«  mögen 
den  Gleichungen 

{Fr,  Fs)  =  0 
genügen  für  alle  Werthe  1,  2,  .,.,  m  von  r  und  s;  alsdann  sind  sie 
gleichzeitig  integrirbar.  Um  die  Werthe  der  Grössen  p  zu  bestim- 
men, muss  man  nach  der  Jacobi'schen  Methode  w  —  tu  andere 
Gleichungen  suchen,  welche  n  —  m  willkürliche  Constanten  enthal- 
ten werden.  Aus  diesen  Gleichungen  und  den  gegebenen  m  Glei- 
chungen können  die  Werthe  der  p  abgeleitet  und  in 

ds  =^ pidx-i  +  pidXj  4-  ...  -f-  PadXn 
eingesetzt  werden.     Das  Integral  hiervon   ist  das  gemeinschaftliche 
vollständige  Integral  der  ursprünglichen  Gleichungen  und  enthält 
n  —  m  -]-  l  willkürUche  Constanten. 

Zweiter  Fall.  Es  ist  möglich,  dass  sich  (Fr,  F,)  für  eine 
oder  für  einige Combinatio neu  der  Indices  aus  derEeihe  1,  2,.,.,  m 
als  eine  Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  allein  oder  als 
eine    bestimmte  Constante   herausstellt.      In    keinem    dieser    Fälle 
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könute  (Fr,  Fa)  zu  Null  werden.  Alsdann  sind  die  Bedingungen 
dafür,  dass  die  Gleichungen  gleichzeitig  integrirbar  sein  aollen,  nicht 
erfüllt,  und  es  giebt  daher  auch  kein  gemeinschaftliches  Integral 
der  vorgelegten  Gleichungen. 

Dritter  Fall.  Es  kann  vorkommen,  daaa  sich  für  eine  oder 
für  mehrere  Combinationen  der  Indiees  aus  der  Eeihe  1,  2,  ...,  m 
Resultate  von  der  Form  ergeben ; 

(Fr,  F,)  =f(Xi,  a)3,  ...,  X„,pi,p-i,  ...,p„), 
■worin  /  nicht  identisch  Null  wird,  wenn  man  die  gegebenen  Glei- 
chungen darauf  anwendet.     Giebt  es  l  solcher  Combinationen,   wo 
m  ^  l  nicht  grösser  sein  darf  als  n,  so  sind  für  alle  anderen  Com- 
binationen ausser  für  diese  l  die  Gleichungen 

(Fr,  Fe)  =  0 

befriedigt.     "Wir  setzen  nun: 

Q  =  F^+r=A,0  =  F,.,+^=A,...,0=^F,„+r  =  Ji 
und  substituii'en  dies  in  die  Functionen 

(Fr,    F.), 

in  denen  mindestens  entweder  r  oder  S  grösser  als  m  sein  muss. 

Wenn  dann  diese  Functionen  sämmtlich  verschwinden ,  so 
haben  wir  m  -\-  l  Gleichungen,  welche  simultan  integrirbar  sind, 
und  bestimmen  nach  der  Jacobi'schen  Methode  die  n  —  m  —  l 
übrigen  Gleichungen,  welche  nothwendig  sind,  um  das  vollständige 
Integral  darzustellen,  das  demnach  n  —  m  —  i  +  1  willkürliche 
Constanten  enthalten  wird. 

Wenn  für  irgend  eine  Combination  (Fm~-{-,  fk)  oder  für  eine 
ifirfii)  ^^^  Function  eine  bestimmte  Constante  oder  eine  Function 
der  unabhängigen  Veränderlichen  allein  ist,  so  sind  die  Gleichungen 
nicht  simultan  integrirbar  und  sie  besitzen  kein  gemeinschaftliches 
Integral. 

Wenn  wir  für  irgend  eine  Combination  {F,„_j, /s)  oder  für 
eine  {fi,ft)  eine  Function  q)  (aij ,  a:^,  ..-,  ccn,  pi,  p^,  ...,  JJ„),  weiche 
mit  Berücksichtigung  der  bereits  erhaltenen  Gleichungen  nicht  ver- 
schwindet, erhalten,  so  verfahren  wir  mit  den  Functionen  (f  gerade 
so,  wie  wir  es  vorher^  mit  den  Functionen  /  getSan,  haben.  Schliess- 
lich werden  wir  zn  einer  endlichen  Änaahl  (nicht  mehr  als  »)  von 
unabhängigen  Gleichungen  gelangen,  welche  simultan  integrirbar 
sind,  und  sodann  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  das  gemeinsehaft- 
liolie  Integral    erhalten;    oder  wir  werden    ein  Eosultat    erhalten, 


y  Google 


[§.  226.]       Pai'tielie  Differeutialglcicliungeu   der  evsteu  OrJuiiiig.  397 

welches   die   Unmöglichkeit   einer    simultanen   Integration  anzeigt, 
in  -welchem  Falle  es  kein  gemeiaachaftliches  Integral  geben  wird. 

1.  Aufgabe.      Man  suche  (falls  ein  solches   existirt)    ein    ge- 
meinschaftliches Integral  der  simultanen  Gleichungen: 
■Fl  =PiPi  —  iCjÄ^i  =  0 
■Fs  =PiPi  —  ati%  =  0. 
Wir  erlialten: 

(Fl,  Fl)  r=piXi   -f  j)2 ^2  —  iis  i^s   —  Pi Xi  , 
worin  die  rechte  Seite  auch  mit  Berücksichtigung  von  Fi=Fs  =  0 
nicht  verschwindet.     Wir  setzen  daher ; 

Fä  —piXi    +  P2X2   ~  P3X3   —  P4X4,  =:  0. 

Auf  diese  Weise  wird; 

(Fl,  F2)  =  0 

(Fl,  F,)  =  —  2p^p,  -f  2a^  »^4  ^  0 

(Fj,  Fä)  =        2p3Pi  —  2xix^  =  0; 

ea  sind  daher  die  drei  Gleichungen  mit  einander  verträglich.   Ist  F4 

die  andere  gesuchte  Function,   so  dass  sie  also  bestimmt  wird  als 

ein  gemeinschaftliches  Integral  der  Gleichungen 

(F4,  F3)  =  0  =  (F4,  Fj)  =  (F4,  Fl) 
und  betrachten  wir  sie  als  ein  Integral  von: 

(Fi,  F3}  =  0; 
so  haben  wir  die  Gleichungen : 

dxi dXs       dx^       dxi      dpi       dp2 dp^ dpi 

^1  ^        x^  ^  3;i  ^  Xi  ~  Pi   ^  P-2  ^'       Pi  Pi  ' 

von  denen  ein  Integral  ist; 

Pi  =  H-K3, 
woiin  a  willkürlich  ist.     Wir  setzen  dalier  versuchsweise ; 


und  finden  dann : 


r,  =  '^  =  o, 

(ft,  n  =  0 

«,  !■,)  =  J-  l^ti- 

1  die  Gleichungen 

F,  =  0  —  Fs  =  F3,  F.,  =t  a 
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so  findet  man: 

Pl  =  «^s. 

Ih 

1 

P^  -= 

und  daher: 

folglich: 

)=r  0. 

Ilieraiis  erhalton 

wii 

;  die  gemi 

äinsohat 

Um    das   vollständige  gemeinschaftHche    Integral   au  erhalten, 
haben  wir: 

dz  =  a  (x^  dxi  -\-  X,  dx-,)  -| (xtda:^  -{-  x^  dx4), 

und  somit  ist  das  gemein schaftlißhe  Integral: 

z  ^  aXiX}  -\-  —  X2X4,  -\-  b, 
worin  ß  und  6  willkürliche  Coustauten  sind. 

S,  Aufgabe.     Man  bestimme  antlsre  Integrale  in  der  Form: 

(1)  «  —   03;i«4   +   -   XiiX^   +   1). 

(2)  g  =  2{x^x,l,x^x,-a)}'^'  +  b. 

(3)  «=:2{iv^a:^{cc2Xi-a))''^  +  h. 

3.    Aufgabe.     Man  suche  gemeinBame  vollständige  Integrale  für  die 
simnltanen  Gleiehnugen : 

,,,     fPi  +  (^6  +  *i  a^a  +  «1  Xi}p^  +  («2  +  «,  —  3  a^i)  pa  ^  0 
Ipa  +  (xt  x^  3^4  +  «3  —  «1  »3)  JJi  +  («3  3^4  —     fl;ä)  J^a  =  0. 

Wä  —  2iC6P3  +  (i»,'iK4  -  2fl^B)i>3  —  2  3:ia:^j)i  ^  0. 

(Imsebeeetskj  und  Graindorge.) 

Vermischt  9    Aufgaben, 
1.    Man  integrire  die  Gleicliungen : 

(!)    y(.+.")-|-a(.  +  .')  =  2>-."+' 
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[i;  1       I         U     r  ft        t    1  1      h  i  t        >   i        g 

2     JI       1  1\     a     1)  3        t    Igi     h     g     1  11  t      1  I  t         1 

+   /    +        =2         +2ßj+     ■i 

be  -f-^+j=           t        1  gb         Cttbödt 

hl  i   1          t  wilik    11  a      M       bill     f                    d      Dff 

t    Igl  h     g  I          g  m     I  t  g  !      d     1     t       d      Z      mm    1      g 

wi    h  a            11  t     d  g          lig  m  1            1           I  t        1   d      h 

g  h    I  te  p        t  i   i 

SM  tb         dGllig 

uaA  suche  die  Glaicliung  des  Kegels  aweiter  Ordnung,  welcher  dieser  Oiei- 
chuiig  genügt  und  duruh  den  Punkt  (l,  2,  3)  gHht. 

4,  Man  integriva  die  Gleiehung  : 

worin  X,  T,  Z  dieselben  quadratischen  Functionen  reapeetive  von  x,  y,  s  sind. 
Man  integrive  die  Gleichung  auch,  wenn  diese  Functionen  vom  vierten 
Grade  oder  wenn  sie  vom  sechsten  Grade  sind.  (Bichelot.) 

5.  Man  beweise,  dass,  wenn 


ist,  die  Gleichung  gilt: 
und  hieraus,  dass 

Man  /oige  ferner,  dass  man  hat: 

/ITI?/^^    =    (1  -/!/()■"'    ■ 

Analog  beweise  man,  daas 


(l-irihk)"'^ 


6.     Man  löse  die  Gleichung: 

(Xi  ~  X,  X,)p,  +  (Xa  -  X,  X,)p,  . 


Xu  —  au,i  ar,  -f  n,,,a  x^  +  «,",: 
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7.  Man  Jose  die  Gleichungen: 

(1)  pZ^  gi  ~  cc''  +  xy  +  y\ 

(2)  ^<i=  ^x-\-  qy. 

(3)  pq  =  fy-\-  s«. 

(4)  j)iPal'3  +  %^i!a;s(iKii'i  +  a;äi'2  +  %P3)  =  i»2'^?aJ'a 

8.  Man  tieBtimme  die  GieioliiiBg  einer  Fläche  ,  welche  zugleich  au 
den  durch  die  Gleichung  py  —  qx  ^=  0  definivten  Rotationsflächen  und 
zu  äen  durch  die Gleichuog  ^x  -{-  qy  ^  e  deflnjrten    conisolien  Flächen 

0.    "Wenn  e  ^^  f  {x,  y]  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung 

ist,  so  bilden  die  durch  die  Gleichung 

dargestelltea  Curveii   ein   orthogonales  System   von  solcher  Art,  dass   das 
Produotdel  Krümmungen  in  jeäem  Punkte  constant  ist. 

Wenn  /  [x,  y)  nicht  y  enthält ,  so  ivird  die  Form  der  Function  be- 
stunmt  durcli : 

/(a-)  =  tm<f»  (2+  tg^i>)K 

ex  =  2^'  E  (2 ^'''',  3)  —  %'"■  F  ra"'''',  9) 
ist,  und  F  nnä  E  das  elliptisclie Integral  futci   ui  d  zweitti  Ait  mit  lfm 
Modul UB  2        bedeuten. 

10.  Man  suche  die  Oberfläche,  welib^  alle  Kugeln  untei  rechtem 
Winkel  schneidet,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  nnJ  liie  Mittel 
punkte   auf  einer  gegebenen   durch  diesen  Punkt  gehenden  lanie  haben 

11.  Man  suche  die  Oberfläche,  bei  -welehei  die  Cooidinatcn  lei 
Punkte,  in  denen  die  Normale  die  a;y- Ebene  tnfit  pioportiunal  sind  eu 
den  Coordinaten  der  entsprechenden  Punkte  dei  Obeiflaclie 

12.  Man  bestimme  das  Flächen aystem,  welcliei  ?a  ilm  Cuiven 

cosh  X  :  cosk  y  :  cosh  x  =  a:b:c 
orthogonal  ist. 

13.  Man  zeige,  ilasa  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

ix  '^  Tiy  ^  i«" 
lautet : 

\^y9>A         „  I  ''''  ''"^  I         _  I  f^'  ^y  I 

worin  (p  und  V  ■willkürliche  Functionen  von  x,  y,  si  sind. 
Man  beweise  femer,  dass  dies  die  allgemeine  Losung  ist. 
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LS.  226.]       PHi-tielle  "Diffei-entialgleicbiingen  der  ovaten  Onluvui 
X4.    Mrtu  ^aige,  dass,  weun  Sie  eimultauen  aieichnngen 


e  vou  M  ^=  COresi  verEcMedeoe  Lüsuiig  haben,  alsdann 
rZ'  -  Y'Zj  dx  -f  C^X'  -  XZ-)di/  +  (XY'  -  XTJrff  =  0 
F  eine   exacta  Differentialgleichung   reducirbar  ist,   aus   dereu   Integral 
le  gemeiuBoliaftlioIia  Lösung  hergeleitet  werden  kann. 
Haben  die  Gleicliungen 


eine  gemeiuaohaftliche  Lösung  »uBser  m  =  cojisf? 

15.  Man  löse  nach  der  Jacobi'Bohen  MetUode  die  Gieicluuig  : 

(Imaohenetskj.) 
Man  zeige,  dass  man  durch  Verallgemeinerung  dar  For  ueln  wel  1  e 
in  dem  Falle  Kweier  unalihängiger  Veränderlichen  der  analjt  "iche  A.uh 
druck  dea-Princips  der  Dualität  sind,  diese  Qleichang  in  e  ne  ande  e  t  ans 
formiren  kann ,  welobe  linear  ist  in  den  partiellen  Diffe  ent  alrinot  e  tu 
der  neuen  VerSndei'litlien,  und  integrire  hiemach  die  ob  ge  &le  cl  uüg 

16.  Jlan  iöee  naoli  der  Jacotii'achen  Methode  die  Clcclu  y 

(Ampere  und  Graind orge.) 

17.  Man  bestimme  das  voUständige   gemeinsame  Integral  der  simul- 
tanen Gleichungenr 

j  2a^jj,ii,«j)j  +  x^XiPi  —  x^  =^0 
2x^Ps-XiP^~  1  =  0 
l  XiX^p^+a^iXgXtPt  —  aiiXsr^r  0.  (Collet.) 

18.  Man  bestimme  das  vollständige  gemeinsame  Integral  von : 
1  {<  —  ^i)  ]>«  +  («a  ^  ~  «1  ^i)  Pa  +  i^hi^a  —  ^a  ^i)  i»4  =  0. 


(.TaPi  +  .T^Pä  — *i3'a  — "^aJ'4  — 'l- 
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Partielle  Dlfferentialgleichimgen  zweiter  und  höherer 
Ordming. 

§,  227. 

Ea  wird  durch  das  ganze  gegenwärtige  Capitel  hindurch  ange- 
nommen, daas  niir  zwei  unabhängige  Veränderliche  vor- 
handen sind;  ferner  soll  die  bereits  benutzte  Bezeichnung  für  die 
partiellea  Difierentialquotienten  erster  Ordnung  beibehalten  werden, 
und  es  wird  zweckmässig  sein,  analoge  Bezeichnungen  r,  s,  t  fär 
diejenigen  zweiter  Ordniing  einzuführen,  die  demnach  definirt 
werden  durch : 

.  —  3!f  —  l^L.        t=    —■ 

Eine  Gleichung  wird  von  der  zweiten  Ordnung  genannt,  wena 
sie  wenigstens  einen  der  Differentialquotienten  r,  s,  t,  aber  keinen 
von  höherer  Ordnung  enthält.  Die  Grössen  p  und  q  können  eben- 
falls in  der  Gleichung  vorkommen,  so  dass  die  allgemeine  Form,  der- 
selben sein  wird : 

F(x,  y,  e,p.,  q.  r,  s,  f)  =  0. 

Das  vollständige  Integral  der  Gleichung  ist  die  allge- 
meinste Relation  zwischen  x,  y,  S,  welche  es  giebt,  von  der 
Art,  dass,  wenn  man  den  aus  ilir  sich  ergebenden  Werth  von  s  und 
die  betreffenden  aus  diesem  abgeleiteten  Differentiaiquotienten  in 
die  Differentialgleichung  subBtituirt,  dieselbe  identisch  erfflllt  wird. 
Der  Definition  ist  keine  Bedingung  auferlegt  in  Bezug  auf  die  Form 
des  vollständigen  Integrals,  welches  in  seinem  Ausdruck  entweder 
willkürliche  Constanten  oder  wiUknrliche  Functionen  oder  beides 
enthalten  kann. 
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Ein  Zwiacben integral  ist  eine  Beziehung  in  der  Form 
einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
von  der  Beachafienheit ,  dass  aus  ihr  die  gegebene  Differential- 
gleiokung  wieder  abgeleitet  werden  kann.  Es  braucht  nicht  noth- 
wendig  von  dem  vollständigen  Integral  verschieden  und  aus  ihm 
unmittelbar  durch  blosse  Differentiation  ableitbar  zu  sein.  Wenn 
man  jedoch  ein  solchea  Integral  erhalten  hat,  so  wird  die  An- 
wendung der  Methode  des  vorigen  Capitels  ein  Integral  gehen, 
welches  wirklich  das  vollständige  Integral  oder  auch  bloss  oiii  be- 
sonderer Fall  desselben  sein  kaan. 


§.  a28. 

Bis  heute  ist  man  nur  in  besonderen  Fällen  im  Stande, 
die  allgemeine  Gleichung  au  integriren.  Der  wichtigste 
von  diesen  Fällen  ist  der,  wo  die  Differentialqnotienten 
der  zweiten  Ordnung  nur  im  ersten  Grade  vorkommen, 
so   dass    die    Gleichung    linear    ist.      Ihre    allgemeinste  Form 

Mr  +  Ss  -f  Tt  =  F, 
worin  Jt,  S,  T,  V  Functionen  von  a-,  y,  z,  f  und  3  sind.  Diese 
Gleichung  soll  nun  discutirt  werden;  bevor  wir  aber  die  Methoden 
angeben,  die  man  zn  ihrer  Integration  benutzt  hat,  ist  ea  wünschens- 
wertb,  einige  apecieile  Formen  au  betrachten,  welche  einfach 
sind  und  sich  unmittelbar  lösen  lassen ;  wir  werden  dann  später 
diese  Fälle  bei  der  allgemeinen  Discussion  ausschliessen  können. 
Einer  der  einfachsten  Fälle  ist: 

•■  -=  /«, 

worin  ep  eine  willkiirliche  Function  ist;  eine  nochmalige  Integration 

worin  sowohl  (fi  als  t/j  willkürlich  ist. 

1.     Aufgalie.     Man  intagrire  die  Glöii;luing: 
s  ^=  const. 

In  analoger  Weise  können  wir  die  Gleichung  integrireu : 

r  +  3f j)  —  iV, 
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worin  M  und  N  Fmictionen  respecüvü  von  x  und  fj  sind.     Dieselbe 
kann  geschrieben  werden  in  der  Fonn : 


■  +  Jf p  =  N, 


da  ?;  in  Bezug  auf  Differentiation  und  Integration  nach  x:  eonstant 
ist.     Derananli  ist : 

wobei  (p  eine  willkürliche  Function  bedeutet,  und  dahev : 

wo  t/i  eine  willkürliche  Function  ist. 

'2.  Anfgabo,     Man  integrire  die  Gleichungen: 
(1)      s  -^  Mp  =  N. 
[2]      ü  +  Mq=  N. 

Die  Methode  von  Monge  zur  Integration  der  G-leicliung: 

Jir  +  Ss  -I-  Tf  -=  F. 

§   22') 

la    Monge  a  leVe  fahie    1  estel  t       e    em  ^e  v  s       Poe 
zur  E  m  ttelu  g     nes  ole    zwe  e    Zw     1  e    nteg  ale  vo      1      Fo  u 

1      F       tone     ro  j  ^  i    q  n  n\        1/  w  IIJ 

1hl       t        1  ez     1      t     es  w  rd  daher  he     1  Metl  ode  at  U 

schwe  gend  üo  K  nal  me  gemacl  t  d  die  Diffe  e  t  Igle  h  ng 
p  solches  I  tegral  z  1  sat  Es  f  som  t  an  e  ste  Stelle  fu  unter 
SU  1  an    ob  d  e  e  Annahme    n  dem  all^ememeu  Falle  gere  htfe  t  gt 

fit  ud  wenn  es  eh  ze  „e  olHe  dass  dem  cl  t  so  st  anzi 
gebe     wifl  d  e  -ingen  e    e  I.  le  cJ  u   c  zi  heschranke     se    damit  1  ese 

\  al  me  nl  ed  nkl  h  cfemcht  werlen  L  up  Z  i  sau  Zwecke 
hie  nu     von  dem  a  ge  omm  ne     Zw    cl  e      teg  al  a 

z  g  1  e       nd  1  e      tsi  reche    le  I  ffe    nt  -ilgle  ch  ug  a  Iz     teile 

§.  230. 

Da  n  r^/(f)   int   und  u  und  v  Functionen   von   ai,  y,  g,  p,  q 
sind,  so  erhalten  wir: 
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[§.  230.]     Pariieüe  Diffei-entialgl.  zweiter  uiiil  liolierej-  Ordnung. 
du  8t.  iu  du 

_äfr&v  dv  8y  8£\ 

~dv\d!e  +*83  +  ''8i)  +  *  dj 


•8p  ^  •  Bä 
df /dv    ,       cv    ,      8i>    ,    ,8w\ 

^sfe  +  'eJ  +  'Sy  +  'Bi)- 

Elimiiiiren   wir   die  Grösse  ~    aus   diesen  beiden  Gleichungen, 

finden  wir  ais  die  entspreeliendo  von  der  willltüi'liclien  Function 
ie  Differentialgleichung : 

(1)      rJRi  +  sSi  +  (  n  +   t/i  {ft  —  s^)  =  Vu 
t'm  üi,  Si,  Ti,   Ui,   Fi  gegehen  werden  durch  die  Relationen: 

jh^C-iA  +  ii"^) 

\ihyJ         \p,sj 

;rin  heaeichneii  die  Symbole  (-^1,  ■■■  wie  sewöhnlich  die  Aiis- 

dudv_dud^ 
dx  dy       dy  dx' 
Soll  dann  diese  Differeuttalgleichung  zweiter  Ordnung  dioselljc 
I  wie  die  ursprüngliche  Gleichung,  so  müssen  wir  haben: 
U,  =  0 

^—  ^l  —  ^^Ii 
ü  ~  S  ~   2'  ~   F' 

viev  Gleichungen  sind.    Wenn  nun 

(2)       2ir  +  Ss  -^  Tt  =  r 
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Zelintes  Capitel. 


[§.  231.] 


als  die  zu  losende  Gleicliung  betracktet  wird,  so  weiden  diese  vier 
soeben  erhaltenen  Gleichungen  befriedigt  werden  durch  die  Grössen 
M  und  V,  aus  denen  das  Zwischenintegral  von  (2)  gebildet  werden 
kann.  Da  aber  nur  zwei  Gleichungen  erforderlich  sind,  um  die  ab- 
hängigen Veränderlichen  wund«!  als  Functionen  ihrer  «nabhäugigen 
Veränderlichen  zu  bestimmen,  so  kann  man  sich  diese  Grössen  u 
und  V  aus  irgend  zwei  von  diesen  Gleichungen  bestimmt  denken, 
wenn  auch  ihre  Auflösung  in  der  Praxis  grosse  Schwierigkeiten 
bereiten  könnte.  Werden  diese  Wertlie  in  die  anderen,  beiden  Glei- 
chungen eingesetzt,  so  müssen  die  letzteren  identisch  erfüllt  wer- 
den, und  sie  werden  in  diesem  Zustande  die  Functionen  R,  S,  T 
und  T  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  enthalten.  Mithin 
wird  es  zwischen  diesen  Functionen  von  x,  y,  is, p,  g  zwei 
Relationen  geben,  welche  identisch  befriedigt  sein  müs- 
sen, wenn  die  Differentialgleichung  (2)  ein  Zwischen- 
integral  von  der  Form 


bosi 


soll. 


..  2J1. 


Eine  wichtige  Folgerung  hieraus  ist  zu  bemerken,  obwohl  die- 
selbe imaeren  gegenwärtigen  Zweck  nicht  berährt;  es  würde  unnütz 
sein,  ein  Integral  von  der  vorausgesetzten  Zwischenform  zu  suchen 
für  irgend   eine  Differentialgleichung,  welche  nicht  von  der  Fonn 


R      +   S      +   f     +   U( 


Und  ge 
wo  ü=  0 
von  dieser  F    m 
menen  Forn   b 

T,  ü,  r  zw    d 


)  = 


"J-l 

"J'a 

"i"\ 

IX. 
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[%.  232.]     PiiitiGlIe  Diß'ereutialgl.  zweiter  luid  höherei'  Oiiluuug,  4 

(in   weJctier   f,   Vi  X   Functionen  von   ^,  X,,  x^,  Xg,  pi,  p^^.  J'a    Biud)    vi 
eohwindet,  aisdann  die  Gleiciung 

F{f,  <!',  X)  =  0, 
in  weloliei'  F  eine  willkärliclie  T'unetion  ist,  zu  einer  Differentialglaicliii 
zweiter  Ordnung  von  der  Form  fühi't: 


S^^^+E,^  +B,f^  +S,^ 


aä^ 


in  welchor  K,,  7?^ ,  . . .,  it-ji,V  Functionen  der  VerBnderlicl)en  und  der 
ersten  Differantialqliotieiiten  vou  ä  allein  sind,  und  dass  die  CoeffioiejitBu 
ij  der  Bedingung  genügen: 

JJ,  Bla-l-JfaBa'i+ifaBj^s  — iifiÄa-fis  — Äia-Räs-Raj  =  0. 
Belelirung  aber   diese   Clasae  von   Gleioliuiigen  wird    man   linden    Ijci 
Euler,  InsL    Calc,   Int.   Vol.  III,   p.   448    und   Legendre,  M^moiree  do 
Sciences  1787,  p.  3-23. 


Es    ergiebt    sich    (klier,     dass   wir    als    allgemeinsten    Fall   die 
Gleichung  beti'achten  können: 

Mr  +  Ss  +   Tt  +   üirt  -  s^)  =  7. 
Die  lineai'e  Gleichung  ist  in  dieser  enthalten,  da   sie   aus  ihv 
für  den  besonderen  Werth  U  =  0  entstellt. 

"Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Beziehungen  zwi- 
scSien  den  Grössen  B,  S,  T,  U,  Y,  welche  erforderlich  sind, 
wenn  die  Gleichung  ein  Zwischoniiitegral  von  der  voraus- 
gesetzten Form  besitzen  soll,  erfüllt  seien,  und  gehen 
dftzu  über,  dieses  Integral  zu  bestimmen. 
Wir  haben  stets : 

dp  =  rdx  -\-  sdy 

dq  =  silx  -\-  tdp. 

Werden  die  aus  diesen  Gleichungen  abgeleiteten  Werthe  von  r  und 

(  in  die  obige   allgemeine  Gleichung  suhstituirt,  so  nimmt  sie  die 

Form  an: 

lidpdji  +  Idqdx  +   Ud^dq^  —  Yäxdy 
=  s  {Edy^  —  Sdxdy  i-  Tdx^  +   üdpdx  +   Vd<idy). 

Sind  nun 

j(  =  a    und    II  ^=  Ö 

(wo  a  und  h  willkürliche  Constanten  sind)   zwei  Integrale   der  Glei- 
chungen : 
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Rdxjdy  +   Td<idx  -\-   Vdpd'i  —  Vdxdfj  =  0 

Rchf  +    Tdx'  +  üdpdso  +  Vdqdy=  Sdxdy 

da  =^  jjda;  +  'l^'3^ 

BO  dasB  \\.  lind  v  Functionen  von  a;,  j;,  5,  J>,  3  sind,  so  erhaltea  wir: 

G-:  +  *  S) ""'  +(B  + « S) "» +  81  *  +  n  •"'  = " 

und 

\dx  CS/  yo'n  OS/  Cf  o^ 

und  diese  müsben  deu  Glciclinngcn,  deren  Integi'dle  u  =  a  und 
(!  =  ((  t,iiid,  at^uivaleut  Hein.  Löst  man  nun  diese  adcli  dp  und 
dq  auf  lind  benutzt  die  Bezeiclmuiigen  des  §,  230,  so  findet  man: 

-£;...=  r,.x  +  [(^)  +  (M),)., 

und  dalier; 

—  Uidpdx  —  Uidqdy 

= T. « + s.  1,. + {(!^) + (^)« + (;-i|) + (ti),)  <f«  j, 

—  Tidx-^  -f  Bidf  —  Sidxdy, 
und  analog  erliält  man: 

(Ci  dp  -h  Tirf^)  (t'if/ff  +  Kjrfi/)  =  (F,  Fl  -1-  Jii  'l\)dxdy 
oder: 

B^dpäy  +   l\dqdx  -f   Uidpdq  —  F|(Zi^t%  =  U. 
Da  diese  identisch    sind  mit   den  früliei'en  Gleii;liuiigen,   so    ei- 
giebt  sich; 

Ik_^'£i_Ui_YA  — h. 
li  ~    T  ^    ü  ~    V  '^    S' 

iLßd  daiior  wird  die  zu  lösende  Gleicliung: 

Sir  +  SiS  +  TJ  +  Uy  {rt  —  s^)  =  V^. 
Diu  Losung  dieser  Gleicliung   kennen  wir    alier  bereits,   da   sie 
au,-!  einem  Zwisclienintegral  aligeleitot  war,  imd  dieses  Intcgval  ist; 

Es  ist  dieü  somit  ein  Zwi^elieointegral,  wie  es  gesucJit  wird. 
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Wir  erhalten  dulier   das  Integral,  indem  wir  die 
den  beiden  Hiilfa gleich ungen  abgeleiteten  Functionea  ! 
kürlichen  Function  der  anderen  machen. 


Beti-achten  wir  insbesondere  den  Fall   der  linearen  Glei- 
ciiung,  in  welchem  ü=0  ist,  so  haben  wir  die  Hülfsgieichungen: 
lidp^  +  Tdx^  —  Sdxdy  —  0 

Bdpdy  +  Tdqdx  =  Ydxdy. 
Da  die  erste   von  diesen  vom   zweiten  Grade  ist,  so  lässt  sie 
sich  im  Allgemeinen    aerlegen    in    zwei    verschiedene  Gleichungen 
ersten  Grades;  jede  von  diesen  wird  sodann,  wenn  man  sie  mit  der 
letzten  Gleichung  und,  wenn  nothwendig,  mit 

rfe  =  pdx  -\-  <idy 
verbindet,  an  einen)   Integral  System  führen,  welches  u  und  ;;  bo" 


stimmen 
Mail 
E  orm : 

einziges 

wird, 
erhalt 

auf 

diese  Weise 

zwei  Zwischeuinttg 

,  dem  Falle, 
Integral  von 

wo  Sä  =  4  BT  ist,  in  welchem 
dieser  Form  ergiebt. 

§.  234. 

Gehen  wii-  nun  zu  dem  allgemeineren  Falle  über,  in  wel- 
chem ü  nicht  gleich  Null  ist,  so  können  wir  beweisen, 
das6  eicli  ans  den  Hülfsgieichungen  im  Allgemeinen  zwei 
Zwischen  integrale  ableiten  lassen.  Multiplieiren  wir  die 
Hülfsgleichung,  welche  V  enthält,  mit  einer  bisher  noch  unbestimm- 
ten Grösse  A  und  addirea  sie  dann  zu  einander,  so  ist  das  Resultat: 

ndy'i  +  Tdx'^  —  'S^lY)dxdy  \  Udpdx  +  Udqdy 
+-  IBdpäy  -1-  XTdidx  +  lUdpdq  =  0. 

Dasselbe  lasst  sich  nun  zei'legen  in  zwei  lineare  Factoren  von 
der  Art,  dass  es  äquivalent  ist  zu: 

(Rdy  +  hTdsB  +  müdp)  Uy  +  i  dx  +  -  dq\  =0, 
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!t,  dass  die  Grössen  h,  m,  l  so  beschaffen  sind,  dass  die 
Coefficienten  der  Teracliiedeneii  Glieder  des  entwickelten  Prodiicts 
dieaelben  sind  wie  zuvor.  Dansit  dieses  der  Fall  sei,  müssen  diese 
Grössen  den  folgenden  Beaielmngen  genügen: 


k  -  T  --  A  T 


Dieselben  werden  sämintllcli  bafriedigt  durcli: 

wenn  man  i.  durch  die  Gleichung  Ijestimmt : 

A'H-RT  +  UV)  +  KUS  +  U''  =  0. 

Die  heiden  Wetthe  von  ^  weklie  diese  Gleichung  liefeit  EeiPn 
Aj  und  A, ,  dieselben  weiden  veischieden  sein   ausser  wenn 

&^  =  4{BT  +  UV) 
ist.  Die  holden  Hiilfsgleichungen  können  ersetzt  weiden  duicb  die 
beiden  Gleichungen  deren  jede  in  lineaie  Factoien  zeilegbar  ist, 
sobald  maa  die  Werthe  von  l,  m  A  in  ihnen  subitituut  Dieie 
beiden  Gleichungen  können  nach  einci  kleinen  Veiemfichun^  f,e- 
sehrieben  werden 

{Udy  +  Ai  Tdx  +  K  Udp)  (Vdx  +-  Ai  JJdj/  -f  A^  I/rfg)  ^  0 
(Uäg  +  !l2  TcIx  +  Aa  Vdp)  (Udx  +  A^  Edp  -\-  A^  Udq)  ~  0. 

Um  die  Functionen  m  und  »,  aus  denen  ein  Zwischen  integral 
hergestellt  werden  kann,  zu  finden,  müssen  wir  paarweise  einen 
Factor  der  ersten  Gleichung  mit  einem  Factor  der  zweiten  verbin- 
den. Indessen  sind  von  den  vier  möglichen  Combinationen  zwei 
aus Kuschli essen,  nämlich  die,  weiche  man  durch  Verbindung  der 
beiden  ersten  Factoren  dieser  Gleichungen  erhalten  würde,  da  diese 
zu  einem  Resultate 

Vdn  =  0 
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füliren  würde,  welches  äugen  sclieinlich  keine  Lösung  liefera  könnte, 
und  die,  welclie  man  durch  Verbindung  der  beiden  zweiten  Fac- 
toren  dieser  Gleicliungen  erhielte,  da  diese  au  einem  Resultat 

Udx  =  0 
führen  würde,  welches  ebenfalls  augeuscheinlich  keine  Lösung  lie- 
fern würde.    Daher  können  die  Gleichungen  durch  die  beiden  Paare 
¥on  Gleichungen  ersetzt  werden : 

lüdy  -f  XiTdx  -|-  X^Udp  =  0 
[Udx  -f  AgJJ/f)/  +  ?.^Udq  =  0 
und: 

lUdx  +  X^Rdij  +  A,  Ucis  =  0 

\uda  +  i^  Tdx  +  i.^  udp  =  ü. 

Aus  jedem  Paare  erhalten  wir  zwei  Integrale  von  der  Form 
u  =  a  und  V  =  }),  und  finden  somit  auch  aus  jedem  Paare  ein 
Zwisohenintegral.    Diese  beiden  Integrale,  welche  wie  vorher  durch 

Ml  =/(!'l)i  Ms  —  <pM 
dargestellt  sein  mögen,  sind  Zwischenintegrale  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung,  und  sie  sind  verscMedeii,  ausser  wenn 

S-'  =  4:{RT  +  UV) 
ist,  in  welchem  Falle    nur   ein    einziges   Zwischenintegral   gefunden 
werden  kann. 

§,  235. 

Wir  können  nun  weiter  fortfahren  in  der  Integration,  sei  es 
der  linearen  Gleichung  oder  der  allgemeineren  Form.  Betrachtet 
man  eins  von  den  Zwisohenintegralen  in  den  betreffenden  allgemei- 
Ben  Fällen  (oder  in  den  Ausnahmefällen,  in  denen  die  Relation 
zwischen  den  in  der  Gleichung  als  Coefficienten  auftretenden  Func- 
tionen besteht,  das  eine)  als  das  einzige  erhaltene  Zwischenintegral, 
so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  das  voll- 
ständige Integral  derselben  (und  die  anderen  damit  verbundenen 
Integrale)  kann  nach  den  Methoden  von  Capitel  IX  gefunden  wer- 
den und  dieses  Integral  wii'd  das  schliessliche  Integral  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  sein. 

§.  336. 
In  den  allgemeinen  Fällen  können  wir  einen    (jetzt   ku   bewei- 
senden) wichtigen  Satz  zur  Anwendung  bringen,  durcli  welchen  die 
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weitere  Mühe,  dieses  sdilieasliclie  Integral  zu  erhalten,  beträchtlich 
abgekürzt  wird.  Dieser  Satz  kauii  folgen  der  maaBsen  ausgespro- 
chen werden: 

Wenn  wir  zwei  Zwisohenlntegale  von  der  Form 

gefunden  haben  und  wir  betrachten  dieselben  als  simul- 
tane Gleichungen  zur  Bestimmung  von  p  und  q  als  Func- 
tionen Yon  X,  y,  e,  so  werden  die  durch  diese  Gleichungen 
gelieferten  Werthe  von  i>  und  q  so  beschaffen  r^ein.  dass 
der  Ausdruck 

■de  :^ pdz  -\-  qdy 
sich  integriren  UeBt. 

Nimmt  man  diesen  Satz  als  bewiesen  an,  so  hat  man  also  nur 
die  beiden  Zwischeniategvale  als  Bimaltane  Gleichungen  in  p  und  q 
aufzulösen,  sodann   die  hieraus  abgeleiteten  Werthe  von  p  und  2  in 

ds  =  ^dx  ^  g_d.y 

einzusetzen  und  zu  integriren.  Das  Resultat  wird  das  schlicssliclio 
Integral  sein. 

§.  237. 

Wir  wollen  nun  jetzt  den  oben  ausgesprochenen  Satz 
beweisen.    Man  bezeichne  diese  Integrale  bezüglich  mit  f  =^  0 
und  *  =  0,  so  daas  F  =  Mj  —  f{vi)  und  a>  =  Mj  ~  tp  {v^)  ist, 
und  es  sei  zunaclist  F  =  0  eine  Lösung  der  Gleichung: 
Rr  -^  Ss  -\-  Tt  -\-  U(rt  —  s^)  =  V. 

Wir  haben  nur  die  eine  Gleichung  F  =  0  und  diese  ist  nicht 
axisreichend ,  um  uns  in  den  Stand  zu  setzen,  r,s  und  (  als 
Functioaen  von  X,  y,  0,  p,  q  auszudrücken;  wir  können  nur  zwei 
von  ihnen  durch  die  dritte  und  durch  (Trössea  ausdrücken,  welche 
explicit  unabhängig  von  ihnen  sind.  Werden  diese  Werthe  in  die 
Differentialgleichung  substituirt,  so  wird  die  letztere  eine  Reihe  von 
Gliedern  enthalten,  welche  mit  diesem  zweiten  Differentialquotien- 
ten der  abhängigen  Veränderlichen  behaftet  sind,  und  eine  andere 
Reihe,  welche  denselben  nicht  entliält,  und  die  Gleichung  muss 
ohne  Rücksicht  auf  diesen  Differentialc[uotienteu  identisch  erfüllt 
sein.    Da  nun  F —-  0  ist,  so  haben  wir: 
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dx 

+  87^'  + 

dp  ' 

+ 

dq 

dF 
8? 

+lf»+ 

dF 

+ 

dF 

8s 

Setzen  ' 

wir  der  Kiu-ze  halber  : 

11+ 

8P 

= 

r. 

^  1.^+ 

"'i. 

- 

:Py, 

30  gebei 

■1  liipsellien 

BF 

dp  '  "  " 

dF  ^ 
63 

-  F.^ 

1^'=^ 

^  8F 

-  ^y 

Weriien  diese  Werthe  von  r  und  (  in  die  BifferentialgleJohiing 
snlistituirt,  so  geht  dieselbe  über  in : 


02'   dq 


+Ki-D'-«ifif+<ify- 


^82 


Diese  Gleichung  miiss  identisch  befriedigt  sein  ohne  Bücksicht 
auf  deii;  Werth  von  S,  und  daher  muss  der  Coefficient  von  s  sowie 
das  von  s  unabhängige  Glied  verschwinden.  Wäre  dies  nicht  der 
Fall,  30  würde  diese  GleichuBg  s  und  somit  auch  *■  und  t  als  Func- 
tionen von  X,  y,  s,f,  g  bestimmen  —  ein  Resultat,  welches,  wie 
bekannt,  nicht  aus  der  einen  Gleichung  F  =  0  abgeleitet  werden 

Wir  haben  daher: 

\dq/  dpdq  \dpj  "fJg  dp 

Dieselben  Gleichungen  werden  bestehen,  wenn  wir  F  durch  0 
ersetzen ;  wir  können  daher  F  und  ^  als  die  LöBtingen  der  Glei- 
cbungou  betrachten : 
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dp    o  g 
\oq/  op   rq  \op/  oq  Op 

Wir  müssen  nun  Kwoi  Fälle  l>ctrachteii. 
1)  I>ie  lineare  GleicLung,  falls  U  =0  ist. 
Sind  alsilann  ^i  und  ^j  die  Wurzeln  der  Gleichung : 
B£»  -  S§  4-  r=  0, 
so  geht  die  Kweite  Gleichung  über  in : 

Vää        '^'  8j)Äö«  8j>/ 


»i-«'S5  =  ° 

8®           8<5_ 

dem  wir  so  |i  mit  Ji"  uad  I3  mit  <P  verbindsn. 

Die   erste  Glfi- 

ung  wird,  wenn  wir  sie  durch  -j—  dividireii: 

Rl,®^  +  T®y  +   Fl  ^  =  0, 
id  daher: 

Da  aber  T~  Ji^il^  ist,   m  kann  die   letzte  (ileichui 


An 

alug  ist: 

<!':,    +    Si'I't,    + 

F  ö'5 
li  dp  ^ 

0. 

Ans  den  letzten  beiden  erhalten  w 

■\r: 

F, 

d0 

'■'dp 

-^*.^- 

= 

0y'. 
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und  daher : 


?.  DiffereiiUalgl. 


''dp 

Bieg  ist  aljer  die  Bedingung  (§.  202),  welche  von  den  Functionen 
F  und  0  befriedigt  werden  muss,  wenn  für  die  aus  F  =  0  ^=  0 
ala  Biiaultduen  Gleichungea  abgeleiteten  Werthe  you  p  und  3  der 
Ausdruck 

de  :=  pdx  '\-  qdy 
integrirhar  sein  soll.    Damit  ist  der  Satz   für  diiii  Fall    fJ  =  0  be- 

2)   Die    allg-emeine    Form,    in   welcher    U  nicht     gleich 
Hüll  ist. 

Wir  verfahren  genaa  so  wie  in  §.  234.     Die  erate  Gleichung 
für  0  niultiplicire  man  mit  einer  Grösse  ^,  weiche  durch  die  Gleichung 

Aä  [B  T  -h  UV)  -^  XUS  -\-  U^  —  0 
bestimmt  wird,  imd  addire  sie  dann  zur  zweiten;  die  resultirende 
Gleichung  zerlege  man  in  Faotoren  für  jeden  der  beiden  Werthe 
von  A  «jid  combinire  die  linearen  Factoren  zu  je  zweien;  von  die- 
sen Paaren  sind  nur  zwei  beizubehalten.  Dieselben  sind,  wenn  ^1 
und  A2  die  beiden  Wurzeln  sind  : 


Aus 

der  ersten 

und   dr 

tteii 

F  ^* 

"  tip 

öp 

1 

aus 

der  zweiten 

und  vi 

rten 

F 

8« 

dF  _ 

da 

- 

von  diesen  Gleichungen    erhalten 

dp    dq        Ai  dq  dp 
1    dF  d0  ,     1  dFÖ-l» 
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Dies  buweist,  dass,  wenii  für  die  allgemeiiie  Form  der  Gieiolinng 
J"  ^=:  0  ^^  ©  als  simultane  Gleichungen,  betrachtet  werden,  die 
daraus  sich  ergebenden  Werthe  von  p  und  ä  ao  beschaffen  sind, 
dass  für  sie 

dz  :^  pdx  +  qdy 
integrirbar  ist. 

Damit  ist  der  Satz  allgemein  bewiesen.  Werden  diese  Wertlie 
von  jf>  und  9  awbstituirt,  so  ist  das  Integral  der  resultirenden  Glei- 
chung das  schliesfiliche  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung ; 
dasselbe  wird  in  seinem  Ausdruck  entweder  implioit  oder  explicit 
die  beiden  willkürlichen  Punctionea  enthalten,  welche  in  den  beiden 
Z  wische  nintegral  en  auftrete  n . 


Es  wird  daher  die  Auflösungsmethode,  wie  sie  sich 
aus  der  vorhergehenden  Untersuchung  ergeben  hü.t, 
durch  die  folgenden  Regeln  näher  angegeben: 

I.  Regel.    Wenn  die  Gleichung 

Br  -\-  Ss  ■{■  Tt  =-  V 
nach  dieser  Regel  integrirbar  ist,   so  trauBforiniren    wir    sie  vermit- 
telst der  Gleichungen 

dp  ^=  rdx  +  ^^y 
d(i^  sdx  -|-  tdy 

Jtdpdy  +  Tdqdx  —  Vdxdy  =  siMdif  —  Sdxdy  +   Tdx'^) 
und  zerlegen   die  Gleichung 

Bdy"-  —  Sdxdy  -f  Trfx^  =  0 
in  die  beiden ; 

dy  —  ^idx  =^  0 
^V  —  iidx  ^  0. 
Aus  der  ersten  von  diesen  linearen  Gleichungen  und  aa^  der 
Gleichung 

Bdpdy  +  Tdq,dx  —  Vdxdy  =  0 
in  Verbindung  noch,  wenn  es  nöthig  ist,  mit  dg  =  pdx  J-  (jdy, 
evhaUcn  wir  zwei  Integrale  i(j  =  «i,  (j,  :=  fc,.     Alsdiinn  ist 

wcrin/i  eine  willkürliche  Function   bedeutet,   ein  Zwischenintegral. 
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wo  /a  eine  willkürliche 
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Verbindung   mit  denselbet 
Integralen  «tj  =  «^ 


lereä  Zwischen- 

Um  nun  das  schliessliche  Integral  zu  erhalten,  können  wir 
jedes  dieser  Zwischeaintegvale,  welches  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  sind,  integriren  und  müssen  diese  Integration  wirk- 
lich durch  führen,  falls  die  beiden  Werthe  |i  und  I2  eiaander  gleich 
sind.  Wenn  aher  die  Werthe  von  ||  uad  §3  nicht  einander  gleich 
sind,  so  lösen  wir  die  beiden  Zwischen  integrale  als  Gleichungen 
für  p  und  g  auf  und  substituiren  die  Werthe  dieser  Grössen  in 

ds  ■=  pdx  -\-  qcly. 
Diese  Gleicliung  giebt,  integrirt,  das  vollstäiidige  Integral. 
n.  Begel.     Wenn  die  Gleichung 

Mr  +  Ss  -\'  Tf  +  U(rt  —  s^)  =  F 
auf  diese  Weiae  integrirbar  ist,  so  suchen  wir  zwei  Integrale  «i^^^a, 
und  i\  =  &i  aus  den  Gleichungen : 

(Üdy  +  Ai  Tax  -f  li  Üdp  ~  0 
\vdx  -\-  liSdp  +  X^Udq  =  0, 
und  zwei  Integrale  u.}  -^  a-i  und  J'j  =  6a  aus  den  Gleichungen: 
iVd<a  -f  lyUdxj  -\-  A,  Ü&q_  =  0 
Wrfj/  +  li  Tax  -1-  Aj  JJdp  =  0, 
worin  A[  und  Aj  die  Wurzela  der  Gleichung  sind: 

V^iUT  +  PF)  -f  Atrs  4-  (7^  =  0, 
Alsdann  sind  «i  =/i(ci)   und  Mj  ^=  f^{p^,  worin  /i  und /g 
willkürliche  Functionen  sind,  zwei  Zwischen  integrale.   Von  hier  aus 
verfahren  wir  dann  genau  so  wie  in  Kegel  I. 

§.  240. 

Es  kiuiii  jedoch  der  Fall  eintreten,  dass  es  nicht  möglicli  i^it, 
aus  den  beiden  Zwischenintegralen  Werthe  von  p  nnd  ^  'i-"^  finden, 
welche  sich  zur  Substitution  in 

dB  =  pdx  4"  idy 
eignen;  alsdann  können   wir,  um.   das    schlicssliche  Integral   zu    er- 
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halten  eins  dei  Zwischeiimtegnle  mtigiutn  zu  welchem  Zwecke 
wir  die  Charpit  sehe  Methode  wie  sie  in  §  201  angegeben  woi 
den  ist  benutzen  Ohne  aber  die  Rechnimü  wekhe  bei  dieaei 
Methode  erfoiderlich  lat  nm  die  zwischen  p  nnl  3  und  den  Ter 
anderhchen  an/unehmeade  zweite  EeUfion  zu  bestimmen  wiikli  h 
duichzufuhien  genügt  e?  wenn  wir  als  eine  aokhe  zweite  Relation 
irgend  ein  putuulares  Integial  dea  allgemeinen  Isj^tem?  nehmen 
welches  YOn  dem  dunh  directe  Integration  erl  altencn  verichied  n 
ist      So  können  wir  z    B    nehmen 

Wi  =/(«i)    unii    «ä  =  « 
wo  a  eine   willküiliche   Gon'itante  ist      Da   eine  willkuiliche  Con 
stante  ein  speeiellei  Fall  emei  willkuili  hen  Functun  ist      o  wei 
den  die  aus   dieoen  dlenhungen  abgeleiteten  \\pithe  von   j   unl  j 
so  beschaffen  sein   dass  sich  1  ir  sie 

d^  =  pdx  -\-  qdy 
integriren  lässt,  und  zwar  wird  das  Integral  eine  willkürhohe  Func- 
tion /  und  zwei  willkürliche  Constanten  enthalten,  nämhch  die  Con- 
stante  a  und  die  Integrationsconstante.  Dieses  Resultat  bildet  das 
vollständige  Integral  des  Zwiachenintegrals ;  das  allgemeine  Inte- 
gral kann  nach  der  Vorschrift  Ton  Lagrange  (§.  180)  erhalten 
werden,  wenn  man  eine  der  wilUtürlichen  Conatanten  in  eine  will- 
kürliche Function  der  anderen  verwandelt  und  diese  übrigbleibende 
Constante  eliminirt  aus  der  ao  transformirten  Gleichung  und  aus 
derjenigen,  welche  aus  ihr  durch  Difierentiation  nach  dieser  Con- 
stanten entsteht. 

§.  241. 

Dieae  Üethodö  tuhit  jedooh  nicht  mehr  zum  Ziele  in  dem  Falle 
wo  die  Wuizeln  dei    ][iiadiati sehen  Weiohung   m  ^  einander  Klpn.h 
sind    es  giebt  dann  nur  ein  System  Ton  late^ialen    we!  hes   iuich 
Ui  ^=  a  und  Vi  =  b  dargestellt  wird    und  daher  gielt  e     iUL.h  n 
ein  Zwischenintegral  welches  gegeben  wird  duich 

«1  =  fM 

und  dieses  11t  zu  mte^iiien  (rei  ide  so  wie  vorher  können  wir  die 
Anwendung  dei  lU^jememen  Metht  le  zur  Integiation  einei  dlei 
chuBg  eister  Ordnuii„  umgehen  indem  wir  dii  all  gen  eine  und  ein 
jaiticulares  eistes  Intpgial 

«i=/(*i).      1  =  ' 
mit  einander   verbinden.     Die  hieraus   sich    ergebenden   "VVerthe  vun 
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f  und  q  werJen  ofFenbar  den  Bedingungen  des  §,202  genügen 
daher,  wenn  sie  in  die  Gleichung 

de  =r  pdx  +  qdp 
eingesetzt  werden,  ein  anderes  Integral  von  der  Form 
w,  =  c 


liefern. 
Ko 

mmen  p  und  q  i 

n  IV     -v 

'or,   30  kann  man    s 

ie  mit  Hülfe  dei 

früherei 

1  Gleichungen  Vi 

=  b  i 

md  Ml  =  /(b)  elinii 

niren,  so  dass 

ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung  ist,  da  es  zwei  willkürliche 
Constanten  b  und  c  enthält.  Um  das  allgemeine  Integral  zu  finden, 
müssen  wir  c  zu  einer  willkürlichen  Function  von  &  machen  und  1> 
aus  der  so  entstehenden  Gleichung  und  derjenigen,  welche  sich  aus 
ihr  durch  Differentiation  nach  b  ergiebt,  eliminiren. 

"Wir  gelangen  daher  sowohl  in  dem  Falle,  wo  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  ungleich  sind,  als  auch  in  d,em,  wo  sie 
gleich  sind,  zu  einem  allgemeinen  Integral,  in  dessen  Ausdruck  zwei 
willkürliche  Functionen  vorkommen. 

Es  niag  bemerkt  werden,  dass  die  vorhergeher 
in  gleicher  Weise  Anwendung  findet,  wenr 
ticulären  Integrals 

if-i  =  a 
irgend  ei»  anderes  particuiäres  lutegral,  a.  B. 

ft«a  -{-  lV2  =  a 
(wo  fc  und  l  disponible  Constanten  sind)  nimmt.     Dieses 
Integral  kann  man  in  derThat  so  annehmen,  daaa  die  n 
Integration  so  leicht  wie  möglich  wird. 

Beispiele  hierzu  wird  man  weiter  unten  finden. 

1,  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

Substituirt  man  für  rund  (  die  Ausdrucke  in  s,  so 
dpd^  —  a'Hxäq  =  sißy"-  —  aMic^), 
so  daas  die  Hülfsgieichungen  sind: 

dj/s  —  a^iix^  ~  0 

dpdy  —  a^dxdq  =  0. 

Die  erste  lässt  sich  zerlegen  in  die  beiden: 

dj/  —  adx  =  0    und    dp  +■  adx  —  ü. 


3  Schill  sareihe 
1  Stelle   des  par- 


particuläi 
nchfolgend 
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deren  Integrale  respectiYe  sind: 

1/  —  ax -^r=  A     und    y  ^  n 

x^B. 

Nimmt  man  das  erste  von  ihnen  und  i 

'ei-bindet 

mit  der  zweiten  von  den  Hülfsgieichungen,  s 

0   findet 

letztere  ähergeht  in: 

imd  diese  giebt,  integrirt: 

JP  ~  «ä  --  Ä'. 

Demnach  ist  ein  Zwischen  integral:' 

j3  —  aq  =r  qj,  (;/  —  ax). 

Nimmt  man  die  aweite  Gleichung  ij  -\-  ax  ^  B  und  verfährt 
in  derseiben  Weise,  so  findet  man 

dp  •\-  a  dq  =  0, 
also: 

p  +  aq^  B\ 
und  daher  ist  ein  zweites  2wi  sehen  in  tegral : 

p  +  aq  =  tp.i(y  +  ax). 

Unserer  Regel  zufolge  behandeln  wir   nun  diese  als  simultane 
Gleichungen  zur  Bestimmung  \on  p  und  q  und  erhalten; 

dz  —jdx{<p3{p-{-  ax)  -\-  (p,(p  —  ax)} 

__  idy-\-adx)(p^{y  +  ax)        (dy  ~  adx)<pi(y  —  ax) 


i'(t):^-=~^f<Pi(t)dt, 


so  ist  das  Integral: 

g  ~  i)>{y-[-ax)  4-  ipiü  —  ax). 

Die  willkürliche  Conatante  der  Integration  kann  man  aioh  in 
eine  der  Functionen  qo  und  iJ*  aufgenommen  denken.  Daq?,  und  y^ 
willkürlich  sind,  so  sind  ip  und  i/"  ebenfalls  willkürlich. 
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2.  Aufgabe.    Maa  löse  die  Gleichung : 

(6  +  cqr-r-  2{b  +  cq)(a  +  cp)s  +  (a  +  cpyt^O. 

Tranaformirt  man  dies  mit  Hülfe  der  gewöhnlicben  Beziehun- 
gen, so  findet  man,  daes  die  Hülfsgieichungen  lauten: 

C'  +  cq)^d>,''  +  2  ((.  +  cq) (o  -|-  cp)  dx  äTf-\-{a^  cpY dx'  =  0 
(6  +  cqydpdy  +  («  +  cp^dqdx  =  0. 
Die  erste  von  diesen  gieht  nur  die  eine  Gleichung : 
(b  +  cj^jdii  +  («  +  ep)  dx  =-  0 
et  dass  wir  nui   ein  einziges  Zwi'ichenintet.ial  dei   Ole    1  m^    von 
dei   wit   annehmen    daso   sif   sich   nach   dieser  Methc  le  mtegiiren 
lasbe   erhalten  können     Wiid  diese  (xleiehung  mit 

d    =pd->    +  qdy 
verbunden,  so  gieht  sie; 

adx  +  bdn  -f-  cde  ^^  0, 
BO  dass  ein  Integral  der  Hülfsgleichungen  ist: 
ax  i-bp  +<:z^  A. 

Eliminirt  man  das  Verhältniss  dy.dx  aus  der  zweiten  Hülfs- 
gleichung  und  der  veränderten  Form  der  ersteu,_EO  erhält  man: 

{h  +  cq)dp  =  {a  -H  cp)dq, 
deren  Integral  ist: 

o  +  cy  =  ü{S  +  c«), 
WO  B  eine  willkürliche  Constante  ist.     Hiernach  wird  das  Zwischen- 

a  ^  cp  =  {h  ^  cq)tpia'z  -^  htj  -V    cz). 

Dieses  musa  nun  integrirt  werden,  und  zwar  kann  ma.n  das 
I^agraage'sche  Verfahren  für  lineare  Gleichungen  anwenden.  Be- 
zeichnet man  (p(ax  ■{-  hy  -{-  es)  mit  y,  so  erhält  man  als  die 
Hülfsgleichungen : 


cip         hq)  —  I 


Hieraus  ergiebt  sich : 


adx  4-  bdf/  +  cdz  ~  0. 
ax  +  6),  4-  c^=^  C, 
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Für  ein  zweites  Integral  ist  also : 

dy  +  dxrpiO  =  0 
y  +  xip(0=  C. 
Das  schlieseliche  Integral  der  Differentialgleicliung  ist  daher: 
y  -\-  x<p(ax  +  hy  ■\-  cz)  =  ^{ax  -\-  hij  -\-  ce). 
worin  y  und  ij>  willtüriiohe  Functionen  sind. 

Eb  lässt  sich  auch  darstellen   in  der  Form  : 

e  =  3>9(ax  +  by  +  es)  -f  y%{ax  +  hy  i-  ce), 
worin  ^  und  %  willkürliche  Functionen  sind. 

3.  Anfgftbe.     Man  integrire  die  Gkichuiigeii : 
(!)    *-  +  S«äf_-2ns     [1|  wenn  k  von  1  verRcMedeu  ist,  2)  weiiu  l—l  kt]. 
(3)     x^r  +  2xys  +  y^t  =  0. 

(3)  q^r  —  2pqs  -\-  pH  =  o. 

(4)  x^r  —  yH  =  0. 

(5)  ,--  aH^  'ial{p  +  ag)  =  0. 

4.  Aufgabe.     Man  intcgrire  die  Gleichung: 

«r  +  &s  +  c*  +  e(rt-  s^)  =  l>, 
in  welcher  a,  b,  C,  e,  h  Cünstanten  sind. 
Die  Gleichung  in  A  ist: 

As(öc  +  eh)  +  Xeb  +  e^  —  0, 
oder,  wenn  wir  Xm  -]-  e  :r=  0  setzen,  so  ist  die  Gleichung,  welche 
m  hestimmt : 

M^  —  tm  +  ac  +  eA  =  0, 
deren  Wurzeln  j»i    und  »»;    sein  mögen.     Das    erste    System  von 
Integralen  ist : 

cdx  -f-  ''-dp  —  y^iäy  =  0 
ady  -\-  edq  — ■  »»3 dx  =  0, 
so  dass  ein  Zwiechenintegral  lautet: 

cx  +  ep  —  m,y  —  F(ay  -\-  eq  —  m^x). 
Das  zweite  System  von  Integralen  ist: 

ady  -\-  edq  —  m^dx  =  (i 
cdx  +  edp  —  m^dy  ^^  0, 
und  daher  würde  ein  zweites   Zwischen  integral  sein: 

cx  i    ep  —  m^y  =  0{ay  -\-  eq,  —  m^x). 
Wenn  es  möglich  wilre,  diese  Zwischengleichnngen  aufzulösen, 
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SO  dass  man  p  und  q  aitegedrüukt  erhielte  durch  x  und  p,  so  würde 
sieh  das  Bchlieasliche  Integral  ohne  Weiteres  ableiten  lassen;  da 
dies  jedoch  nicht  der  Fall  ist,  so  verbinden  wir  irgend  ein  parti- 
culärea  Integral  des  zweiten  Systeros  mit  dem  allgemeinen  Integral 
des  ersten.     Wir  können  a.  B.  setzen : 

ex    -{■     ep    —    fl!,)/   =   K, 

und  sodann  ist: 

F(ap  +  ea  —  m^x)  ~  (m^  —  »"1)2/  +  «, 
so  dass  wir,  wenn  'P"  die  Umkehrung  der  Function  Ji^  und  daher  eine 
willkürliche  Function  ist,  ei'halten : 

a,j  +  eq^  m,x  +   ''F  {{m,  -  m,)>j  +  «j. 
Daher  wird: 

ed0  =r  . —  cxdx  —  aydy  +  {m^y  ■]-  o^dx 

und  hiervon  ist  das  Integral: 

M+  1  «i'  +  l«!,'  =  ».,ij,  +  «i  +  S  1(1.1, -m,)!/  +  »)+ft 

wobei  &  eine  wilikürliclie  Function  {da  sie  gegeben  wird  duroli 

und  ^  willkürlich  ist)  und  ß  eine  willkürliche  Coostante  ist. 

Dies  ist  das  vollstäadige  Integral;  um  das  allgemeine  Integral 
zu  erhalten,  haben  wir  «  aus  den  Gleichungen 

L  +  ^  {cx^  -Y  a,f)^m.,xy  -f  ^x  +  0  |(m,  -  m,)  <y  +  «|  +  Z  («) 

in  denen  %  eine  willkürlicbe  Fuaction  bezeichnet,  au  eliminiren. 

6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)  s^  ~rt  =  a\ 

(2)  qr-{'{p-\-x)s^yt  =  -a-\-y(s^-H). 

m      2pqyr-Y{p^y-\-qx)s-\-xptt=p-'q{rt  —  s^)-\-xy. 

6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung; 
0(l^q'')r-2p,lzs  +  s{l-Y^■')t-zH^^  —  rt)^-l    \  j,^  +  a=  =-- 0. 
Die  Gleichung,  welche,  m  bestimmt,  ist : 

m=  4-  2pq_i!m  -|-  p'^ix^^^  ~  0, 
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so  daes  die  beiden  Werthe  ¥0!i  m  einander  gleich  und  awar  gleich 
—  pqe  sind  und  das  System,  von  Integralen  sich  auf  eins  reduoirt, 
welches  bestimmt  wird  durch; 

«■(1  -f-  S^)^'y  -\-  '^'^^ä  -\-piizdx  =  0. 

Mit  Hülfe  von 

de  ^=  pdx  -)-  qfh) 

giebt  die  erste  nach  Division  diircli  g  : 

dx  +  pde  +  edp  =  0, 
wovon  das  Integral  ist; 

Ebenso  fithvt  die  zweite  zu 

d>i  -\-  qds   -\    sdq  -^^  0, 
und   hifcrvon  ist  das   Integral-. 

y  i-  qe  —  b. 
Da.her  ist  das  Z  wischen  integral : 

F(a^  +  pe,it+qe)  =  0. 
wo  F  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

Geht  man  weiter,  wie  in  §.  241  angegeben,  so  hat  man; 

}j  +  qe  =  h. 
und  daher: 

ed^  =  p^dx  ■}-  qedy 

=  (a  —  x)dx  +  ib-y)dij, 
und  liiervon  ist  das  Integral; 

Ein  allgemeines  Integral  findet  man,  wie  an  der  erwähnten 
Stelle  auaeinandergesetat  wurde,  durch  Elimination  von  c  aus  den 
Gleichungen ; 

und 

\x-<p{c)\^'{e)^y~ii>{c)\^'{c)  +  0  =  0, 
wo  fp  und  1^  willktivliche  Functionen  sind. 
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7.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleiclmiigen : 

(1)  xqr+ypt-\-xy{s^  —  rt)  =  pq. 

(2)  qH-\-ipqs+pH-\-p^i^rt-s^)^3. 

(3)  [lJ^g^r^2pqs  +  (l+p^)t  =  {s^~-Tf}{l  +  p^-\~q^)      -(l+JP^+S«)    ■ 

8.  Aufgabe.     Man  beweise  die  Umkehruiig  ües  vorigen  fiUgi 
Besultats,  nämlioh:   lat 

^{x,  y,  «,  a,  6,  c)  =  0 
die  Gleichung   einei'  Fläche,   wobei  a,  b,  c   durch   zwei  Bedingung 
der  Porm 

X(a,b,  c)  =  Q=  VK  f'>«) 
mit   einander  ■verbunden   sind,    so   zeige   man,   daea   die  Gleichwn 
Enveioppe  einer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  Form 

Br  +  ss  +  re  +  n{rt  —  s^j  =  r 

genügt,  deren  Co effi dienten  die  Relation  befriedigen; 
8^  =  i{ST+   UV). 


§.  2ä2. 

Dieses  Princip,  welches,  wie  (§.  197)  gezeigt  wurde,  dazu  dient, 
um  aus  der  Lösung  einer  Gleichung  erster  Ordnung  die  einer  an- 
deren abzuleiten,  welche  mit  der  ersten  durch  Eelationen  von  voll- 
kommen reciprokem  Charakter  verbunden  ist,  läsat  sich  auch  auf 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  anwenden.  Der  analytische  Zusam- 
menhang bestand  dai'in,  dass  man  neue  Veränderliche  einführte, 
welche  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen : 

X  =  i>,    Y  ~  3,    Z  ~  px  -\-  qt/  —  a, 
aus  denen  sich  die  reciproken  Gleichungea  ergeben : 

I  =  p,  s  =  «,  « :=  px  +  «r  -  z. 

Aus  diesen  erhalten  wir: 


da: 

=  dp-- 

=  lidX 

-V    SdY 

dy 

^^dQ: 

^  SdX 

+   TdY, 

dX  = 

Tdx  — 
BT- 

Sdy 
-  S^ 

dr  = 

-^Sdx  +  Bd,/ 
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[§.  i42.1 

N«o  ist  aher 

r  iJx  +  sclif  =  dp  ■■ 

~  rfX 

Sdx  4-   tdn  =  dq  : 

^  dY, 

somit  e 

rlialten  wii 

'  durch  GleJchsetzung 

der  Coe 

■fficienten : 

■lich 

T                         -S 

r    '  = 

fole 

JJT  - 

7^2  ■ 

Wi 

indet   man 

diese  Substitutionen 

auf  irg 

;cnd   eine 

Gleichung 

Yon 

der 

■  Form 

Ir 

+  lis  -^  vt  +  6(rt 

—  sS) 

=  0 

an,  in  welcher  A,  (i,  ii,  e  Functionen  von  x,  y,  ^,  jj,  q  sind,  und  be- 
zeichnet man  ihre  Werthe,  nachdem  die  Transformationen  ausge- 
führt sind,  mit  A', ft', i/, ö',  so  giebt  das  Resultat  der  Substitutionen: 

J.'r  —  (a'S  +  v'fi  4-  e'  =  0. 

Wenn  dann   die  Lösung  der  früheren  Gleichung  bekannt  ist, 
BO  kann  man  auch  die  der  letzteren  finden  und  umgekehrt. 

So  sind  insbesondere  die  Lösungen  der  beiden  Gleichungen 

r<f(:p,q}  +  S^(.p,q)  +  tl(p,q)  —  0 
und 

i-XW!l)  —  sii>{x,y)  +  iip{x,ij)  =  0 
ans  einander  ableitbar. 

1,  Aufgabe.     ÄU3  der  Lösung  von 

q'if  ^  2j)  js  -r  ifli  ^  0 
her. 

2.  Aufgaba,     Man  integm-e  die  Gleichungen: 

(1)  px  ^  qy  —  sxij  —  X. 

(2)  g2(ä  _  j,^  _  gj,)  _  (jj(  _  jg)  ais:. 

(3)  yV  +  2pq>i  +  g2(  =  {xj.  +  yq)  {rt  ~S% 

(i)     (1  +pq]  (r  -~.  i)  =  (p''  -  gä)  s^j,ä,  _  ^3,., 
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Pavtielie  Diffeteiitialgl.  : 


Die  Laplace'sche  Methode  zur  Transformation  der 
linearen  Gleichung. 

§.  243. 

Die  lineare  Differentialgleichung 

Sr  +  Sä  ^-  Tt  -h  Pp  -H   Ql  -f  -2^  =  t''. 
in  welcher  B,  S,  T,  P,  Q,  Z,  0  Functionen  von  x  und  ?/  aOein   sind, 
lässi  sich  auf  einfachere  Formen  zurückführen.    Das  Verfahren 
hesteht  in  der  Aendemng  der  Veränderlichen. 

Werden  die  unabhängigen  Veränderliehen  x  und  «/  in  |  und  i], 

die  noch  unbestimmt  sind,  geändert,  und  bezeichnet  man  ttt^,  ^r-  ,  ■•  • 

d^'  dt) 


mit  p',  g', . . . ,  so  geht  die  Gleichung  übe 


+ 


+»1-g 


Sind  m  und   n   die  Wurzeln  der  qua drati seilen  Gleichung  in  k: 

und  seizen  wir  zunächst  voraus,  dass  diese  Wurzeln  ungleich  seien, 
so  wählen  wir  |  und  ij  so,  dass 

^  _      ^ 

dx        dy 

ist,  welche  Gleichungen  |  und  ?;  bestimmeö.  Die  Glieder,  welche 
r'  und  i'  enthalten,  verschwinden  dann;  dagegen  verschwindet  der 
Coefficient  von  s'.  welcher  gleich 
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dydy\  lt> 

ist,  nicht,  da  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  von  einan- 
der verschieden  sind. 

Wird    die   Gleichung    durch    diesen  Coefficienten   di^ldirt,   so 
nimmt  sie  die  Form  an : 


dfdri 


§,  244. 


In  zwei  Fällen  kann  man  das  Integral  dieser  Glei- 
chung ohne  weitere  Transformation  erhalten.  Wir  können 
dieselhe  in  der  Form  schreihen; 


)  dass,  falls  die  Bedingung 

JV—  LM  - 


erfüllt  ist,  die  Gleichung  übergeht  i 

Zu 


nen  Werth  von  n  und  sodann  aus  diesem  einen  allgemeinen  Werth 
von  n  finden. 

Man  kano  die  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben : 

Ä(li-^-)  + KU +-)  +  •(— "!-")=•'■ 

so  dass,  wenn  die  Bedingung 

erfalli  ist,  die  Gleichmig  übergeht  in : 

e»    ,    ,,.„„ 


8f 

nen  Werth  von  v  und  aus  diesem   einen  allgemeinen  Werth  ^ 
finden. 
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[§.  24ö."|    Partielle  ilifrerentialgl.  zweitei-  und  höherer  Ovdnuiis:- 


§.  245. 

Wenn  jedoch  keine  von  diesen  Bedingungen  zwischen  der 
Coefflcienteo  in  der  tranaformirten  Gleichung  erfüllt  ist,  so  kanv 
sie  stets  durch  eine  Aendernng  der  abhängigen  Veränder- 
lichen transforinirt  werden.     Setzen  wir  zum  Beinpiel: 


115  f  «(j'-iÄ  -j-j)-^  '•■■ 


Bezeithnen  wir 

LM   \- 


Ol 


.i£i  +  : 


'k^       k  '^  dn\K«l^ k'     k)' 


i  £j    ,    LM 
K  cg 
lind  dieses  ist  äqwiTslent  mit : 

j^  +r| +  «'?!  +  . vs  =  F', 

9|8fJ  dg  01/ 

A    oij 
M'  =  M 

gesetzt  ist,  so  dass  wir  wieder  dieselbe  Form,  nur  mit  veränderten 
Coefficienten,  erhalten  haben.  Die  Gleichung  iu  ihrer  neuen  Form 
lässt  sich  integriren,  wenn  die  entsprechenden  Bedingungen  zwi- 
schen den  neuen  Coefficienten  bestehen.  Aus  den  "Werthen  von 
L',  M\  N'  erhalten  wir: 

Ol) 
8ii 


y  Google 


430  Zehutcs  Capitel.  [g.  S+5.] 

SO  dasa,   da  K  (nach  Vüranaaetzung)    nicht    gltich  Null  ist.   die  Re- 


nicht  erfüllt  ist.   Die  andere  Bedingung,  nach  welcher  die  Gleiclmug 

L'M'  +~ N'  ~  0 

OS 

erfüllt  sein  mlisste,  lautet,  in  den  ursprünglichen  Coefflcienten  aus- 
gedrückt : 


Ist  auck  diese  nicht  erfüllt,   ehenaowenig  wie  die  entsprechende 
aus  der  Betrachtung  des  anderen  Ausdrucks 

ahgeleitete  Relation,  so  kann  man  das  Transformationsverfahren, 
so  oft  man  will,  wiederholen  und  man  wird,  wenn  an  irgend  einer 
Stelle  des  Processea  die  gesuchte  Bedingung  erfüllt  sein  sollte,  die 
Lösung  finden  können, 

1-  Aufgabe,     Man  beweise,  dasa  für  jede  Snbatitution  you  der  Form 


LU—  N-\-~    und   LM-A' 4-  -^ 

absolute  Invarianten  ainü,    und  daas   somit  eine   derartige  Transfuiiuation 
für  den'  Zweck  einet  Lösung  von  keinem  Hutzen  ist. 

S.  Aufgabe,     Man  beweise,  dasa,  wenn 

Kr  =Nr  ~LrM,    -  ^  unfl  Ir  =  Nr  -Lr  Mr-'^— 
{die  Functionen  der  Coefßcieuten  nach  r  Transformationen)   gesetzt  wird, 
-h  2  Kr    -  Tr 


Ir  1-1  =  Kr 


Hiernach  löse  man  die  Gleichung-; 


(fmaohenetakj-,) 
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§.  249. 

Wir  betrachten  jetzt  de»  Fall,  wo  die  Wurzi^ln   der   quadrati- 
schen Gleichung  einander  gleich  sind,  also 
Sä  —  4ßr  =  0 

Die  beiden  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  ^  und  tj 
dienten,  fallen  jetzt  zusammen,  so  daas  man  aus  ihnen  nur  eine 
von  diesen  Grössen  finden  kann.  lät  |  diese  Grösse,  welche  gege- 
ben wird  durch 

cx~  "'  oy' 
und  nehmen  wir  an,   dass  |  und  y  die  neuen   unabhängigen  Ver- 
änderlichen sind,  so  ist  TJ  ^=  j/  zu  setzen.      Dann  ist   in   der   tvaus- 
formirten  Gleichung    der    Coefficient   Ton   )■'   gleich  Null,    der  von  (' 
ist  T  und  der  von  s'  ist; 

S  P  +  2  T  ^-5  - 

öx  cy 

Da  aber  m  eine  doppelte  Wurzel  von 
Rk^  +  Sk  +  T  =  0 


i  dass  alao  der  Coefficient 

H 


welches   gleich    Null    ist.     Daher   wird   die    transformirte   Gleichniig 
nach  Division  durch  T: 

dy'  d^  6y 

Per  Fall,  welcher  sich  für  die  Behandlung  mittelst  dieser  Me- 
thode eignet,  ist  der,  in  welchem  £  =;  0  ist;  die  Gleichung  kann 
dann  als  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  in  y  betrachtet 
werden,  während  X  als  Constante  gilt.  Die  willkürlichen  Integrations- 
Constanten  sind  sodann  durch  willkljrliche  Functionen  von  x  zu 
ersetzen. 


y  Google 


sehe  Methode. 


247. 


Poisson  liat.  gezeigt,   wie  mau    ein  particulilres  Integral   einer 
jeden  Differentialf^lelchung  Yon  dev  Form 

p=  (.-(-»>)-« 

finden  könne,  wobei  P  eins  Function  von  p,  q,  r,  s,  t  ist,  die 
homogen  ist  in  Bezug  auf  die  letzten  drei  Grössen,  und  Q  irgend 
eine  Function  der  Veränderlichen  x,  y,  z  und  der  Differential- 
quotienten von  Z  darstellt,  welche  endHcli  bleibt  für  rt  —  s*  =  0. 
Ev  setKt : 

s  =  rqj'  (^)    und    i  =  S  tp'  (p)    r^  J-  [ip'  (p)]^. 
Fttr  diese  Wfirtlie  wird 

und  daher  die  DifFereutialgleichung  zm-ücltge führt  auf: 


Da  nun  i*  homogen  ist  in  Bezug  auf  r,  s,  t,  so  wird,  wenn  die 
vorigen  Werthe  aubstituirt  werden,  überall  ein  gemeinschaftlicher 
Factor  auftreten,  der  eine  gewisse  Potenz  von  r  ist.  Wird  dieser 
abgeworfen,  so  wird  die  übrigbleibende  Gleichung  nur  p,'p(p)  und 
ip'  (p)  enthalten,  und  diese  wird,  integrirt,  den  Werth  von  (p  (p) 
bestimmen  und  so  zu  einem  Integral  der  nraprün  glichen  Gleichung 
füln-en.     Da  dieses  Integral  von  der  Form  ist: 

<1  =  9  (pI 
so  kann  es  stets  weiter  integrirt  werden. 

Ea  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Poisaon'sche  Methode 
äquivalent  ist  mit  der  Auffindung  der  abwickelbaren  Flächen,  welche 
in  der  gegebenen  Differentialgleichung  enthalten  sind,  da 

q  =  (p(p) 
die  Differentialgleichung  der  abwickelbaren  Flächen  ist. 

1.  Aufgabe.    Man  löae  die  Gleichung: 
r-'  —  t^  =  rt  —  S^. 
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[§.2+K.]        Partielle  Differeiit.ialgl.  zweiter  i 
Verfahrt  man  wie  oben,  so  findet  i 


akc 


11  reellen  Werth  beibehält, 
V'  iP)  ^=  ±  1. 


q  —  q>  (p)  =  a  +  p 
ist  wobei  a  eine  wtUkmliehe  Constunte  bedeutet.    Das  vollständige 
Integral   dieser    ils  paitielle   Differentialgleichung    erster  Ordnung 
betrachteten  Gleiuhnug  ist 

.=«!,    +    iiH+ll)    +    ", 

V.l.  i  un  1  i   w  llkiuln,he  Cfn''taiiten  sind.    Das  allgemeine   Integral 
ist 

^  ^  aij  +  (fix  ±  y\ 
wo  q>  eine  wilUtürliche  Function  bezeichnet. 

2,  Aufgabe.     Man  lÖBe  ilie  öleichungen  ; 

il)      f  -h  22)  3 +■  (p^  -  a3)r  =0. 


Lineare  partielle  Difforentialgleiciiangeii  mit  eonetaiiten 
CoeHleienten. 


g.  248. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  vou  Gleichungen  über,  welche 
linear  sind  nicht  nur  in  Bezug  auf  die  Differentialijuotienten  höchster 
Ordnung,  'sondern  aucli  in  Bezug  auf  die  abhängige  Veränder- 
liche und  alle  ihre  Differentialqnotienten ,  und  in  welchen  die  ver- 
schiedenen' Glieder  nur  mit  Constanten  multiplicirfc  siad.  Eine  der- 
artige Gleichung  ist 

worin  ^  eine  rationale  ganze  algebraische  Function  ist,  deren 
sämmtliche  Coefficienten  constant  sind.  V  kann  jede  beliebige 
Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  sein. 

Wie  bei  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  besteht 
das  vollständige  Integral  ans  der  Summe  zweier  TheÜe, 
nämlich: 
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?;ehntM  Cnpil^el.  [§.  2411,] 

Erstens;    Ans  dem  allgemeinsten  Tntegr;il  von 

\dx    du/ 
Zweitens:     Aus    Irgend    einem   particulären    Integral 

Diese   werden   goaojidert    gefuaden.      Der  Küiv.e  wegen   mögen 

'  und  n'  l 

§.  249. 

Der  einfachste  Fall  der  allgemeinen  Gleichung  ist  der, 
in  welchem  nur  Differentialquotienteu  »ter  Ordnung  vor- 
kommen, so  dass  sie  geschrieben  werden  kann; 

(D"  +  AiD-'-^D'  +  Aiy-"])'^  4-  ■■■  +  A^D'")s  -~  r. 
Sind  Ui,  a.^,  ...,  a„  die  n  Wurzeln  von 
^"  +  4,^'-'  +  A,t-^  +  ■■■  +  A„-,^  -r-  A.  =  fl, 
so  kann  die  Gleichung  transformirt  werden  in : 

(ß  —  «iD')  {D  —  «jD')  .  .  .  (D  —  a„ß')i  =  r. 

Um  die  Gomplementärfunction  zu  erhalten,  setzen  wir 
F^^  0;  alsdann  wird  eine  Lösung  von 

(D  —  Kril')  e  =  0 
ein  Glied  in   der  Complementärfnnction  sein,   und  da   es  n  solcher 
Faetoren  giebt,  so  wird  es  auch  «  solcher  Glieder  geben. 
Nun  ist  die  Losung  von 

(D  —  X)z  =  Q, 
wo  i,  unabhängig  yon  x  ist,  gegeben   durch 

«  =  ^'C, 
wobei    C  gleichfalls   unabhängig  von  x  ist.      Die  Grösse    0  kunn 
daher  in  der  Lösung  vou 

(Z)  —  ixB')e  =  0 
zu  einer   willkürlichen   Function   von   i/  gemaclit    werden,   und   wir 
erhalfen  dann: 


y  Google 
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i. 

=  cp(y  +  Kx). 
Eine  solche  Lösung  gielit  es  für  jeden  Wertli  toii  «,   und  die 
Summe  dieser  verschiedenen  Lösungen  ist  ebenfalls  eine  Lösung, 
so  daaa  die  Complementärfunction  ist : 

■^  =  ViCJ*  +  «1«)    +  ?'^(i/4-'»^^)  +  ■■■  -f  9=« (2/ 4- «.1 «). 
wobei  fpi,  cp'i,  .  ..,  <pn  lauter  willkürliche  Functiunen  sind. 

In  dem  Falle  jedoch,  wo  awei  Wurzeln  «  einander  gleich  sind, 
hört  diese  Lösung  auf,  allgemein  zu  sein,  da  die  Summe  zweier 
willltürlichen  Functionen  desselben  Arguments  nur  eine  willkür- 
liche Function  dieses  Arguments  ist;  die  entsprechenden  Glieder 
werden  dann  gefunden,  wie  folgt. 

Die  Lösung  von 

ist: 

worin  A  und  B  uiiabbängig  von  x  sind.   "Diiher  lautet  das  integral  von 

(D  —  « i)y  g  ~0 
folgendermaasseii : 

~<p(p-\-c(x)  +  xt(.y-\-'xx), 
worin  ip  und  ^f  willkürlich  sind.  Die  Summe  dieser  beiden  Glieder 
tritt  an  die  Stelle  der  Summe  der  beiden  Glieder,  welche  zu  einem 
verschmolzen  waren,  und  der  allgemeine  Charakter  der  Lösung  ist 
wieder  hergestellt.  Ebenso  werden,  wenn  beliebig  viele  der  Wur- 
zeln K  einander  gleich  sind,  die  entsprechenden  Glieder  der  Comple- 
mentärfunction,  welche  in  eins  verschmelzen,  ersetzt  durch  eine 
Reihe  von  Gliedern,  welche  iu  derselben  Weise,  wie  oben,  erhalten 
werden. 

§.  250. 

Um  das  particuläre  Integral  zu  erhalten,  stellen  wir 
dasselbe  symbolisch  dar  durch: 

,  ^ . 1 -—-  V 

{])  —  a,  D')  (J>  —  K^  IV) . . .  (P  —  M„  I)') 
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Um  dieses   zu  berechnen,    zerlegen  wir    den  zweiten   symbo- 
lischen Bruch  in  die  Summe  von  n  symbolischen  Partialbvüchen,  in 


1  Nennern   nur  ie  eine  der  Grrissen  -r^r-,  —   a    vorkommt. 


ei-halten  wir,  wenn 

^1 ^  v"— ^^ 

J)'»-l    2u^    1)~  OrD 

wobei  Nf  eine  Constante  ist  und  nur  allein  von   den  Oonstanten  « 
abhängt.      Ist  dann 

so  erhalten  wir  wegen 


=  fdg1,(l,s 


J,9  +  «i-t<|). 
Piiher  iht  da^  particuljire  Integral  der  Gleii:huug: 

r  es      t    1      W    th  1  in  all  e    e  n  t       F  lle    der  n    /l    l 

st  n  1  eeo  d  p  F  Ite  t  d  e  w  rk!  h  P  1  uufe  des  eibe 
V  el  le  hte  I  t  z  B  T  e  ne  F  tu  von  ■r  alle  o  ko  e 
w     u  8  |*(I>  H)  -  e  ne  Re  he  ca  h  ate  g     d      Potenzen  vo 

D  entw  k  It  de  ke  und  dann  jede  Gl  ed  m  t  4.  anahme  desjen 
gen  welches  J)  n  ht  enthalt  wegla  en  (9o  la  ge  e  n  auf  d 
pa  t  1  re  Int  g  al  at^esehen  t)  Fnt  j  he  d  \«  e  uf  lun 
„e     1     t  1    b       ul  B     1     1       da 
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1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Glcicliung: 

1^  —  «'  5l  ^  X-  (Siehe  1,  Aufgabe,  §.241.) 

Für  die  Complementärfunction  lialien  wir: 

und  daher : 

worin  ip  und  Tp  willkürliohe  Fwuctionen  Biud. 
Für  das  particuläre  Integra!  haben   wir: 
^__ 


=i,(.-,-..|:+..> 


Daher  ist  das  vollständige  Integral: 


lau  Buche  eine  Lösung  dur  Glfickuuf;: 


=  aS  ^ 


von  der  Art,  dass  i*  ==  FM  und  ^  = -^ 
/(ai)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichnnge 


\^> 

»^5? —"'"••"■"■"''■ 

(2) 

(S) 

S-="äS;+''*S^=^<''  +  "'- 

(4) 

S3^         öS*' 

(o) 

(1)  -  «ffjä^  ^ ,;,  f,.)  ^y.p[,j)J^x[x^b  0) 

(6) 

{D-D'f^  =  x+-g:{j,-\-y). 
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4.   Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung  : 

8a;3      ö^ä       g^3  g^  cydz 

Für  die  Complementärfunotion  haben  wir: 

/d.d.   d\/d    ,      ß,    ,3\/9,     ,8,     e\ 

wo  w  eine  ciibieche  Wurzel  der  Einheit  ist.     Die  Lösung  von 


('S   ,  ,  a    ,       d\ 


=  V  (?  — ^^.  s  —  iix). 
Daher  ist  die  Complemeniürfunction: 

wo  (pi,  (p^,  ipf;   willkürliche  Functionen  sind. 

DerTlieil  des  particulären Integrals,  welcher  x'^  entspricht,  ist: 


4.5.6' 


und  ehenso  für  die  anderen  Glieder;  der  volletändige  W'erth  ist: 

X«   +  y^   +   ^6        ^2^^ 

4.5.6       '"^       8 

Das  vollständige  Integral  ist  dieSiimme  aus  der  Coraplemcntär- 
fnnction  und  deru  particulären  Integra]. 

6.  Aufgabe.    Man  löse  ilie  Gleichungen: 


,11.+» 

^.+' 
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[§.  2öl.]       Partie]Ie  Differential  gl.  zweiter  und  liöterer  Ordnuag. 


§■  251. 

Gehen   wir  nun    zu   der    allgemeinen   Glei 
)  haben  wir  zu  snehen  die  Lösung  von 


der  Ff 

>rm  ist 

+   A 

81,  ^ 

8" 

+  ■•• 

+  ». 

8—1 

i     +-Bi 

+  ■  ■ 

a— 1 

+  ■■• 

Wir  nclimen  versuchsweise  als  Lösung  an ; 

wo  h  und  it  noch  zu  tiestimmende  Constaiiten  sind.  Für  diesen 
Werth  ist  r 

—  ■=h£   und    ^  =  fcs, 

und  demnach  erhalten  wiv: 

0  (h,  k)  ^  ~0. 
und    diese    wird    erfüllt   sein,  wenn  h    und    k   sü    heatimmt   werden, 
dasE  die  Gleichung  befriedigt  ist: 

0(k,  k)  =  0. 
Durch  dieeo  Gleichung  wird  oifenhar  die  eine  der  Constanten 
TOD  der  anderen   abhängig  gemacht;   lösen  wir  sie  nach  k  auf,   so 
werden  wir  m  Resultate  von  der  Form 

k^{y(h) 

erhalten.  Nehmen  wir  eines  derselben,  z.  B.  k  =  i^i  (h),  so  erhal- 
ten wir  die  Lösung  in  der  Form: 

für  alle  Werthe  von  A  und  h.  Da  nun  die  Summe  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Lösungen  selbst  wieder  eine  Lösung  ist,  so  ist  eine 
andere  IjÖBung  dargestellt  durch: 

z  =  SAiJ'^  +  ''^^<"\ 
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[§.   262.] 


WO  sicSi  das  Summen  zeichen  auf  alle  Wertlie  Ton  Ä  erstreckt;  und 
A,  welches  eine  willkürliche  Coüstante  ist,  kann  ala  eine  willkür- 
liche Function  von  h  angeseheu  werden,  die  sich  von  einem  Güede 
der  Reihe  zum  anderen  ändern  kann. 

Ebenso  wird  ein  anderer  Werth  von  h,  z.  B.  »^  (fi),  zu  eiaer 
anderen  Lösung  führen,  welche  dargestellt  werden  kann  durch: 

und  da  jeder  Werth  von  k  zu  einer  entsprechenden  Eeihe  führt,  so 
wird  die  allgemeine  Lösung  dargestellt  werden  können  als  die 
Summe  von  n  Reihen  in  der  Form: 

4r=  I^lA^^  +  y^O-i]  -\-  £\Be'^'''+y^'>^'>}  4  ■■-, 
wobei  sich  die  Summation  in  jeder  Reihe  auf  die  Glieder  erstreckt, 
die  sich  aus  allen  möglichen  Werthen  von  h  ergeben.  Der  Um- 
stand, dass  der  zu  jedem  einzelnen  Gliede  gehörige  Coefäcient  als 
eine  willkürliche  Function  der  in  diesem  Gliede  auftretenden  Con- 
stanten  betrachtet  werden  kann,  zeigt,  dass  jede  Eeihe  in  ihrem 
Ausdruck  eine  allgemeine  willkärliohe  Function  enthalt,  und  daher 
werden  wir  in  der  Complementärfunction  n  wilfkm-litlie  Functionen 
erwarten  dürfen, 

§.  252. 

Dieses  allgemeine  Resultat  in  Form  einer  Summe  von  «.Reihen, 
deren  jede  willkiSrliche  Elemente  enthält,  scheint  von  geringem 
Werthe  zu  sein.  Zuweilen  wird  jedoch  durch  die  Form  der  Diffe- 
rentialgleichung eine  Veimn fachung  herbeigeführt,  wie  sie  im  näch- 
sten Paragraphen  angedeutet  wird.  Zuweilen  auch  wird  durch  die 
Bedingungen,  welche  der  abhängigen  Veränderlichen  ausser  der, 
dass  die  Differentialgleichung  befriedigt  werde»  soll,  noch  auferlegt 
werden,  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihen  beschränkt  auf  solche, 
weiche  specielJe  Werthe  der  als  Parameter  dienenden  Constauten 
enthalten. 

So  kann  zum  Beispiel  immer ,  wenn  eine"  Lösung  der  Glei- 
chung, durch  welche  h  bestimmt  wird,  von  der  Form  ist : 

h  =  ah  +  ß, 
wo  a   und   ß  bestimmte    Constanten  sind,    die   entsprechend«;   Rcilie 
in  endlicher  Form  dargestellt  werden.    Denn  sie  ist: 


d.  li.  sie   ist  (abgesehen   i 
den  Factor)  die  Summe   i 


dem  vor  dem  Summenzeicheu  steliE 
er  beliebigen  Anzahl  von  willkürlich 
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Potenzen  von  6°  +  ""  deri-n  jede  mit  emei  willliurli^.heii  Constanten 
multiplicut  ist  Eine  selche  Summe  ist  eme  wilLküibühe  Function 
von  e^+'y  ndpr  was  disselbe  ist  eine  willltuihrlie  Fnnition  you 
r  -f-  CM    und  es  kanu  dahei   die  Reihe  ersetzt  weiden  riuich 

wonn  ip  willkuiln,h  ist  Entsprechend  den  Bedingungen  weluhn  m 
ledem  besonderen  J  "Jle  die  Zahl  der  m  dei  Reihe  Yorkomm enden 
G-hedei  beaihiankeD  wird  es  analoge  Bedingungen  geben  dui;,]i 
weklie  die  Fcim  dPi  willkmliLhen  Function  hettimn  t  wiid 

Aufgabe      Mrin  beweise   dass    «enn  di--  W  iiM 
(r  +  l)ii]al    \rik       iit       Ipr    »nlspt.!    i  1p     II  e  1    dm    l  omilen  entaifunc 

woriu  ipij,  ^i,  -. .  ,ify    sammtlieh  willkürlich  sind. 


§.  ar,3. 

Um  das  particuläre  Integral  au  finden,  wollen  t 


Die  Bestimmung  des  Werthes   dieses  Ausdrucks  wird  abhängen 
von  der  Form  von    V.     Wäre  z.  B. 

F  —  eo^i  +  s«, 
so  würden  wir  erhalten: 

als  ge&ucliien  Weith  von  g  W  pnn  V  eine  lat  cmle  gi,n^e  lg 
biaische  Funtti  n  you  i  und  i/  waie  so  wuidp  min  den  \usdiuck 
berechnen  können  indem  man  das  umf,ekehite  Operation Bsymtiol  in 
eine  Reihe  von  steigenden  Potenzen  you  D  undi)  (wenn  dies  geht) 
oder  von  einei  deiselhen  entwitkelt  Die  Methoden  welche  auf  die 
speciellen  m  §  4*)  fui  den  Fall  gewohnbcter  Difterentialglenhun 
gen  betiai,hteten  Foimen  angewandt  sind  weiden  auch  die  ent- 
spiechenden  Jlethtden  inzeigen  wekhe  hiei  für  die  Yeiftchie denen 
Foimui  ^011  Fui  inw  u  Ui  g  7U  biingen  sini 
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1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 

14  —  ^—3^+  3^  =  »■«'  +  ^^'''■ 
dx^      öy'  ox  cy 

Znuäühst  müseen  wir,  um  die  Oomplemeutärfunction  zu 
die  Gleichung  lösen: 

{B  —  D')(D  4-  Z)'—  3)^^-  0. 
SubEÜtuirt  man : 

EU  ist: 

(h  —  ft)  (&  -[-   fc  —  3)  =  0, 
so  ä&Bs 

fc  —  ft     und    ft  =  3   —  /( 

die  Relationen  zwischen  h  und  k  eind.    Hieraus  ergiebt  sich: 

worin  (p  und  i|?  willkürliche  Functionen  sind. 

Der  Theil  des  particalären  Integrals,  welcher  zu  e^+2»  j 


(D—b')  (D-J-D'  — 3)   ^'^ 


(l-I?')(Z)'-2) 

=  «=>+.. l 1 

{l—D'—2)(D'  +  2—2) 

~-  „  „i+as 1 ,  1 

Das  Resultat  zeigt  au,  dass  ein  Glied  von  der  Form  e^+^s  in  der 
Complementäi-fuuction  vorkommen  wird;  dass  dies  der  Fall  ist, 
erhellt  aus  der  Identität: 

,l)er  xy  ontspretliende  Tlieil  des  pavticuläreu  Integrals  ist : 
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3  V  —  T>'\      ^        S        ^V       3       J  I    ' 

'^-  -  n>\"  -^  3''  +  3"+  i  +  i"  -^  a') 

Die  Entwickelungen  sind  in  jedem  Falle  nur  so  weit  aus- 
gefülirt,  als  iiöthig  ist,  um  nicht  verschwindende  Glieder  zu  erhal- 
tea.  Es  könnte  vorkommen,  dass  durch  ein  verschiedenes  Verfahren, 

z.  B.   durch  Entwickeluiig  nach  Potenzen   von  — ; ,  ein  particuläres 

Integral  von  .Bclieinbar  verschiedener  Form  erhalten  würde;  man 
würde  dann  aber  finden,  dass  die  beiden  in  einander  traiisformirt 
werden  koanten  mit  Hülfe  der  Complementärfunetion. 

"Das  allgemeine  Integi-al  i&t  wie  gewöhnlich  die  Summe  der 
drei   vorher  angeführten  Theile. 

■§.  254. 

Jede  Gleichung,  in  welcher  der  Coefficient  eines  DifEerential- 
quotienten  jeder  Ordnung  ein  oonetantes  Vielfaches  der  Veränder- 
lichen von  demselben  Grade  ist,  lässt  sich  auf  eine  Gleichmig  von 
der  vorigen  Form  zurückführen. 

Eine  solche  Gleichung  wird  von  der  Form  sein : 

Wir  können  entweder  die  nnabhängigen  Veränderlichen  in  M 
und  V   verwandeln,   wo   x  =  e^  und   7/  =  e"  ist,   oder  wir   können 

X  TT-  durch  9'  und  w  ::—  durch  (p  darstellen  und  erhalten  dann ; 


\)...{%-p  f  i)q,(^_i)..,(q,_3  +  1)^. 
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In  jedem  Falle  wird  die  Gleiclmng  auf  die  bcierts  beh-achlete 
■m  zurückgeführt, 

1.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichung: 


Wir  erhalten,  wenn  wir  u  =  logx  und  v  ^  log y  setzen: 

(r  +  r)(e-  +  # -')'-'■■"'■ 

\DU       ovJ\öu       ov  / 

Das  Integi'ai  hiervon  ist : 

wo  F  und  /  willkürlich  sind. 

2.  Aufgabe.    Maa  lüse  die  Gleiclmügen ; 

,2)  ^^^^y^^^,,ll^^ll. 

'■  '  ix^         "   Bj/*        *'  Tiy  ix 

3.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleichungen: 

(1)    «.-,+  2,!,^j^+s.-jj   +,..=  .(«-+;,-) 

+  ^'  +  /  +  «■• 

4.  Aufgabe.      Man  löse  die  Gleichung; 
f).  Aufgabe.     Mau  löse  die  Gleicliungeu ; 

<^)  "(S+i)-(-+-'ll^+"("li-M) 

=  em  («II  +  «I,)  +  CO»  (ix  +  !j). 
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6.  Aufgabe.     Man  löse  die  Gleiehmigi 

wo  n  das  Operation svfyHiIxil 

bezeiclinet,   /  eine  rationale   ganze  algebi-aische  Tunction   von   n  und  Hn 
eine  lioniogene  Puuctioa   der   Grössen  x^,   x^,  ...,  (Sm  Yon  n   DimenHio- 


Vermischte  Methoden. 

Es  giebt  verBchiedeae  partielle  Differentialgleichungen,  welche 
bei  physikalischen  Untersuchungen  häufig  yorkommen;  Losungen 
Ton  diesen  hat  man  oft  nur  durch  Methoden  erhalten,  die  sich  auf 
andere  Gleichungen  als  die  sind,  welche  dazu  Veranlassung  gegeben 
haben,  nur  selten  anwenden  lassen. 

Pie  beiden  hauptsächlichsten  Methoden  sind  die 
Integration  mittelst  bestimmtei  Integiale  und  die  Inte 
gration  dui  ch  Reihen  Da  al  er  jede  Methode  nur  vom  speueUei 
Anwendung  ist  und  da  die  TOikommenden  Veischiedenheiten  ihien 
Ursprung  nur  den  Bedingungen  verdanken  welche  der  Function 
deien  Weith  gesucht  wiid  aufeilegt  ^ind  nicht  abei  iigend  einer 
Vetscliiedenheit  m  den  Difteientialgleichuugen  auf  welche  sie  An 
Wendung  finden  so  ist  es  nicht  möglich  hier  eine  erschöpfende 
Auseinandersetzung  zu  geben  Die  Ihscussion  soll  vielmehr  hier 
nui  aut  wenige  Beii^piele  beseht  inkt  werden  zur  weiteren  Beleb 
rung  musa  min  sich  in  die  Lehrbucher  ubei  diejenigen  Zweige  dei 
mathematisLhpn  Pli\<ik  wenden  m  denen  diese Diffeientialgleichuu 
gen  vorkommen. 

§.  256. 

Wir    betrachten    zuniichat   .eine    Gleichung,     welche 
durch  beide  Methoden  iiitegrirt  werden  kann. 
Eine  solche  Gleichung   ist: 
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welche  bei  Untersuchungen  über  Wärmeleitung'  auftritt.  Es  ist 
nicht  ohne  Interesse,  die  verschiedeneu  Methoden,  welche  zu  ihrer 
Lösung  führen,  anzugeben. 

Nach  der  Methode  dea  §.  249  können  wir  schreiben: 

worin  (p  willlfürlich  ist.  Entwickeln  wir  das  OperatioBS Symbol,  ao 
erhalten  wir: 

«^<p(^)  +  rt(~  +~^^,  -h  — ^^,,,     ,    ■■■, 

so  daes  die  Läaung  nur  eine  willkürliche  Function  enthält.  Wir 
können  aber  auch  so  verfahren:  die   Lösung  von 

^  =  A^« 
lautet : 

worin  A  und  B  unabhängig  von  X  sind.  Wir  können  daher  die 
Ijöaung  von 

dx^  '^  a^  dl 
darstellen  in  der  Form : 

WO  '^  und  %  willkürliche  Functionen  sind.  Um  das  Resultat  von 
symbolischen  Operationszeichen  zu  befreien,  woloho,  wenn  sie  blie- 
ben, eine  Erläuterung  erheischen  würden,  verwandeln  wir  die  will- 
kürlichen Functionen  in  /  und  F,  wo 

/(()^^(()  -t-x(0 


F{t)=  (^)"{'/'(«)-x{OI; 


alsdann  sind,  da  i|i  und  X  wiükürlich  sind,  auch  /  und  F  willkürlich, 

welche   Lrkkmng  mau  aurh  fui  1  Tl)      §eben     möge.       Wenn     die 

Operations  Symbole  m  dei  ersten  Form  der  Lösung,  welche  ip  and  j; 
enthalt  entwickelt  werden  und  die  Glieder  von  derselben  Ordnung 
der Tlißcientif ti    i  z   ^immcnLeiiLmmeii  weiden,  so  wird  die  Losung: 
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ang. 

-/«+^^+if^S?+- 

+l-«^jfif+Ä^+- 

ithält  zwei  willkürliche  Functionen. 

§■  257. 

1  s  k  nnt  aul  Ich  ti'.ten  \i  bli  k  paradox  erscheinen,  dasa 
mau  fiM  die  nambche  Diffeientialgleiehung  zwei  Tollkommen  al!- 
gememe  Losungen  von  anscheinend  so  Terschiedenem  Charakter  er- 
balten kann  Die  Schwierigkeit  wird  aber  gehoben  sein,  wenn  be- 
meikt  wird  dass  die  (Vleichung  nur  von  der  ersten  Ordnung  in 
Bezug  auf  (  dagegen  von  dti  zweite  i  Ordnung  in  Bezug  auf  x  ist. 
Die  fiuhere  Losung  enthalt  nui  eine  einzige  willkürliche 
Function  von  x,  wie  es  eben  in  dem  Falle  einer  Gleichung  erster 
Ordnung  zu  erwarten  ist;  die  zweite  Lösung  enthält  Bwei 
willkürliche  Functionen  von  t,  also  gerade  so  viel  willkürliche 
Functionen,  als  in  dem  Falle  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  er- 
wartet werden  können. 

Wenn  wir  annehmen,  dasa  die  willkürlichen  Functionen  sämmt- 
lich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  ihres  Argumentes  entwickelt 
werden  können,  so  sind  wir  im  Stande,  eine  von  diesen  Lösungen 
in  die  andere  hu  transformiren.     Denn  ist 


q,(x)  - 


^1^©" 


worin  der  Coefficient  An  willkürlich  ist,  und  setzt  man  diesen  Werth 
in  die  erste  Lösung  ein,  so  wird  das  von  x  unabhängige  Glied: 


welches  eine  Eeihe  mit  willkürlichen  Coefficienten  ist  und  daher  i 
/((),  worin  /  willkürlich,    bezeichnet  werden   kann.     Der  Coeffici 


'  V»j  2! 


Ä,  +  J,(    f  ^ 
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ß.  2! 

ist  der  Tli«il  der  Lösung,  welcher  ¥on   den  geradei 

1  Poienzoa  voi 

abhängt : 

m)+    ''   ''■'+    "'   ''^+^ 

».mmslt  man  «lenso  die  Glisder,  weblio  toi 

1    den  ungerad 

Potenzen  von  a;  abhängen  und  setzt  man : 

?■(<)  =  4  +  A,l  +  4^'"  +  ■■■ 

(welches  eine  andere  willkürliche  Function  ist),  so  erhält  man  den 
zweiten  Theil  der  zweiten  Lösung.  Es  ergiebt  sich  daher,  dass  die 
beiden  algebraischen  Ausdrücke  äquivalent  sind,  nnabhängig  von 
der  Thatsaehe,  dass   sie  beide  Lfisungen   der  DifFerentialgleiohung 


Lösung  durch  beatimrate  Integrale. 


§.  2:.8. 

[  die  Methode  des  §.  251  anwenden.    Substitui- 


so  ist  die  noth wendige  Beziehung  zwischen  den  Oonatanteii  k  und  ß: 
ß  —  a^ci\ 

für    alle  Werthe   von  A   und   K   eine  Liisimg   ist.     Anstatt   «  setzen 
wir  ai,  so  df«a  Lösungen  dargestellt  werden  durcli 

und  daher  dnrch 

wo  l  eine  beliebige  Constante  und  A  und  B  wülkürliche  FLinctio- 
nen  von  A  sind.    Diese  können  ersetzt  werden  durch 

^'g— as„a,  Qoga(x-—^)  und  B'e""'"*'  sinc!(x  —  i.), 
wo  A'  und  B'  willkürliehe  Functionen  von  A  sind.  Ferner  ist  die 
Summe  irgend  einer  Anzahl  von  Lösungen  ebenfalls  eine  Lösung. 
Wir  betrachten  diejenige,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  eine  ge- 
wisse Anzahl  von  Gliedern  von  der  Form  der  ersten  für  alle  Werthe 
nid  annehmen,  dass,  während  A'  eine  will- 
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kürliche  Function  von  l  ist,  doch  die  Form  der  willkürlichen  Func- 
tion dieselbe  ist  für  die  verschiedenen  Werthe  von  X.  (Die  ent- 
sprechenden Glieder,  welche  aus  der  aweiten  entstehen  würden, 
können  ab  in  dieser  enthalten  betrachtet  werden,  da  wir,  so  lange 

es   nur   auf  den   veränderlichen    Theil    ankommt,   nur  A  in  A  —  -— 

2a 

zu  verwandeln  brauchen,  um  die  erste  BU  erhallen.) 
Ist  dann 

A'  =  i>ß)di., 
nnd  nimmt  man  an,   dass   die   Sumuiation   sich  erstrecke  auf  alle 
Werthe  vou  X  zwischen  —  cd  nnd  +  t» ,  ao  ist  die  entsprechende 


/■■ 


''<'osu(x  —  Ä)iP{l)dL 


Dies  kann  ferner  mit  einer  beliebigen  Function  von  «  multi- 
plioirt  und  die  Summation  für  alle  Werthe  von  «  ausgeführt  wer- 
den. So  wie  sie  dasteht,  ist  die  Fuuction  eine  gerade  Function  von 
w,  und  es  wird  daher,  wenn  der  Factor  gleich  da  genommen  wird, 
genügen,  0  und  co  als  die  Grenzen  von  a  zu  setzen.  Wir  können 
daher  als  Lösung  annehmen : 

u—  I   da  I  e-"^"'' rosa  {.c  — 1)4!  WdL 

Die  Lösung  in  dieser  Foi~m  ist  besonders  brauchbar  in  dem 
Falle,  wo  it  einer  Bedingung  genügen,  z.  B. 

sein  Süll  für  (  =  0.    Älsdanu  werden  wir  haben: 

1  Fourier'schen  Satze  ist  aber  de 
^  (x),  so  dass  ^  bestimmt  ist,  und 

u  =  -  I   dK  f  ir-"^"'''  r-osaix  —  k)f(k}dL      (Eiemann.) 


Nach  dem  Fourier'schen  Satze  ist  aber  der  Werth  der  rechten 
Seite  gleich  jr^(a;),  so  dass  ^  bestimmt  ist,  und  somit  wird; 


3  Lösung  der  Gleichung 
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11  dar  Besi'.haffenlieit,  dass  für  l  =  0 

u  --..fix)     und     ^--/'-(^c) 

Das  KesuUat  lautet: 


~  jF{).)dL  (Eiemanii. 


§.  259. 

Wir  können  ferner  auch  die  Gleichung  lösen  durch  eine  Me- 
thode, die  iirsprünglich  von  Laplace  angegeben  und  von  Poisson 
erweitert  ist. 

Nach  einem  bekannten  Satze  i«t: 


/'-"- 


/'- 


-  1  für  u  schreiben,  wo  l  unabhängig  f 


Ist  l  irgend  eine  Differentialoperation,  die  anögefohrt  werden 
soll,  ao  zeigt  diese  Relation  au,  daas  sich  die  symbolisoho  Operation 
^  darstellen  lässt,  wenn  man  e^"'-  darzustellen  vermag. 

Kese  Methode  kann  auf  die  Gleichung 

^—     ä  ^ 

dt  ~  "  dx-^ 

angewendet  werden j  denn  wir  haben: 

worin  /   eine   willkürliebe,   von   (   utiabhüngige   Function   ist.      Die 
vorige  Formel  mit  den  entsprechenden  Operation asymbolen  können 
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[§.  259.J       I>,ii-tiell«  ßiffeveiitklgl.  zweiter  und  liölierer  Orduuii 

Biesem   Keaultat    kann   man     Moch    eine    audere   Für 
wenn  mftn  k  tüT  x  -\-  SMafV?  setzt.    Dann  wird: 


fß)dL 

Nun  ist/(l)  eine  willkürliche  Function.  Nehmen  wir  au,  daes 
ihr  Wevth  jederzeit  Null  sei,  ausser  wenn  f.  ^=  r,  und  setzen  wir 
dann  f(i.)  dX  =  H,  so  erhalteu  wir: 

E_    -'^ 
"'       2i  (,()■*' 

1.  Aufgabp.     Man  zeige,  dass,  wenn  w  den  Bedingungen  genügt: 

(1)  •=/(«)     «!■    t   =   l> 

(2)  »  =  !•(<)     ,   «  =  ", 
aladami  der  Werih  von  u  iat: 

2o(al)''y  l'  '  j'  2r,j''"j/   '  (1-i)"'" 

2.  Aufgabe.     Man  bestimme  eine  Liiaving  der  Gleichung 

in  dev  Form  : 

4-  f/F  (^  +  2  « (« 6)^,  y  +  2v  {t  b)'^-)  cos  (if'  +  ^'^)  rf'<  r; ". 

3.  Aufgabe.     Man  bestiitige,  daas 

»  =  £;/'' «'/'■''l'+""'"-'™'«+°""-""'"''+"'™' ■')"■"■'■" 

der  Blifereiitialgleichung 

j;enügt  und  po  besoliaffen  ist,  das«  lär  t  ~  ö 

.  =  F[X,  ,J,  .)     aad     1^  =--/(!,!/,  ^) 

4.  Auffalle.     Mau  bestimme  den  Wertii  des  Integtais 

//,..+rt  +  i-.js, 
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genommen  über  die  Oberfläche  einer  Kugel,  Citren  Mittelpunkt  der  Cooi-di- 
natenanfangspunltt  und  deren  Radius  R  ist,  in  der  Form: 


11^  -  «^  +  /*'  +  y^ 

gesetzt  ist. 

Hiemacli   zeige   man,  dass   der   über   die  Oberfläc 
Bttecltte  Mittel we rill  einer  FuuetioiJ,  welclie  der  Gleich 


genügt  und  fiir  alle  Punkte  inuerbalb  der  Kugel  durch  eine  oonvergentö 
Beihe  darstellbar  ist,  gleich  dem  Wsrthe  der  Function  im  Mittelpunkte 
der  Kugel  ist. 

"Weitere  Belehrung  über  diesen  Theil  des  Gegenstandes  und  im 
Besonderen  über  die  Anwendungen  auf  physikalische  Untersuchun- 
gen wird  man  finden  in  Eiemann's  „PartieUe  Differentialgleichun- 
gen und  deren  Anwendung  auf  phyarkalisohe  Fragen". 


§.  260. 


Die  wichtigste  Gleichung,  auf  welche  diese  Methode  ü 
wird,  ist  die  Gleichung  : 


s  +  ä;3  +  ; 


-  0, 


mit  der  man  es  bei  physikalischen  Untersuchungen  fortwälireiid  zu 
thun  hat.  Um  dieselbe  nach  der  in  Eede  stehendem  Methode  zu 
lösen,  ist  es  zweckmässig,  die  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y,  z 
in  r,  5",  9)  umzuändern,  welche  gegeben  sind  durch  die  Relationen : 


rsm^costp,    y  = 


r  cos*. 


Dieselben  stellen  in  Wirklichkeit  die  Gleichungen  dar,  durch 
welche  die  Cartesisohen  Coordinaten  eines  Punktes  in  Polarcoordi- 
nat«n  transformirt  werden.    Die  neue  Gleichung  wird  dann : 
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[g.  261  u.  3Ö2.]     Pai-tielle  Diffeventialgl.  zweiter  und  liblierei'  Ordnung. 

und  wenn  man  hierin  noch  eine  Aendemng  vornimmt,  indem  i 
ft  für  cosQ'  schreibt,  so  ist  die  reeultirende  Form: 


§■  261. 

"Wird  annächst  eine  Lösung  verlangt,  welche  eine  Function 
voD  r  allein,  d.  i.  von  (x^  +  J/^  +  ■s')'-''  ist,  so  dass  dieselbe  also 
eine  specielle  symmetrische  Lösung  sein  wird,  so  reducirt  sich  die 
Gleichung  auf ; 

8'(r»)  ^ 


Auf  analoge  Weise  wird  man  eine  Lösung,  welche  nur  eine 
Function  Yon  &  oder  eine  Function  von  (p  allein  ist,  finden  können; 
dieselben  sind  jedoch  nicht  von  solchem  Nutzen,  wie  die  eben  er- 


§.  262, 

Sodann  nehmen  wir  an,  dass  Lösungen,  welche  nicht  Functio- 
nen von  r  allein  sind,  in  eine  nac!i  ganzen  Potenzen  von  r  fort- 
schreitende Reihe  entwickelt  werden  können.     Ein  Glied  in  u  sei : 


worin  *(„  unabhängig  von  r  ist,  abor  eine  Function  von  9'  und  ip 
sein  kann,  deren  Werth  bestimmt  werden  soll.  Wird  dann  der 
Werth  von  M  substituirt,  so  ist  das  Glied  auf  der  linken  Seite  der 
Differentialgleiehun^,  welches  diesem  besonderen  Gliede  von  m  ent- 
spricht : 

und  die  Summe  aller  solchen  Glieder  mussNull  sein  für  sämmÜiche 
Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen.  Das  vorstehende  ist  das 
einzige  Glied,  welches  die  «te  Potenz  von  r  enthält;  es  ergiebt  sich 
dalier,  dass,  wenn  die  Gleichung  befriedigt  sein  soll,  sein  Coefficient 
verschwinden  muss.    Demnach  bestimmt  sichti„  durch  die  Gleichung: 
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8(.  l^' 

und  somit  ist  r"  Mh  eine  Lösung  dev  uraprün glichen  Differential- 
gleichung. Die  Coefficienten  dev  Glieder,  welche  die  Differential- 
quotienten  von  M«  enthalten,  hängen  nicht  ¥on  n  ab,  und  der  Coef- 
ficießt  von  m„  ändert  sich  nicht,  ■wenn  für  n  gesetzt  wird  —  («  -|-  1). 
Daher  ist  r~'"  +  ^'M„  eine  a.ndere  Lösung  der,  nrsprünglicben  Glei- 
chung. Diese  beiden  soeben  erhaltenen  Lösungen  können  zu  einer 
einzigen  verbunden  werden,  so  dass  sie 


(...+  , S,-)« 


als  eine   Lösung    ergehen,    wo    A^   und  B„  willkürJiolio   Coniitanten 
sind,  und  somit  ist  der  allgemeine  Wevtlx  von  m: 

vorausgesetzt,   dass  «„  besticnint  wird  durch  die  Gleichung: 

^{"-»"'l^j  +  r^.  ¥?  +  ••<» +  ""■-"■ 


§.  263. 

Nun  würde  die  allgemeine  Lösung  dieser  Gleichung  !(„  als 
Function  von  ■&  und  <p  ergeben;  wir  betrachten  zunächst  den  Fall, 
in  welchem  u„  eine  Function  von  &  allein  ist.  Dieselbe  ist  alsdann 
bestimmt  durch  die  Gleichung : 

il^jo -'•■)$)  +  «(•■  +  . )..  =  ». 

deren  von  einander  unabhängige  partiouläre  Integrale  P^  (ft)  und 
Q„(fi)  sind  (§§.  90,  91).     Die  entsprechenden  Glieder  in  u  sind: 


neisten  physikalischen  Untersuchungen 
ige  Glied  wegzulassen;  alsdann  lautet  d 
ausgedrückt  als  Function  von  r  und 
d  2; 


In    den   meisten    physikalischen  Untersuchungen  ist  das 
$„(fi}  abhängige  Glied  wegzulassen;  alsdann  lautet  der  allgem« 
"Werth    von  M,   ausgedrückt    als   Function  von   r   und   &,    d.  li. 
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[§.  £64.]       Partielle  Diffei-piitaa]gl.  ziveiter  und  Lüherer  Ordnung. 

wo  die  A  und  B  willktlrliche  Constaiiten  siad.     Man  wird  Ler 
keu,  dass  die  vorher  erhaltene  Lösung,  nämlich 


der  specielle  Fall  i^t,  welchen  roan  erhält,  wenn  man  alle  diese  will- 
kürlichen Constanten  ausser  .^q  und  Ba  gleich  Null  setzt  und  eich 
erinnert,  daes  Po  (ji)  eine  Coiistante  ist. 


§.  264. 

Wir  betrachten  nunmehr  den  allgemeinen  Fall,  in  welchem  ti„ 
eine  Function  von  9"  und  <p  ist;  dieselbe  lässt  sich  in  eine  nach 
trigonometrischen  Functionen  der  Vielfachen  von  (p  fortsphreitende 
Reihe  eDtwickeln,  deren  Coefficienten  Functionen  von  (i  sind.  Ir- 
gend ein  Glied  der  Reihe  für  u„  möge  dargestellt  werden  durch 

worin  f!  eine  B'unction  von  fi  allein  ist,  und  dies  wird  eine  Lösung 
der  Gleichung  für  «„  sein,  gerade  so  wie  in  dem  Falle,  wo  ein  jedes 
Glied  in  der  nachPotenzen  von  r  fortschreitenden  Reihe  von  M  eine 
IiÖEung  der  Gleichung  war.  Substituirt  man  dies  und  dividirt  man 
durch  cos  öy,  so  findet  man,  dass  v„  bestimmt  wird  durch  die  Glei- 
chung: 


-rt-T^      +»(»   +   ')•• 


Dieselbe  Gleichung  würden  wir  auch  erhalten  habeu,  wenn  wir 
v^^  sin  ö  (p 
in  die  Gleichung  für  »„  substituirt  hätten,  und  daher  iet  die  Lösung 
der  Gleichung  für  Un: 

^^[E„dnS<p  -\-  F„  cos  e  (p\  v„' , 

wobei  der  Werth  Q  =^  0   nicht  genommen  ist,  da  er  von  rp   un- 
abhängige Glieder  giebt,  die  bereits  gefunden  worden  sind. 

Nun  ist  nach   der   12.  Anfg.,  V.  Cap.,  S,  207  die  Lösimg   der 
Gleichung,  welche  v^    giebt: 


-(•■) 
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:SB  ZehuteK  Capitel.  [§.  264.] 

^■orm   J/„   die  Lösung   der  Gleichung  im  Falle   ö  =  0   und   dalier 
iiitweder  P„  oder  ^n  ist.     HierHach  wird  das  entsprechende  Glied 


(F..,  Shr6<p    -y    F„COSC,^^)    (1    -   (tä)V."  __-" 

Das  Glied,  welches  Q„  enthält,    ist    bei  physikalischen  ünter- 
euchungen    gewöhnlich    wegzulassen;   der    geeignete  Wei'th   von  M„ 


2(1  ~  !^^y'^''iE.,s,u<.^-r-L'ov^='"i',    ^-j^„. 

da  es    offenbar   üherfllissig   ist,    Werthe   von    ö    zu    nehmen,    die 
grösser  als  w  sind. 

Die  Summe  jeder  beliebigen  Anzahl  von  Lösungen  der  ur- 
apränglichen  Gleichung  ist  wiederum  eine' Lösung,  und  demnach - 
ist  der  allgemeinste  'Werth  von  u,  durch  eine  Reibe  dargestellt,  der 
folgende : 

!n  dem  -versteh enden  allgomoinen  Werthe  von  M  sind  weg- 
gelasaea  worden 


1)  die  Glieder,  welche 

aus    dem  von   r 

und   (p 

unabhängigen 

Theile   von   u   entstehen   wi 

irden   und   die, 

wie    man 

leicht   zeigen 

kann,  sind: 

^  ,„„  1  +  i* 

2)  das  von  rp  allein  abhängige  Glied,  welches  offenbar  M(p  ist, 
und 

3)  die    Glieder,    welche     man    gewöhnlich    hei   phyf;ikaliE,clien 
Unfersiichungen  als  unbrauchbar  wegläset. 
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[§.  264,]       Paiüelk  Differentialgl,  zweitei-  und  liolierer  Ovdmiiig.  457 

Jede  fernere  Untersuchung  Über  dJe  Lösung  der  Gleichung 
steht  entweder  in  Verbiadiing  mit  anderen  äquivalenten  Formen 
der  Lösung  oder  mit  den  besonderen  Löeangeu,  welche  man  erhält, 
wenn  man  dieConatantea  gegebenen  Bedingungeu  gemäss  bestimmt. 
In  Beaug  hierauf  würde  man  die  Quellenschriften  über  die  ver- 
schiedenen Gegenstände    der  angewandten  Mathematik,  bei  denen 

lieh 


diese  Gleichung 

auftritt,  zu  Hülfe  nehmen 

müssen ; 

im  Resonde 

würden  die  auf  Seite  182   angeführten   vc 

m  grosse 

m    "Wcrthe 

1.  Aufgabe, 

Man  löse  die  Gleidumg 

durcli  eineR«lie, 

nachdem  mau  sie  aufPolarcootdinaten 

ti-ansformirt 

2.  Aufgabe 

S) 

eine  Ladung  tiesit 

zt  von  der  Form  : 

f    ,,,_,    1   n(„  +  l)       |»,-n»(«+l)(»  +  2)       (n-i)...{n+3) 
Jn[^)-i-\-      ^-~--    +  2-4. ^ä  +        2.4.6.^^        "^ 

1.2. 3. ..2» 
'"^     2.4.6...2«.ä"" 
lösuQjt,  welehe  nicht  von  der  sphärischen 

ISloke,.) 

dass    die    allgemeine   Lösung    def   Glei- 
äforination  zu   ehenea  Polaraoordinaten,   dai-  zu  ihr  ä,qui- 

iBssel'scten  Funutioneu  dargestellt  w 
'Jieder  von  der  Form; 

z  cosaht  '^[{AI^{kr)+BY^{kr)\  r.«sn!t 
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Ampere's  Äuflösungametliode  der  Gleichung; 

Br    \     2Ss  -\-  Tt  -f-    V[rt  —  s')  --  F. 


§,  265. 

Es  giebt  Bocli  eine  andere  Methode,  um  vc 
gleichung  zu  dem  Zwiacheitintegra]  zu  gelangen 
allgemeinen  Gleichung: 

llr  -V  2Ss  ->r  Tt  ^  U(rt  —  s'-) 
in    welcher    der    Factor   2    aus    Zweckmässigke 


i  der  Differential- 
in dem  Falle  der 


Es   werde   f 


Veränderliche  es  eingeführt^  und  es  mögen  a 
gigen  Veränderlichen  betrachtet  werden,  s 
von  a;  und  w  ist,     Dana  erhalten  wir : 

ds  dy      de  


!  bisher  noch    unbestimmte    «aahhängige 


1-  als  die  unabhän- 
3  Function 


Hierin  sind  -r-  und  —  angewendet,  um  partielle  Differentia- 
tionen nach  den  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  a,  an- 
zudeuten.    Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir; 
dp  dy 


'-  (rt  —  s^)  —  —  ^--  —  s  f"^  f  ^  -''-) 
c  dx  dx  \dx        dx  dxj' 

■.n  s  zu  ersetzen  ist  durch 

dp 
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[§.  266.]      Pai'tielle  DiÖerentialg).  zweiter  und  Mherei-  Orduuug,  *59 

"Werden  diese  Werthe  in  die  ursprüngliche  Gleichung  Eubati- 
tnirt,  so  nimmt  sie  die  Foi'm  an 

worin  1'  und  Q  gegelien  sind  durcli: 

d X  dx  de  dx  ax  dx 

\dxj  dx  \dx      dxdxj 

Bisher  ist  w  noch  willkürlich ;  wir  wollen  es  bo  wählen,  dasa 
P  verschwindet;  dann  folgt  aus  der  Differentialgleichung,  dass  auch 
(J  verschwindet,  dass  also 

P  —  0    und     !3  =  0 


g.  266. 

Diese  Gleichungen  können  ersetzt  werden  durch  einfachere 
Yerbindungen  derselben,  welche  ihnen  äquivalent  sind.  Aus  der 
ersten  erhalten  wir: 

dx 


V  \      dx  dx)  üx  ä 


dp   . 


Wird  dieser  WerÜ»  von  -~   in  die  zweite  Gleichung  subatituirt, 
so  geht  die  letztere  nach  einer  kleinen  Vereinfachung  über  in: 

\      dx  dxj  \      dx  dx) 


Iche  giebt: 


i  dasselbe  ist,  durcli 
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[§■   267.J 


=  F  (S  ±  G'^O  ~  {B'  —  ff)  ~ , 


cl-x 

Diese  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  können  an  die  Stelle 
der  beiden  voAer  erhaltenen  gesetzt  werden;  man  kann  hemerken, 
dasB  sie  denen  in  §,  234  analog  sind.  Wir  könneaauch  (1)  und 
(2)  mit  einander  verbinden,  so  dass  wir  eine  Gleichung  in  anderer 
Form  erhalten,  die  aber  nicht  unahhängig  von  diesen  ist.     Multi- 

pliciren  wir  (2)  rüit  C  and  substituiren  wir  für  17—   ans    (1)    seinen 

Werth,  so  erhalten  wir : 


PS  1?  +  s'  -  e 

-«"Ji 

(ST 

-  G 

'4) 

■ich   Idoht  Y« 

i-eiüfacht  ZI 

(3) 

"t- 

-(S:[=e'', 

'fix 

+ 

T  ■- 

Wir  können  daher  entweder  (1)  und  (2)  oder(l)  und  (3)  als  die 
Gleichungen  betrachten,  welche  die  beiden  Gleichungen  Pz=0^  Q 
ersetzen.  Nehmen  wir  daher  (1)  und  (3),  so  können  wir  sie  in  der 
Form  schreiben: 

Väq   -r  Mdy  —  (S+  ff'^)rfa;—  0  ) 
Udp  —  (SX  G'l-')dy  -f  Tüx  =  0    , 


nnd  ferni 


){i)- 


-  pdx  —  qilii  —  0  J 


Man  wird  bemerken,  dass  hierin  da  nicht  vorkommt  und  dass 
daher  «  hei  den  Integrationen  als  Gonstante  zu  betrachten  ist. 

§.  267. 

Der  Erfolg  der  Methode  hängt  von  der  Möglichkeit  ah,  eine 
Function  W  von  a:-,  y,  e,  p  und  g  zu  bestimmen  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  mit  Berücksichtigung  der  awischen  den  Differentialelemen- 
ten hesteheudeh  durch  die  GleichungoE  (4)  dargestellten  Relationen 
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[§.  '^tiS.j      ParlidlB  Difttmitlalgl.  zweiter  uiul  höherer  Oril.Riug.  46 

ihr  totales  Differential   gleich  Null  ist,     Ist  dies  möglich,  30  liahei 


"Werden  dieWerthe  vou  dz,  &f,  dq,  wie  sie  diircli(4)  gegeben 
sind,  in  diese  Gleichoag  substituirt,  so  geht  sie  über  in  eine  Glei- 
chung, welche  nur  die  Differentialelemente  dx  und  d^  enthält.  Da 
diese  unabhängig  von  einander  sind,  so  müssen  ihre  Coefficienten 
einzeln  Null  sein,  wenn  die  Uleichung  befriedigt  sein  soll.  Wir  er- 
halten daher  die  beiden  Gleichungen  r 

dw  dw  dw         dw 

Ö'ij  ^    6z      '    ^    ^        '  op  oq 

deren  jede  ersetzt  werden  kann  durch  die  Gleichung: 


die  sich  a _ 

oq 

Gleichung  ist  von  Vortheil  in  dem  Falle,  wo  U=0  ist;  denn  dann 
sind  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  nur  einer  einzigen 
äquivalent. 

Die  Function  W  muss  somit  zwei  simultanen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  genügen ;  die  Methode,  um  eine 
solche  beiden  gemeinsame  Ijösung  zu  erhalten,  wenn  man  weiss, 
dass  sie  existirt,  ist  in  §.  226  angegeben;  wir  können  daher  nun- 
mehr  W  als  gegebene  Function  betrachten. 

§.  268. 

Eine  Lösung  der  gegebenen  Differentialgleichung 
wird  geliefert   durch 

W  ^=  coiist. 
Denn  wir  haben  dann : 

dw     'dw      ,   aw     ,   dW 
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*6ä  Kelintes  Capitel. 

und  diese  gehen,  wenn  man  in  ihnen  die  Werthe 

snbstituirt,  die  sich   aus   den   obigen  Gleiciiunge: 
von   W  ergehen,  respeotive  über  in : 

BW 
-  {T  +  Ur)  j^  +  (S  ±  G''=  -  US) 

(S  X  G''^  —   Us)    ~    —  iß  +    üi)  ' 
IHe  Klimiiiation  des  VerhSUnisseH  von  -;r — 


dw     ^  dw 

ir  Bestimmung 


aus  diesen 


(T  -\-  ür)  iß  -f  Vt)  —  {S  —  Usy  —  G, 
und  dieü  reducirt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  G  auf: 

Rr  +  2Ss  +  Tt  +  ü(rt  —  s')  '-~^  V, 
d.  h.   auf  die   ursprüngliche    Gleicliiing.      Daraus    folgt   die    Eichtig- 


Satzes. 


§.  269. 

Um  das  allgemeinste  Zwischeiiintegral  zu  erhalten,  müssen  wir 
einen  Au^diuck  suchen,  Trelt-hei  eme  willkürliche  Function  enthält. 
jSehmen  wir  nun  an,  dats  es  möglich  sei,  zwei  particuläre  Lösun- 
gen tfi  uad  Wi  det  Gleichungen,  welche  W  hestimmen  und  wegen 
des  doppelten  Vorzeicheni  wiiklich  zwei  Systeme  sind,  zu  finden 
so  weiden  die  Gleichungen  auch  befriedigt  werden,  wenn  wir  setzen: 


Da  die  Gleichungen  in  W  linear  sind, 
Lösung.     Ferner  sind  die  particulären  Lösungen: 


dies  offenhai 


da  aber  für  die  Integratio 


wo  /,  («)    i 
halton: 


«1  =/i(«). 

■   Function   ist.    Eber 


«ud.   /,  («) 

e  Function  voii 


wiilkürhehe  Function    ist.     Kun   ist   a   irg 
md  p,  deren  Werth  unbekannt  ist;  aubstitui 
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[§.270u.  271.]     Partielle  Diftereutialgl.  ) 

wir  daher  in  einer  Gleicliung'   den  ai 
Werth   von    (i,  so   erhalten   wir  ein 


§.  270. 

F^  liann  vnikuminen  dis?  man  mthr  als  ein  allgemeines 
Zwischcnmteqral  erhalten  kann  In  ledem  Falle  gelangen  wir  wie 
Yorher  von  dem  eniea  Zwiicheninte^ral  (nach  dei  Chaipit'achen 
Metliode)  Oller  durch  C  umbination  der  faeiden  Zwilch enintegrale 
(wie  m  §  23b)  zu  dem  allgemeinen  Integrale  dei  Gleiciiung,  und 
dieses  Integral  wiid  in  dei  Rfgel  entwedei  zwei  willkurliclie  Func- 
tionen odei  diei  wiUkurlicliP  Conatanten  enthalten  Es  ist  dies 
jedoch  nicht  dis  allgemeinste  Integral  welchem  möglich 
'eiin  wir  eine  ursprüngliche  Integralgleichung  von   dpr 


Fori] 


p  (?,  X,  p,  «],  Oj,  a^,  «4,  «-,)  =  0 


I  itten  un  1  lar^ui  finf  andeie  frleichungen  all  itcten  wekhe  die 
Weithe  TOn  j.  q  r  S  t  gaben  so  konnten  wir  aus  den  sechs  ent 
stehendpu  Crieichungen  die  fünf  Con  tanten  a  eliminiren  und  da 
durch  eine  Difterentidlgleiühung  zweitei  Ol  Inung  erhalten  und  zwar 
wlrde  ]e  nach  der  Foim  von  ip  der  Grad  dieser  GleicLung  verschie 
den  sein  Umgekehrt  konnten  wir  in  je  lern  FaUe  m  lern  Integral 
welches  m  Bezug  auf  die  AnzaU  der  dann  vorkommen  ien  wdlkur 
liehen  Constanten  am  illgememsten  ist  mehi  als  diei  wdlkurhche 
Constanten  eiwarten  Aber  auch  <p  =  0  wiid  nicht  nothwendig 
diB  allgemeinste  Integial  sein  Dei  einzige  &chluss  den  wir  miclien 
können  ist  der  das?  die  Cieichung  welche  drei  willkuilicbe  Coi 
stanten  enthalt  nicht  das  illgemeinste  Ii  tegral  ist  Sie  lässt  sich 
indessen  durch  eine  eisetzen  welche  aU^ememer  i=it  die  von  Im 
achenetsky  angegebene  Methode  dieselbe  zu  fi.nden  ist  anilog 
der  von  Lajjlaoe  fui  jjaitielle  Diffeientialgleiohungen  er&tei  Ord 
nung  angewandten  — ■  nümlich  die  Variation  der  Constanten. 

§■  271. 

Das   durch   die   vorige   Methode   erhaltene  Integral    mügo   dar- 
gestellt sein  durch 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  werden  wir  annehmen, 
dass  c  in  eine  Function  von  a  und  b  verwandelt  werde,  deren  Werth 
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Zehntes  CiLpitei,  [§.   27!.] 

iiooli  unbeatiiiimt  ist,  und  werden  dann  a  und  h  als  Funclio- 
n  X  und  y  von  aolclier  Besehaffeuheit  betrachten,  daas  p  und 
Form  beibehalten,  als  ob  n,  ii,c  sämmtlich  con staut  wären. 
Bezeichnen  mir 


ö^c  '""  ^  ~^  da  dx  ~^  db  dx 

(??;  ^  ^  "'"  da  'üy  ^  rf6  öj/' 

id  aomit  wegei 

d/  da        dfdb 

da  dx'^  äbcx~  ^ 

df  da       dfdb  _ 
dady'^  dbdy         ' 

id  diese  werde 

u  befriedigt  seia,  weun  wir  setzen 

"/_„_''/ 

Die  zweiten  Differentialquoticntei 


lib  dx 


8%       X^^J-^^—        X^^L^^ 


_  flq  da 


--t^l 


Da  aber  -r-  identisch  Null  ist,  wenn  wir  annehmen,  dass  für  a 
da 

md  b  ihre  Werthe  als  Functionen    von  x  und  y  gesetzt  sind,  so 


LX  \da/^  da^  dx^  da, 


d^f    db  _ 

db  dx  "" 
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I.]       Partielle  DifFei- 


dx  \da)     "  da  \dxj         d 

d'^f_    dh 
da  dh  'dx 

da   '  da^  dy       dudb  dy 


db  dx   '    db^    dx 

0. 


dh 


Diese  Gleicliungen  genügen  der 

~~dady       db  dy       dadx      db  dx' 
und  inis  ihnen  kann  man  die  A«si3rü.cke  ableiten: 
i,j^^^('ll\^  .    ä^f  dp  dp       d^f/dpY 
da^XdlJ  dadbdadb  '^ db'^Xda) 

da^db)  dadb  da  db^  db^\da) 


d^f  /dp  dq       dq  dp\        d^f  dp  dg_ 
" dadb  \da  db        da  dh)  '^  db^  da  da' 


d^f  Y   d'^f  d^f 

"   dh)      da^  dV 


Nun  soll  aber  auch  trotz   der  veränderten  Formen   von   fl,  f>,  C 

eine  Lösung  der  Gleichung 

■"  8i"  +  8189  +       8j(>  +       |8«'  8/       1^818^  1        ' 

sein.     Die  Coefficlenten  der  zweiten  Differeutialquotienten  siad  in 

ihrer  Form  nicht  geändert,  da  wir  die  Formen  der  ersten  Differen- 

tialquotienten  beibehalten  haben,  und  daher  bleiben  B,  S,  %  XI,  V 

ungeändert.    Suhstituireu  wir  daher  in  diese  Gleichung  die  Werthe 

d^e       02«       SV      ■       ,       ,,  .        ,  ,.     Tl.»        ,.  , 

voß  ■,   ;r~ — ,   y, —   und    beachten     wir.     dass    die   Difierential- 
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4fifl  ZpIhiI™  Capitpi.  [§.  271.} 

gleichung  befriedigt  wird,  wenn  /(,  h,  l  Null  sind,  so  finden  wir, 
dass  %m  die  Form  annimmt : 
(fi+  r/()A  +  2(S—  Xfs)h  +  (3'+  )7,-)/  f  (/(;?(  —  k"-)=  V, 
wobei  die  explicit  vorkommenden  Grössen  r,  s,  t  und  die  implicit 
vorkommenden  Grössen  "p,  g,  z  zu  ersetzen  sind  dnrob  ihre  Werthe, 
die  sich  aus  dem  Integral 

in  welchem  a,  b,  e  als  constant  betrachtet  werden,  ergehen.  Wir 
müssen  nun  die  für  h,  fc,  l  gefundenen  Werthe  substituiren ;  als- 
dann findet  man,  nach  einigen  Vereinfachungen,  dass  die  Gleichung 
die  Form  besitzt : 

"!==,«  ....o(gy-M(s-..,  ff  :li+(.-h.<^y 

Jndb^^  'Uadt,  ^  ill,  daj' 

da  clh 
/Af  dii        dp  d 


^  \daclh  '^  db  da) 


In  allen  diesen  Coefficienten  sind  die  üiosaen  e,  'ß,  q,  r,  s,  t  zu 
ersetzen  duieh  ihie  Weithe  in  v  und  ;/  wie  tie  sieh  aus  der  ge- 
gebenen Integialgleichung  eigeben 

Diese  Diflerentialglenhiing  ist  linear  m  den  zweiten  Differential- 
quotienten von  f  nach  fl  und  b  ^it  lat  überdies  die  Gleichung, 
welche  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  c  ils  F  mction  von  a  und 
b  dient.     Nun  i=t 


da        ca  '''  <)c  da'- 


dä^        da"  "^  -  cadc  da  "^  dr''  \öa)   "•"  de  da" 


und  ebenso  für  die  anderen   Coefficienten.     Substituirt  i 
dadb' 


Werthe  für  -— r ,     - — - ,    — — ,   so    ist    die    resultiri 
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[§.   271.]       Paitit^lie  Differeiitialgl.  zweiter  und  h5tierei-  Ordnung.  4fi; 

linear  in   den   zweiten  Differential c[m>tient«n   von  c  nach  a  und  b 
und  die  Grössen,  mit  denen  diese  multiplicirt  sind,  sind  Fiinctioner 


und  können  hierana  dip  Werthe  von    T  und  w  als  Functionen   von 

a,  b,  c,  rr~ ,    -—  finden,   werden  dwelbcn  substituirt ,  30  wird  da- 
oa     rill 

duicli  die  Gleichung  in  eine  Gleichuag  urageandeit     welche  nur  die 

GrröBsen  a,  b,  c  und  die  Difieientialquotienten  von  c  enthält.    Itiese 

Gleichung  wiiJ  alsdann  die  Form  hahen 


4   B   r  FT      V  b^^Tr'l 

ffl        CO 

Nk  w  htmglih  d  pglhDff 

t    Igi     1      g    li      t  t  gnr  hl     h      k  m  gh  h 

b        idhd       11  Ablk  irtl        Lung 

f  d       w  1  h    d       w  Uk    1   h   C      t     t  th  It     d  k 

dhw         ni  h        htgldhUU  iblk 

fl  d  t  mögl   h  Ih      Itgrlblt         IjduiFll 

k  1  h      p    t     1         I  t  g    1  Ug  m         t  w     1 

gttd  dL         gdClhgwlhdl 

1    f     d  «H  w    1       1    It       k  d  w  1         I  g  d  t  11t 

w    d  d      h 

» {a,  h,  c)  =  0, 

so    erhält    man    das    neue    Integral    der    ursprün glichen    Gleichung, 
indem  man  aue  den  Gleichungen 

z  r^  f{x,  y,  «,  6,  c) 

0  =  ■»  (o,  b,  c) 

da  de        de  da 

8/  8#  _  8/  ^ 
~"  db de        de db 
die  Grössen  ff,  b,  c  eliminirt. 

1.  Aufgabe.     Miin  integrJre  die  üleichung: 

r   4-    2(g   -X)S   +   (q   ^xrt=rr.q. 
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■es  Zehntes  Capilel,  i§,  271.] 

Hier  ist: 
?  =  1,     S=q  —  X,     T=-.iq  —  xy,     U-=^0,     F  =  2,     also  Ö  =  0, 
ind  die  Gleichungen,  welche  W  bestimmen,  bilden  nur  ein  einzigea 
'aar,  nämlich 

ZW        .  ,    ZW 

0  --  ^ (9  ~  *)  ^- 

03  Cf 


■bij 

Wir  atellen  diese,  wie  in  §.  226,  dar  durcli: 
0  =  Fl  =  (3  —  {g  —  3^)  J", 

Als  Bedingung  dafür,  dass  diese  Gleichungen  simultan  iategrirt 
werden  können,  müssen  wir  haben: 

0  =--^  (F„  F,)  ==  -  äZ-  T. 
Schreiben  wir  also : 

0  =  Fi  =  —  g  2  —   r, 

(F3,  P.)  =  fl,    (F,,  F.)  r=  ;?, 
und  ebenso  setzen  wir: 

0  =--  Ft  =  Z; 
dann  ist: 

fl^(F,  F,)  --.... -.(F,FO. 
Somit: 

1'  ~  0  ™  Z,     X  +  yi-  3.-^  0,     q  --  (g  —  x)  P  --  0. 

Substituiren  wir  dies  iu; 

0  --  Pri;)  f  qäq  \-  Xdx  -\-  Ydy  +  Zds, 
ao  erhalten  wir: 

0  :r=  P(dp  —  qdx  -\-  qäq  ^~  xdq), 
ttnd  dabei'  können  wir  ak  Zwischen  integral  annehmen: 
H'  =^  2'  +  ^  g'  —  ^<S  +  «  "■  0. 

Um    das    vollständige   Integi'al   zu   erhalten,    wenden    wir    die 
Charpit'sche  Methode  an  und  haben  zu  suchen  ein  Integral  ¥on 
dx    ___        dy  dp  dg 

=T  —  -i+x  °"  =ä  ^  IT' 
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[g.  211.]      Partielle  Differentialgl.  zweiter  und  höherer  Orduimg,  AS'. 

Ein  solches  wird  gegeljen  duruli  q  =^  ß  und  dalier: 

P  =  -  «  +  ^^  "  ^-  ß'- 
Werden  diese  Werthe  in 

de  z^  pdx  -\-  qd/i 
subatitiiirt,  so  gelangt  man  zu   dem  Integral: 

«  =  /';/  +  i/Ja^  (>:-/!)  -«*"«, 
■welches  drei  willkürliche  Constanten  enthält. 

Um  das  modificirte  (§.  271)   Integval   zn   erhalten,   schreibei 
wir  dieses : 

und  betrachten  c  als  Function  von  «  wnd  ß.      Dann  erhalten  wir: 
da  da 

p==^  —  K  -i-  ßx  —l  ß'i     a  =  ß,    r  =  ß,   s^t  =  0; 

gy        3V  _       eV_  8/'_  SV_ 

da^='''d^ß-*^'W~~^'''9<'~         'dc'^^' 

Ilierai 


dadc      dßdc      "■  rf^"     '^       ^'  dß'"^  äa'  da       "' 


El  =  0,     Ti  =  1,     iS|  =  0,     Kl  : 
ind  die  Gleichung  in /ist: 

d'-'f 


■i  ausgednickt: 


oder  sclilie 


Ein   Integral  hiervon  ist  aber  nadi  §.  259; 
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und  dalier  erhält  man   ein  Integral  der  ursprünglichen  Gleichung, 
wenn  man  a  und  ß  eliminirt  aus  den  Gleichungen : 

^  ..-  ßy  „  ax  4-  y^U-ß)-  f  e-'-'f{ß--i-  2A«''0<a 

0  =  3/  +  I  ^^  -  ^x  -  y'  e-'V"  {ß  i-  3  -!«'■')  rf  A. 

Die  zweite  von  diesen  Gleichungen  kann,  wenn  man  auf  das 
bestimmte  Integral  die  partielle  Integration  anwendet,  ersetzt  wer- 
den durdi: 


2.  Äiifgabü.     Mmu  integi'ire  ilii;  (Htiulnino-en : 

,»  ,.-.=^. 

(2)  x*r~4sflqs  +  4:S^t  +  2pa.^-^(l. 

(3)  {^+g)''r  +  2(x+q)il/  +  p)s  +  (jf+l/)Hi-2{,:-\-q)(,j  +  p]^-0. 

w. ...+....+(.- JVO'  =  '"- 

(5)  ,-  +  -iqs  +  lq^-x')t^<,. 

(6)  3;*)-^43:=3S  +  3a'(-HÜK3j,  — 0. 

(7)  r  +  2qs  +  qH^hH. 

(8)  2ps'\-t—p-~0. 

(Ampere  und  ImBcie  netaky.) 

Eine  voÜBtäiidigere  Uiaoussiuu  ist  enthalten  m  der  wertbTolIen  Ab- 
handlung von  Im  acheneteky ,  Gruiiert's  Archiv  der  Matliamatik 
und  Piiysik,  Bd.  LIV,  und  in  der  bereits  erwShuten  (§.  223)  Abliandliuig 
von  GraindorgB.  Man  findet  daselbst  auuli  weitere  Hinweise  auf  andere 
QueUen^chrJften. 

Vermiaciite  Aufgaben. 
1.     Man  zeige,  diiss  das  lutegral  der  Gleicliuiig: 
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[g.  271.]      Partielle  Diffüi'eiitialgl.  zweiter  Hnd  höherer  Orduun^. 
wie  eä  iluroli  die  Monge'sclie  Methode  gegeben  wird,  iautet: 

(x  +  if)g  +  e^+^Fix  +  </)  ^  e'^+V  e      "  f{2y  -  a)  dy, 
wo  1/  -j-  «   nach    der  lutegratioa  aa    liie  Stelle  von  a  zu  setzen  ist 
/  uiid  -F  willkürliche  Functionen  sind. 
Hiernach  löse  man  die  Gleichung : 

(j)  +  5){.—  l)  =  4»  (,■!-. <■). 

'i.     Man  löse  naoli  der  Methode  von  Monge  die  Gleicliungen: 
(1)    5(i..|-j)r_-(j,  +  ,  +  2„),+j)(l+,,)l  =  0. 

P)  (i+i>5+s')>-+«(a'-r')-(i+j>5+j>')i=»- 

(3)  (.■_l)lj-l(j,>-|,")=jai-])!,. 

(4)  3:*r  — 2/^f==ffij>  — i/g. 

(5)  .■-2s  +  (  =  «+»(i  +  s,). 

(6)  (f_l)l  =  (!-.}s. 

(7)  a;är— y2(— 3a;j)4-3i  =  0. 

(8)  (r_,)!,  +  (._l)»  +  S-i>  =  0. 

(9)  »f  +  (s~i)»-,l  =  ä-j. 

3,  Man  löse  die  GleicliiiJii; ; 

r  +  1  =  2,, 
und  bestimme  die  willkürlichen  Functionen   durch   die   Bedinguugen, 
&2  =  1/3  für  ic  =  0  und  a^i  =  x^  iär  y  =  Q  sein  boU, 

4.  Man  integrire  die  Gleichung: 


und  Buclie  ein  eifites  Integral  der  Gleichung; 

■"Vs       y  J  j     '     ^   Va       xJ  ^!f^ 

5,     Man  suche  eine  Lösung  der  Gleichung 


■')=»• 


unter  der  Bedingung  q^  :=  x^{l-{-p^)  in  der  Form: 

'Ä  ö  —  (a*  —  J^^) '' 

6.     3Ian  integiire  die  Gleichung: 

wenn  gegeben  ist,  dass  pij  —  /jx  =^  0  ist,  und  zeige,   dass  eine    partici 
läre  LQsnng  ist: 
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473  ZelmtKe  Caiiitel.  (§.  371.] 

Man  integrire  ebeoso  die  Gleichung; 

und  discutire  die  Natur  der  Lösung ; 

7.  Man  löse  die  Gleicbaagen; 

(1)  e'y{r-p)  =  e^''(t-g]. 

(2)  qys=pi/t+pq. 

(3)  ser+xys  +  ^jq  =  0. 

(5)  2xr~-2t-\-p  =  0. 

(6)  x(r--aH)  =  2p. 

8.  Man  beweise,  dass  die  einzige  reelle  Losung   dei-  simMltanen  Glei- 
chungen 


D"+0=' 

lautet: 

»  =  ic..«  +  !,.m.+  |!. 

9     Man  beweise. 

dasB  die  einzige  reeEe  LöBUng,   ivelelje  gleiciizeilig 

den  Gleicliungen 

M-   i  ^  2o, 

N2_r(  =  &2 

genügt,  enthalten  ist 

1„: 

.  =  lxHa+ccos 

..l  +  (!I!,»»«  +  lj>(«-0tO«H-(i^  +  J'l/+*, 

woria  c^  ^  a^  +  b^ 

iwd  H,  j9,  y,  cf  willkürliolie  Conataiiteii  Bind. 

W.    Man  suuhe 

pp  =  ,(lJrr') 

und  zeig«,   daas  niai 

i   ilii-  allgemeines  Integral   erliält,   wenn  man   ((   aus 

den  Gleichungen 

.-yW-«! -(1 +  «•)'/■/(,)  =0 

!;^(«)  +  «+«(l+<.T''VW-0, 
L-in  /  und  ^  willkürlich  sind,  eiiminirt.     (Serret  und  G 
11.     Man  integrire  die  Gleichungen : 

(!)    a;p-\-yq_  +  x'^r-\-  ^xys-\-y't  —  Q, 

(2)    (xp-\-yq)  {rt  —  s^)-\-i^r  —  -^pqs  -(-p't  - 

(8)    (^a„,/a)((„,)J.4(j,^_]_5^„,)^-o. 


yGoosle 


[§.  271.]      Partielle  Differential  gl.  zweiter  uud  holierBr  Orduuiig.  47 

Ebenso   löse   man,   indem    man  die    unabTiängigen  Veränderlichen  i 
I  uud  ri  verwandelt,  wobei 

(ifl  ^  ^ij    und    xy  ^  l 
ist,  die  Gleiclning : 

(4)        x'r~1xytJry't-i-1i,  =  0. 
und,  indem  snan  die  unabhängigen  VeraDderliclieii  in  ?  und  i)  verivandKl 
wobei 


t.  die  Gleiuhuog; 

1 

;ö]        x'^r  ~  yH  =  (xp  - 

-j/g)/!^;/)- 

12.     Man 

1  integrire  die  Gleichungen: 

(1) 

m 

-äO' 

(S) 

5^  ="  ^  V- 

(4) 

5!f  —  1    __    -2!£_. 

13.  Man   beetiinme  die  Oberfläche,  deren  Gleichuiif;  der  Differeutial- 
gleii^himg 

-^  =  0 

genügt,  nni\  dei'eii  Durchschnitt  mit  der  3:)/-Ebene  die  Hyperbel  a;i/ =  u^  ist. 

14.  Man  integrive  die  Bimultanen  GleichungL'ii : 

liX  ~       i)/I 

15.  Man  zeige,  cirtss  die  eimiülauen  Gleidiuiigec 

i^'/  +  t'{p!;  —  <ix)  =  0 
eine   öcliaar   von   Paraboloideji    mit  derselben   Aelise    darstellen,    welebe 
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irgend  eme  feste   zur  Aohae   ■WDkrPChte  Ebene   ih   einer  schid     \       älin- 
liobea  Elbpsen  aohneiden   bei   lenea  df\s  A  liseuveihaltm  >< 

{  -fi*  («+«)'■ 

1ö.     Mail  Keige,  dass  die  Gleichung 

Gs  +  Jip  -\-  K  =  0, 
in  welcher  G,  II,  K  Punutioiien  von  x,  y,  ^  und  q  sind,  integriit  wevöen 
kanu.  falls 

ist,  und  beHtimme  das  lutegral- 

Hiernaeh  suche  man  das  Integral  von 

in  iler  Form: 

_  /'_  i^_^_  /"_  ySt-  - 

/(^■i-!')>(!'Tr,,,,,.i_/lJ  (:«+yi-]c(V)      ^-^'y     1 

^  -  '  L-^'  '    ./  (K-i-y)(.(.(/)J 

(Iinschenetelty  und  Grainilorge.) 
IT      Mau  IfBtiiira''  (iiie  Lotung  der  Öleiclraiig 

jn  Poim  einei  iiBih  steigenden  Potejizen  von  x  tbrtschreitjenden  Reihe. 
Man  löse  die  Gleichung 

«nl   discatire  msbpoonder"  den   Fall,  in   welchem  die  Diaoriinjnante   der 
linken  Seite  gleich  Null  ist 

18     Man  Kejge   dAsH  die  paitielle  Differentialgleichung 


a(,a       "  "     öj/S 

m  eiiilh  1    1  Foim  ir 

legmbai  ist,  falls  ö(2j  +  l)  = 

ganze  Zahl  ist 

Et^ueo  ll^e  mai 

1  die  (.leichung; 

öS« 

„,»•«         •■(■■+!), 

11      Min  zeige,  dass  das  vollständige  Integral  der  Gleiehui 
0  n  eine  ganze  Zahl  ist)  dargestellt  werden  kann  in  der  Form; 


<vh)' 
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?obei  <fi  und  if  willkürliche  Functionen  aind,   uad  bestimiii«  in  der  Form 
in68  bestimmten  Integrals  die  vollständige  Lösung  von 
J_  B^(  _  fi^    .    _1^  <W( 

20.     Man  diüeke  durch  ein  bestiiiiintüB  Integral  die  Losung  der  Glei- 
hung  aus: 

„   fli^K    ^      1       /VF  _  5_K\ 

ül,     Mail  hitidlc  eine  Lösung  der  Gleichung 


"" " /  /«""'~"»'(»  +  2'''"»"»'*''*)''"i'"- 

'£i.     Man  vei-wandle  die  abhängiga  Veränderliche  t  in  der  Gleieliung 
n  y  und  lieatimme  hiernach  die  Lösung  der  Gleicliiirg  iu  der  I'ucui : 


s  giebt, 


'(J3.    Man  zeige,  dass,  wenn  es  fünf  Functionen  2j,  ^^ 
von  denen  jede  den  Gleichungen 

(   =  b-iS  -{-  h^p  +  639  +  l>^s, 

in  denen  die  a  und  6  Functionen  von  x  und  j/  allein  sind,  genügen,  als- 
dann zwischen  ihnen  eine  lineare  Belation  mit  eonatanteiL  Coefflcienteu 
besteht  von  der  Form ; 

t'iiTj  -I-  t\?s  -1-  fa^a  +  C^Zi  4-  C^i„  =  0. 

Wenn   ansserdem   irgend    vier   von   ihmsn,   z.  B.  ij,  i'j,  .s^,  .s^.   so   he- 
schatfen  sind,  dass  sie  der  Gleichung 


^, 

^3 

'8 

^1 

J"! 

P^ 

Va 

1'4 

91 

«1 

92- 

?3 
*3 

1i 

ideutiech  genügen,  so  giebt  es  aucb  eine  Eelation  von  der  Form: 

C-iH  +  Cs^s  4-  C^^s  +  C^Zi  =  0.  (Appe 

24.    Mau  zeige,  dasa  die  Function  F(>i,  ß,  y,  S-,  e,  x,  y],  welul:e 
geben  ist  durch  die  Eexhe ; 

^^n(„_l)j,|„)n(„)  jj(.»+„,-ijjj(,+„-i)n(,5-i]i7(,-i) 
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Drin  räch  die  Summation  üter   aUe  ganzzaliligea  WertUe   von   Hl  und 
in  0  bis  OS  erstreoitt,  den  beiden  Gleichungen  genügt; 

{y  —  y^t~X7JS-\-  {e  —  {a  +  y  +  l)y)q~yxiJ  —  aysr=0. 
Hiemach  zeige  man,  dasH 

le  li&sung  ist  von 

|»-(a  +  J  +  llj|],+  |.-(„-l   i  +  l)i,|5-,.<.-=.0, 
in»  c  eine  willkiirliolie  Coustaiite  ist.  (Appell.) 

2h.    Wenn  es  ilrei  Functionen  ^i,  %,  ^3  giebt,  «i^khe  den  Gleiclmiig 
r  =  ö,j)  4    «33  +  (h« 
s  =  b^p  4-   ^sS  +  &s^ 

l  =  CjP  +  c^q  +  c^i 
^\  ilh  ~  1«)  4-  %  (iia  —  3i)  +  ^3  fi)!  —  'ii)  =  0 

t  Funcläoaen  von  ir,  y  sind,  so  exiatirt  awiscli 
ueare  Relation  mit  cousLauteu  Coeffloienten. 
(Appell,) 

ü6.     Man  zeige,  dass  das  Intcgi-al  dev  Gleichung 

«  +  a:j;p  +  i;y^  =  0 

duroll  Differejitiation   in  Zuaammenliang  gebraclit  werden  kaun   mit  df 

s  +  ^j,j)  4-  (t4-«)y.=o, 

■wobei  i:  eiiiu  Coustante  und  «  eiue  ganze  Zahl  ist. 

Hiernach  löse  man   die  erste  Gleichung   in   dem  Falle,  wo  Je  eiue  i 
gaüve  ganze  ZaM  ist. 

Man  bestimme  die  Lösung,  wenn  Ä  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 
(Tiinner.) 

'(J7.     Man  bestirarae  ilie  Lüsuug  von 
in  der  Form: 


irin  (jo  und  '/'  willküvliclie  Functionen  sind. 
Hiernach  integrjre  man  die  Gleichung: 


(Liouville). 
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[§.  271,]      Pui-tielle  Differeiitialgl.  zweiter  und  höherpr  Orfiiuno;.  477 

28.    Man    Integrire     uacili    dn-   Am  per  e' sehen    Mstlioae    die    Glei- 
uhmigen: 

(!)       js  +  ^(+j,5  =  0. 

^^'        ^  '■  +  if  '  +  '^^■'^  +  '"^  "i"  '*'''^'  ^''^  ~  '*'' 

(Im.oheo.t.kj.) 
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AUFLÖSUNGEN  DER  AUFGABEN. 
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§.10. 

2.  Aufgabe.      Die    Determinante    versobwiiiflet   idpntisoli ,    weil 
iu  ihr  dif 

3.  Zeile  ^  (bcA'  +  caB"'-\-ahC-)  X  1.  Zeile 
—  2nbc  (Äx  4-  By  -f  Cr)  X  2.  Zeile 
ist,  und  die  zwischen  den  drei  Functionen  bestehende  Relation  lautet: 
!(..  :=  (br.A''  -]■  cuB-' +abC'>)u,—abc'ul. 

Tl.  Capitel. 

§.  18. 

3.  Aufgabe. 

t,  +  tangu 


(2)    Man  setze  y  ^=^  - 


X  ianf!  u 


dann  ist:  arr.ldnqy  =  C  -\-  n  I  — ^ 

J   n  —  Sin  u 

(3)  Man  setze  a: +  )/  =  i( ;  da.nm  iat :  X -\- if  =  atang • 

(4)  C-2(l+.rV._l„,(i+„=/yJl«'. 

(5)  (ftNjj  X .  lunff  y  =-  C. 

§■  14. 
.  Aufgabe. 

(1)  .,=-=C>-(l-7')V.   +    »I. 

(2)  ?;  —  Ge-''»^  +smx—l. 

(3)  !,•=  C«-""  +  ,-jf^  |2<!ms(i  +  (i)  +  si«  (i+(ä)]. 

(4)  1=  C«-f+,,-l. 
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3.     Aufgabe.    Man  erliiilt  diese  Form  iler  Lösung,    woi 
äom  zuerst  erlialtenon  Wertlie  von  y  partiell  integrirt. 


5.  Aufgabe, 

(1)  «-^-6V--'  +  «a.^  +  J«- 

(2)  z-^=C{l—x^f^~a. 

(3)  y-'  =  Ce'/^-' -  e'A^/e-V,^  ,inxdx. 

(4)  o:-'  =  Ce-'^>^  —  y''  +  2. 

6.  Aufgabe.    Die  vier  Gleichungen  in  §.  7  geben  der  Reihe  nach: 
g  =  (A^_^.3V.,,ak5  arc  sin^^x  +  a,  oder  y^ÄBin(x  +  c^)- 

-^-[-  ytmgx=  ,  also  y=  Crosx  -\-  Bsmx^=^Äsm{x  +  k); 

-~^  —  {/  cö(  iE  =  —  -: — ,  also  y^=B  sin  x  f  Ocosx  =  Ä  shi  (x  -\-  tx) ; 

-^^rcot{x-\-a)äx,  also  lotip—---lflqA-\-logsm(x-!j-ix}, 

y 

oder  y^^  A  sin  (x  +  «). 

§.  iö. 
2.  Aufgabe. 

(1)    Das   Integral    liat    eine   verschiedene   Form,   je  nachdem 
'm=2  ist.   Ist  zunächst  m> 2  und  l~mt!  +  v^  =  (ii — v)  l v\, 

so  wird:  log  (ics  —  ™  — -i- -'»  ^  ^^^^ '■     "  —  '"^ 
und  m  =  2cosl,  so  wird; 

log  {x^  — »»  a; )/  +  )/*)  +  2  eö(  A  .  arc  itmg 


Ist  endlich  m  =^  2,  so  wird:  (x  —  p)e''~!'   :=    C 
(2)     ;/  =  Cel 
4.  Aufgabe. 

(1)  (!,  +  »-l)3.(s~«+l)'=C. 

(2)  4i  +  8j  +  6  =  C»"-'». 

(«)    i+äj,+  2=C(ct-,,  +  2)'. 
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Auflösungen  der  Aufgaben.  483 

S.Aufgabe.    Für  P=x'"^(^\    Q  r:^-  x"  i' (^\  n=X'"%(£) 

l  ^  =  V  nimmt  die  Gloiohung  die  in  §.  15  beliandelte  Form  an: 


:77.  +  . 


■9W-ZW 


-»1+2^ 


6.  Aufgabe.     Wäre  )■  =  0  =  y',    so  hätte   diese   Gleichung 
die  in  der  Torigen  Aufgabe  behandelte  Form.    Um  also  diese  Form 
herzustellea,  setze  man  K  =  |  4"'»-!'  =  *)  4"^  ti^d  ferner: 
Ah  +  Bk  =  X,      ah  +  ßk  +  y  =  II,      a' h  -^  ß' h  -\-  /  =  v. 

Bndurch  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in : 
|U  +  f  +  (J  +  «)|  +  (ü»  +  |S),  +  UJ  +  B,)f|ä, 


und  diese  erhält  die   gewünschte   Form ,  we 
und  i.k-]-  v  =  0  setzt 

Um  i^  und  k   zu   bestiuimen,   eliminire   i 
drei  Gleichungen: 


?.h-\ 


Ak  +  Bk  =  }L, 

ah  +  ßJc;^Y  =  -Xh, 

a'li'\-  ß'k  +  y':^—lk 

und  berechne   ei 

le  Wurzel   1  =  1^    der 

sich   ergebenden  cubisohen 

Gleichung: 

—  A,      A,        B 

y,a.[-l,      ß 

--=  II. 

y\     «'.     ß+X 

Setzt  man  sodann  diesen  Werth  von  X  in  irgejid  awei  der  vor- 
hergehendeu  Gleichungen  ein,  so  ergeben  sloh  aus  diesen  die  Werthe 
Ton  fe  und  k.    (Vergl.  Jacobt,  Crelle's  J.,  Bd.  24,  S.  I.) 


Aufgabe. 

(1)    Man  hat^  aus  den  Gleicimngen  y  =^  ap  -{-  bp'^ 
=  C  -\-  a  lof/p  -\-   2bp  zu  eliminiren. 


-K'^+«^^> 
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§-  13. 
2.  Aufgabe. 

(1)  (ä,+  C)'  =  4«j:. 

(2)  «■("!■  — 3 •/')'—  2  Ci,(j/'— 3»')—  C«  =:  0. 


.    (1)     {xs-C){i'ij-O=0. 

(2)  xhj^—20x'f^ifeos(~  Ulf  x\  Ar  C'=^0. 

(3)  (v,-ij!'-C)(!/  +  i-l~C!^-)-=0. 

(4)  (5  _  i  j!  _  C)  (.,  -  C.'*.-)  (.5  —g^-^  =  0. 

(6)  (!<-  C+  i  i'.t")  [(S-  C)'-(i.«s™jyj  =  0. 

(6)  Schreibt  man   die  Gleichung:  in  der  Form  :   (xp~yy 
=  iJ^,^*(^'  +  ?/^)  nnd  setzt  dann  ^  =  xv,  so  wird: 


«(l+.')'i 

aller;   |it  -  (l'+j,')  »  -  Cl/»»!  (l-  (»:■  +  !/■)''■  -  Cj,»-»!  =0. 
(7)    Für  3/  :=  a;  ti  geht  die  Gleichung  über  in : 

(S+')(i-:+>)="^ 

nithin  erliillt  man:  (//e*—  Cx)(j/  +  x'^—  Cx)  =  0. 

4.  Aufgabe,    Ist  in  cler  allgemeinen  Gleichung  erster  Ordnung 
ind  Kten  Grades  i»np"  +  Pii»""'  +  ■■■  +  Pr^-ip  +  Pn^ 0  allgc- 


'-©' 


und  a^  ^  =  ä,  so  folgt:  q)„  (0  (^  +  0"  +  -Pi  (0  (^  +  O""'  +  ; "  ' 
-f-  ip„(t)^Q,  oder  wenn  man  nach  Potenaen  Yoa  0  ordnet:  il>ti(t)^" 
-i-  ^1  (f)^^''  + 1-  ^«-1  (0  «  +  !/'«  (0  =  0.  Löst  man  diese  Glei- 
chung nach  «  auf,    so  erhält  man  n  Gleichungen  von  der  Fonn : 

,  =  X,  (i)   Ode,    '"' 
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{y~l-c)  {(/^-cr-x^] 


§■  21. 
2.  Aufgabe, 

(1)  j,=  6V  4-  (1  +  C^y-k   Singulare  Lösung:  ^^  +  y'=  1. 

(2)  »/=Ca:-f  C— C2.    Singulare  Lösung:  (a;  +  1)2  =  4»*. 

(3)  Man  löse  nacli  x  auf,   setze  p  ^^  —  und   differentiire 

naclii/.  Als  allgemeine  Lösung  ergiebt  sich:  j(^=  C{aC  —  'b  -\-  2x), 
die  singulare  Lösung  ist:  {2^  —  &)* -|- 4  flii/*;=0,  die  aber  nur  bei 
negativem  a  eine  reelle  Enveloppe  darstellt, 

(4)  Allgemeine  Tjöiung  :  i/^  ■\-  Cx^  =   C^;   eine  Enveluppti 
giebt  es  niobt. 

(B)    Man  löse  nach  x  auf,  setze  p  =  —  und    difFerentiire 

nach  if.  Die  allgemeine  Löaung  ist:  y^  =  2Gx-['  C^,  die  singulare; 
27p*  -\-  32«3:=o,  die  jedoch  nur  bei  negativen  Wertben  von  x  eine 
wirkliche  Enveloppe  darstellt. 


.  Aufgabe. 

(1)    Man  ehminire  j^  aus  x  ^=  pp  -\-  aj>-  u 

-  ((7-f-  aarcsinp). 


(1  _  p'^yA 

(2)  Ilie   Stamm  gl  eich  ung    wird   gehildeL   durch   die   beiden 
simultanen  Gleichungen; 

^^    C C(p  +  a(l+i)')'/.l 

(1  +J>')'*  Ir  +  (1  +!>•)»)'■  0  +!'■)*  li»  +  <»  +1'')'*1" 

Da  die  Gleichung  homogen  ist,  kann  man  auch  §.16  anwenden. 

(3)  Man  eliminire  p  ana  y  =  m  xp  +  «  (1  -!-  p^y^'-'   und 


-■^-i/n  "        Pp'"—^  dp\ 
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(4)  y^  =  2Cx-\-  CK 

(5)  Die  Allgememe  Lösung  ist:  (x  —  C)'^ -\- y^  =  (n  G)\ 
die  singiiläre:  re^a:^=^(l — n^) j/^,  die  aber  nur  für  )K  1  eine  reelle 
Enyeloppe,  nämlich  die  Geraden  «iC  =  +  (l — ^w^)'''*?/.  darstellt. 

§.30. 
7.  Aufgabe. 

(S)  Diese  Gleichung,  welche  die  Projectiouen  der  Krümmungs- 
linien  eines  gewissen Ellipsoids  auf  die  Äi/-Eben.e  darstellt,  Itaiin  man 
entweder  durch  die  Substitution  x^  -j-  J/'  ="  2  m  auf  die  in  §.  22  be- 
9^  +  6'  _  6^  . 
"^      2  5  2 '  ^' 

diircli    die   Substitutionen    x''  =  s,  p^  =  t    auf  diu   Ch 


handelte   Form   i 


1  welcher  q  = 


ist,  oder 


dt 


dt 


dt 


11- ück führen.    Als  Stammgleichung 


erhält  man  die  Gleichung  der  confokalen  Kegelschnitte: 

Eine  reelle  Enveloppe  giebt  es  nicht. 

(s)  Die  Stammgleichung  ist:  y{l — y''y^'i-\-arcsinjf=2x-\-C. 
Die  Linien  »/  =  ±  1  sind  der  Ort  der  Spitzen. 

(t)  Die  allgemeine  Lösung  ist:  x"  +  y^  —  2  Cxy  =  1—  C\ 
Singidäre  Lösungen  sind  »:  =  +  1  und  i/  ^^  i  1. 

(ij)  Die  allgemeine  Lösung  ist:  (bx —  (-^  -\-  (ay —  C)^=^c^- 
Dieselbe  stellt  eine  Scliaar  einander  eongruenter  Ellipsen  dar,  deren 
Hauptachsen  den  Coordinatenachsen  parallel  gehen  und  deren 
Mittelpunkte  auf  der  Geraden  bx  —  ay  =  0  liegen.  Letztere  ist 
zugleich  der  Ort  der  Berührungspunkte.  Die  beiden  Geraden 
bx  —  ay  =^  i  S'^ac  stellen  die  Enyeloppe  der  Ellipsenschaar  und 
zugleich  die  singulare  Lösung  der  gegebenen  Gleichung  dar. 


1.    (1)    arc  tm 

(2)    {xUjY 


ärmisohte    Aufgabe 
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LI  der  Aufgabsij. 
ä  i(,  80  erhält  11 


(4)  Man  löse  nach  y  auf  vcciA  difTereutüre  nach  3;.  Die 
Stammgleiehung  erhält  man  dann  durch  Elimination  von  p  aus 
my-nxp:=ijp''  und  Ca!'''™-"'=ii*"(p'-»»)*<'"~"'(p*-wi+«)"~'"". 

(5)  Man  setze  y  =  -■  Allgemeine  Lösuag :  -  =^  C«  —  C, 
singulare  Lösung:  I^A    {2yy  =  1. 

(6)  Setzt  man  p  =  XU,  so   erhält  luau  x  ^  ^ ,  also 

au^         ^  .  ,  du  dy  (1  +  M3)ä     dy 

p  =  —_-  .  Ferner  ist  JJ  =  ^  /  =  \,  „"^  -,  /  ,  somit 
■^         1  +  M*  «a:  (ij(        a  (1  —  2 «')  au 

Eliminirt  man  hieraus  und  aus  x  =^  — — j- — ;  die  Grösse  M,  so  erhält 
man  die  Stammgleichung  der  gegebenen  DiiFerentialgleichung.  Die 
gerade  Linie  x  :=  -—  a  bildet  den  Ort  der  Spitzen. 

(7)  Man  setze  y  =  —  und  differentiiro  dann  nich  x.  Die 
allgemeine  Lösung  ist  Cx — ■Cxy-{-  »'=0,  die  singulare:  xy^:=ia^ 

(8)  Man  löse  nach  p  auf  und  betrachte  dann  x  als  die 
abhängige  Veränderliche.      Nach  §.15  findet  man: 


(9)  Man  löse  nach  p  auf.      C  ^=  y{l^cosx). 

(10)  Man  bemerke,  dass  die  Differentiation  der  beiden 
Gleichungen  1/  —  2xp^Ci  und  ip''=Czn  derselben  Differential- 
gleichung zweitei  Oidnung  fuhrt  Es  sind  dabei  jene  beiden  Glei- 
chungen eiste  Integrale  diesei  letzteren,  deien  Stammgleiehung 
erhalten  wird  dui  ch  Elimination  von  p  au^  jenen  beiden.  Da  die 
gegebene  Diffetentialgleichung  zwischen  den  Coustanten  Ci  und  G 
die  Beziehung  Gi=f(t)  eigiebt,  so  findet  man 

y~-f{C)\'  =  iCx. 
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(11)  Dieselbe  Bemerkung  wie  m  der  vorigbii  Aufgabe 
führt  zu  \x^-f(C)\  G  +  pV(C)  =  0. 

(13)  Man  schreibe  die  Gleichung  zunächst  in  der  Form 
(1  — ^)*  —  p^e~^*  =  e~^ä',  nehme  dann  beiderseits  den  Logai-ithmus 
und  differentiire  nach  x.    Dadurch  findet  man : 

jl^ -J>  (1-1'))  (1-1' +*«-")  =  0 

und  hieraus  als  allgemeine  Lösung:  (1  —  C^)e^^  =  {Ce^'  +  1)'^  und 
als  singulare  Lösung:  c*""  +  6^"=  1. 


\  n  J      X 


(«^  +  K)V.       - 

daher  y  -f  (y'*  +  m:«^)''*  =  Cx  ~^  "  -^ 

(14)    Bringt  man  die  Glieder  reclits  vom  Gleichheitszeiehen 
auf  die  linke  Seite,  so  ist  der  Ausdruck  auf  der  letzteren  ein  exacter 

Ditferentialquotient,  daher  y  -\-  2  fß  —  ^  x'^  y"^  -\-  —  x^  =  C. 


äx 

X 

H-4"^ 

-"'■{' 

T  + 

«?) 

id 

set7 

;e  X' 

'v" 

=.. 

,  x-f  =  V 

-^  if: 

^I^^ 

hm  —  an 

tmi 

'  ""^ 

rd  i 

i"- 

'du- 

somit  — 

--  0. 

=  C  oder 

(16)  Man  setze  a:^  -|-  y-  ^^  2u.     Dann  wird:    (x'^ -\- y'^'y 

(17)  Man  setze  j/=:xi[.    Allgemeine  Lösung:  (y'^—  Cx'^y 
—  2{iß  -\-  Cx^)  -\-  iCy^+  1  =  0.    Singulare  Lösung:  y^=j^x. 

(18)  Bei  Gleichungen  tou  der  Form 

xp-y  =  {l-\-p^V^f{x^  +  f^ 
setze  man  xr~rcos(p,  y^rsin(p-  man  erhält  dann: 
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fp   -^   tt  -r     f-— '--- -^^  ,     wo     «   die     willkürlich^^    Con- 

stallte  ist.     In  der  Toriiegenden  Aufgabe  hat  man  datier : 
„    f  i' 

■^ +  '  =  '•'■  JiHT^)]''-' 

also:  2ar  ^^  1   -\-  sin  (<p  -f    "')■ 

(19)  Man  setze  0:=(i  tanij  (p.    Es  folgt: 

y  tang  (^  +  |^  +  a  log  tano(^  +  |)  =.  (7. 

(20)  Siehe  (18). 

(21)  xy  cos  I  =  G. 

(22)  NacliAem  man  den  FHcfor  xy  -{-1  weggehoben,  s^tae 
man  XiJ  =  il.     Man    erhält   dann    Cy'^  =  t        *^. 

(23)  Far    X  =  rcosfp,  y  =  rsin^  geht    die    Gkitlmng 
ülier  in:  cot  — - —  tlip  =  — ,  nits  welcher  folgt: 

f=  V  sin' — ^' — .oder:  C(£- -{- y'^)^=^{x^-\-y^y'''  —  xcosci—ysina. 

2.  Ilie  Relation  zwischen  den  Coefficienteu  zeigt,  dasa  u  der 
ialgleichung    2(1  —  x)   — =(2  — X^}m  g 

ständiges  Integral    C  +  log  {u{l  —  x)'^^]  =3^  -  a;  +  j  a:*    ist.    Eni- 

wiukelt  man  hiernach  u  in  eine  nach  Potenzen  von  x  foi-tschreitende 
Reihe,  so  folgt  aus  der  Vergleichung  der  von  x  unabhängigen  Glie- 
der in  beiden  Reüieu,  dass  C  =  0  ist. 

3.  Die  linke  Seite  ist  der  esacte  Diiferentialquotient  von 
—  {^  -\-  (p)  -\-  j  (sin  2&  -\-  sin2fp)  —  sin  a  stn  &  sin  rp.  Die  Lö- 
sung ist  demnach: 

C-I ~-^  +  j  (sm  2  9-+  sin  2ip)  —  sin  a  siii  Q  sin  q). 

Für  0  3=  0,  ip  =  «  wird  C  =  —  y  —  ^  s()i2  «; 
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feraer  ist  für  beliebige  Winkel  9  uücf  <f: 

sin  2  S-  4-  si«  2  q)  ^  sin  2  {^  +  q?)  -|-  4  sin  &  sin  (p  sin  (d-  -\-  if). 
Daher : 

-  ~^1~"  +  ^ism2({^-|-v))  — smaßl+s/n-^smg)  {sm(»  +  <p) 

—  sinct]  ^-^  0. 
niid  diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  Ö'  -[-  y  =^  f  ■ 

4.     Die  Gleichuag  lässt  sich  schreiben:  ^ —  — ^ 


'  V  +  a+bx+n 
—  auch    au3  öei 

X 

I  Substitution  und  setzt  den  so  erhaltenen  Werth  gleich  u,  i 


daher  ist  -^  =  u.    JJereclmet  man  dann  —  auch    aus  öei'  gegebe- 


foJgt: 


.&c  +  Ma+((.-2e)«  +  M>      {a^hx  +  nx-^){c  +  nx) 
Für  u^=c  4-  nv  wird  hieraus:  — t^  =  — y-r,  wobei  man  hat: 
(p  {x)  =  («  H-  bx+  nx^)  (c  +  nx).      (Euler,  Inst  calc.  iiit.  I,  345.) 

3.     Man  setze  x^  =  S,    y^  =  t,  so  ergiebt  sich : 
t=:sq  —  h——r ,    wo  (f  =  ^    ist.     Hieraus    folgt    als    allge- 
meine Lösung:   iß  —   Cx^  =  —  —■ ; ^-    Ist  ffl  negativ  und  gleich 

1  +  ttO 
—  m^  so  giebt  es  eine  reelle  Enveloppe,  nämlich  das  System  der 
Tier  Geraden  a;  +  W)/  ^  +  6''''. 

Die  zweite   Gleichung    hat    zur  allgemeinen   Lösung   y  =  Cx 

+  ^"j;^^f.  ^ur  singulärenl,ösung:  (ay-ßxY-2{f^+ß)(fMj+ßx) 
a  ü  — p 

-f  («  +  ß)'^  =  0. 


6.     Aus   der  Gleichung  -^    -\-  Py^  =  Q  folgt, 


— -^ äx,  folglich: 

-1  2/1 

7.      Für  k  =  -   erhält  man  zwischen  U  und  »   die  Gleichung : 


(aä  +  &ä)MH-«' 


-^,    also:    («ä  +  !,ä)M^   -]-«<=   Ci'ä,   oder    mit 
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Auflösungen  dei'  Aufgabeü.  iSl 

VeraoderuEg  dei  willkuilulien  Con'^taiitpn  {v  -\-  /)  -\~  a  t  ^^ 
=  G  (b^x  —  u  if)^  —  Man  konnte  die  gegebene  Gleichung  ■mch 
diiect  nach  dei  Methode  integmen  die  hei  ilei  5  Auf^ibe  d  s  §  16 
angewendet  wuide  indem  min  P  =  a^  Jt  =  l^  und  ^  i^  i  -j-  (/ 
setzt 

8  Sollen  zwei  Differentialgleichungen  eistei  OidniiHo  mit 
je  einei  wdlkttihthen  Loiiatanten  »us  einet  gemeinschaftlichen 
Stammgleichung  ableitbai  aein  so  müssen  sie  nachdem  sie  auf  die 
Form  a  :=  t  {^  y  p)  h  ^  fi(x  y  p)  gebiacht  sind  duiih  noch 
milige  Diffeientiation  nach  r  zu  deiselben  DiffeientialgleiLhwng 
/woitei  Oidnung  fuhien  Die  gememoame  Stammgleichung  ergiebt 
sich  dann  durch  Ebminatmn  von  p  aus  den  uispr  fing  liehen  trlei 
chnngen      So  fuhrt  das  eiste  Pair  dei  angeführten  Gleichungen  zu 

dei  Gleichung  zweiter  Oidnung  {1  +  '  i/)  j-  =2p(ij)—  ti)  das 
zweite  zu 1-  (l  +J3^)""'''s  ^  0,  und  ihve  Stammgleichungen  sind 

respective: r  -|-  1  =^  **/    «nd    (x  —  a}'  -{■  {y  —  hy  =  1. 

Das  dritte  Paar  hat  dagegen  keiue  gemeinschaftliche  Stammglei- 
chung. 

dx    ,    ,  dii 
a  —  +  ö  J: 

9.      Man  kann  der  Gleichung  die  Form 


e 


+  : 


-|-  xäx   -\-  ydy   =  0,   aus    der  man   erkennt,   dass   die  linke  Seite 
ein  exactes   Differential  ist.      Man  erhält  daher: 

[ay-\-Jixyi(,x'^-\-y^—  C)  ^x'^y'^  =■  0. 
Nimmt  man  bei  der  zweiten  Aufgabe  den  einen  Punkt  als  Coordi- 
natenanfangspunkt,  die  Richtung  der  Tangente  in  ihm  als  a;- Achse  und 

bezeichnet  man  die  Coordinaten  und  den  "Werth  von  —  in  den  beiden 

anderen  Punkten  respective  Taiix,y,p  uud  Xi,yi,pi,  so  findet  man  die 
(i\e\c'^mig:  pliy—pxy—  'ippi(jj—px){yi~PiXi)^p^{yi—PiX{)^ 

=  (p-p,)Hy-p^)(y.~P.^.)  oder:  ^L^=^  +  *-%IZ^^ 
vj-     j'u  Mf     j-  M^i     j-i   u  p(y,-piXi)^  Pi{y~px) 

==t+^±.  Hieraus  folgt  entweder:  I^^IZIJEL  ^  ?1  «der: 

Pi         P  PiVi  —P\^i)         P 

Pi(&-P^)  P_,     p.g   g^g^^    Annahme   führt  ^n    i,  --px=   C, 

PiVl—Pi^i)  Pi 
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492  Anliflug, 

welche  Gleichimg  eine  gerade  Linie  ergiebt ;  nach  der  zweiten  An- 
nahme wird:  — — - — -  =  ^,  xmd  hieraus   fokt:  « —  px^^CvK 

Die  singulare  Lösnag  a.'^  +  4  C^  ^  0  ergiebt  die  Parabel  als  die 
gesuchte  Cnrve. 

U).  Es  ist  die  Gleichung  derCurven:  x{l  -\- x^)'^^ -^  y  (1 -\- p'^)''^ 
+  2nxy  +  log  {(1  -f-  x^)'^  +  x]  {(1  -{-  j/^j'/s  4-  ^|  =  C.  Damit  die 
Curve  durch  den  Punkt  x=^0,  y=^n  gehe,  muss  C=w  (1  +  n^)'^ 
+  %  {(l+n^)V^+n}  sein,  daher:  log  Hl+x^y^+x}{{l+y^)'^+y]  X 

Setzt  man:  2x=^  —  6"",  2y=e^ -~e^^,  2n=e"  —  ß-",  so  geht  die 
Gleichung  über  in :  M  -}- i;— «  +  —  {e*»— e~ä"-|-e^"  —  e-^^"  —  (e^"— e"^") 
_|_  (gH  _  e_-,.j  (-g,.  _  g-»j  (go  _  g_Bj  j  __  Q_  gg j.^^  ^j^jj  g^j,  Abkürzung : 
4(-t-«-|-K^28,  M  +  i!^ß=:35,  SO  hat  man  identisch:  e^"  —  e"^" 

(e«  — e-«)(e»+«_e-«-"),  somit:  2Ö4-  |  (t''  — e-'^{(Bä»  +  c-ä')x 
(e*+e-<')„(,«„,-«)(,._e-'')(.»  +e-)|  =  0,  oder: 

=  0. 
Der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  behält  für  5:^=0  einen 
endlichen  Weiih;  demnach  genügt  ö  =  0  dieser  Gleichung,  oder 
es  stellt  S  =r  0,  d.i.u  +  v~a  =  0,  einen  Tbeii  der  durch  den 
Punkt  3!  =  0,  y^^n  gehenden  Curve  dar.  In  x  und  y  ausgedrückt, 
lautet  die  Gleichung  dieses  CurveiitheilB:  x^-j-y^-'r^xy  (l-\-n^y'^=^n''. 
11.  Führt  man  an  Stelle  von  x  und  y  die  beiden  Wurzeln 
ic*  y^ 

i.1  und  Aj  der  in  A    quadratischen  Gleichung  — 37T  +  hTZTl  ^^  ^ 

als  neueVeränderüche  ein,  so  geht  die  Differentialgleichung  über  in: 


2ab    '^•^"i^"-^^  —  x^i^ 

Nun  ist  aber  ;ij  +  il^ -- 0 -|- 1  —  x'^  —  y,  A,  ^3  =ftf>  —  tx^ 
daher  mit  Veränderung  der  willkürlichen  Constanten: 1- - 

^  C'  C  .     Somit  ist 1-  ^  t^^  1  eine  partii:uläre  I 
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du 
12.    Setzt  man  3^*/  =  wund  —  ^q,  m  wirA2x^g^^=iixq  —  u^. 

Berechnet  man  hieraus  M,  differentiirt  dann  nachx  und  setzt  xq  =  V, 

so  erhält  man  die  Gleichung:  2  — ^=^ j-  7- .,,    dv,  auswel- 

X         V         (1  —  H^)« 

eher  folgt:  9  !!"!'^^!,!7!    c'<'~'-^«'''^  =^  Ca;.    Durch  EUmina- 

tion  von  q  aus  dieser  Gleichung  uad  aua  23;g'  =  «/g  —  a'  findet 
man  die  Stammgleichung  der  gegebenen  Mfferentiaigleiohung.  Für 
C  =  0  wird  g  :^^  0,  also  auch  7/  =  0.  Daher  ist  3/  eine  particu- 
läre  Lösung,  (üeber  die  Kriterien ,  nach  denen  man  entscheiden 
kann,  oh  eine  Lösung  singulär  oder  particulär  ist,  vergl.  Boole, 
A  Treatiae  on  Diffsreatial  Equations,  4.  Aufl.,  S.  139  und  Supple- 
ment, S.  9.) 

lä.  Die  Stamm  gleich  ung  yon  p^  -j-  (ip^  =  a{i/  -{-  fix)  folgt 
durch  Elimination  von  p  aus  dieser  und  der  folgenden  Gleichung : 
Sax-^-  C^Hp'^  —  2f*i>  -|-  2^^log{f  -\-  ^)-  E'ne  singulare  Losung 
giebt  es  nicht;  y  -\-  fix  =  d  ist  eine  particuläre  Lösung. 

Allgemeine  Lösung  von  a'^yp^  — =  Qxp  -\-  Ay  =  0  ist; 
7/5  =  C{A.x  —  a^C),  singulare  Lösung:  23;  =  ±  ay. 

AUgemeine  Lösung  von  xp'^  —-  2yp  +  x  -\-  2y  =  0  ist: 
C'ic*  +  2C(x  —y)  +  2  =  0,  singulare  Lösung:  x  =  (l±2'/^)y. 

14.  Allgemeine Lösungvonj/(l-]-jp^)  =  2a;p  ist:  y^z=iC{x—C), 
singulare :  k  +  ?/  =  0. 

Allgemeine  Lösung  von  ip^  =  {4;/ -(-  l)(p  —  y)  ist:  if  =  C^e^'' 
—  Ce','singidäre:  4^  +  1  =  0. 

15.  Als  Stammgleichung  findet  man:  a^G^~l2aCxy  -|- 8  C^s 
+  Ißax^  —  12»:*^^  =  0.  Als  Bedingung  dafür,  dass  C  gleiche 
Werthe  annehme,  folgt  hieraus:  (y^  —  ax)^  =0,  während  die,  dasa 
p  gleiche  Werthe  erhalte,  y^  —  ax^=0  ist.  Jedoch  ist  1/*  —  az=:0 
keine  singulare  IjÖsung,  sondern  ein  Ort  der  Berührungspunkte. 

Ifi.  Man  setze  x  -\-  y  ■=  u,  xy  ^=:  f.  Als  allgemeine  Lösung 
findet  man:  O  +  G{x  +  y)  +  1  — flrä/t=o,  als  singulare:  x^  +  Gxy 
-^y^z=:i.  Erstere  stellt  ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln  dar, 
deren  Asymptoten  den  Coordinatenachsen  parallel  gehen  und  dereu 
Mittelpunkte  auf  der  Geraden  x  —  y  =  0  liegen,  welche  zugleich 
der  Ort  der  Berührungspunkte  ist.  Für  dieses  System  ist  die  Hy- 
perbel x^-\-  Qxy-\-y^  =  i  die  Enveloppe. 
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17.  Um  die  Stammgleichuug  zu  erhalten,  setae  man  y  =  xu 
und  löse  nach  x  —  auf.  Die  Bedingung,  dass  p  gleiche  Werthc 
annehme,  ist  43;^  —  a'^y'^  =  0,  die,  daaa  C  gleiche  Werthe  erhalte, 
(4^;'  —  «äj/jp  ^^  o_  Jedoch  stellt  2x  =  +  ay  keine  singulare 
LösuDg,  aonde™  den  Ort  der  Berührungspunkte  dar. 

18.  Cayley  zeigt  zunächst,  dass  jedes  System  von  algebrai- 
schen CuTYen  eine  EuTeloppe  hat.  Ist  /  (x,  y,  C)  eiae  rationale 
ganze  Function  Yon  x  und  t/  yom  mteu  Grade  mit  einem  veränder- 
lichen Parameter  G,  so  stel\tf{x,y,  C)  =  0  ein  System  algebraischer 
Curven  von  der  mten  Ordnung  dar.  Bezeichnet  dann  S  die  Anzahl 
der  Knotenpunkte,  x  die  Anzahl  der  Spitzen,  ferner  «  die  Classe 
und  i  resp.  t  die  Anzahl  der  Wende-  und  Doppeltangentea  jeder 
Curve  des  Systems,  so  haben  je  zwei  auf  eioander  folgende  Curven, 
welche  den  Parameter werthen  C  und  0  -\-  d  0  entsprechen, 
)»3  —  2d  —  3x  Punkte  und  n^  —  2 r  —  3 (  Tangenten  mit  ein- 
ander gern  ein  sdiaftlicSi,  wobei  m*  —  2d  —  Sx  ^  n^  —  2r  —  3  i 
ist,  und  zwar  liegen  die  Berülirungs punkte  der  Tangenten  unendlich 
nahe  den  gemeinsamen  Schnittpuntten.  Da  nun  m^  —  2d  —  3  x 
:^m  -\-  ti  ist  und  m  -\-  n  nicht  gleich  Null  sein  kann ,  so  hat  das 
System  der  durch  f{x,  ^,  C)  ^  0  dargestellten  Curven  eine  Enve- 
loppe,  welche  der  geometrische  Ort  der  m^  —  26  —  3 Jt  Schnitt- 
punkte je  zweier  auf  einander  folgender  Curven  des  Systems  ist^  — 
Diese  Enveloppe  kann  natürhch  reell  oder  imaginär  sein,  immer 
aber  genügt  ihre  Gleichung  derjenigen  Differentialgleichung,  welche 

G  erhalten  kann,  und  zwar  ist  sie  eine  singulare  Lösung  derselben. 
Besitzt  daher  die  Differentialgleichung  ip*  +  2  Mp  -\-  N^=  0  keine 
singulare  Lösung,  so  folgt  daraus,  dass  sie  im  Ällgemeiaen  kein 
Integral  besitzt,  welches  ein  System  algebraischer  Curven  darstellt. 
(Cayley,  Mess.  of  Math.  Vol.  VI,  p.  23.) 


Aufgabe.     Es  wird 


m.  c.pit.i. 

§.  36. 

1 

=  •"(5+1 

.  +  *)■ 

-«"i"  r] 
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Auflüsungpn  der  Aufgfilien, 
(nach  Ziisiitz  siu  g.  33),  also,  wenn  k  -\-  a  =  0  ist: 

Die  Anwendung  der  Formel  in  §.  35  auf  u^^^x-,  v^^^e'"^ 
sodann  die  Gleichung  des  Testes. 


§.  Sli. 


Aufgabe. 
Werili  von  m;  daher  A  -\-  Bx  ^  Cx"^  -\- 


_  r{xD)z- 


Aus  Satz  I.  8.  36  folgt;  a:"'  =  ^^E^^'Z  f^, 


F(xI})Ä 
F(Q) 


F{xD)Bx    .    F{xB)Cx^ 


FO) 
F(0) 


'  F{2) 


F('i) 


§.41. 

Aufgabe.     Es  seien  I^,  Zg,  ...,  Y,,,   die  m  gegeh  1 

von  einander  unabhängigen  particulären  Integrale  derHulE    1hg 
0{D)Y=^Q.    Durch  die  Substitution  y  =  Yi/edx  wi  d  d         w 
bewiesen,  die  Gleichung  mter  Ordnung  ^(l))y^Vüh    g  f  hrt 
eineGleichung(w— l)ter  Ordn™g<&i(i))ä  =  Fi,  derei  C    ffi       t 
sich  aus  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  0(D)  j=V      1 
aus  dem  particalären  Integral  Yi  Busammen setzen  und  d  h        i    I 
kannt  zu  betrachten  sind.    Dabei  ist  *  (H) «/  =  Ti  *  ( J )        S  t  t 
man  daher  für  p  irgend  eiaen   der  Werthe,  welche  di    Tl     1      g 


*(D)r= 


erfüllen,  so  wird  der  entsprechende  Werth  Z'- 


Za  — 


Gleichung  3 

^3 


ind somit  smAZi^= 


_d_  Y^ 
'dx  Yi 

dx  Ji' 


-  1  particnläre  Integrale  der 


ij  {I))Z=(i  befriedigen,  i 

__      ..    Z        ~^^  ' 

dx  Yi'  '  ""'  dx  Yi  ' 
Differentialgleichung  *i  (D)  Z—  0,  die,  wie  man  leicht  zeigt,  eben- 
falls TOB  em^ndei  linear  unabhängig  sind.  Mit  Hülfe  eines  dieser 
Ml  —  1  paiücularea  Integrale  von  <ßi(i))Z=0  kann  man  ebenso 
wie  vorher  die  Gleichung  *i(D)«^=Fi  auf  eine  analoge  Gleichung 
(w  —  2Jtei  Ordnung  Sj(D)m  — Fj  zurückführen,  für  welche  man 
m  —  apirticulaielntescrile  der  Gleiclnmg  <&8(D)  ^=^0  kennt  u.  s,  f., 
hie  nun    zu  emei  liu-iieii   Gleichung  (w  —  )»)tor  Ordnung   gelangt, 
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deren  Coüfficienten  sich,  aus  den  Cneffieienten  der  gegebenen  Glei- 
cliung  und  den  m particiilären  Integralen  Fi-  F^,  ...,  F„i  KtiHaramfiii- 
setzen. 

§,  46. 

7.  Aufgabe.      Ist  allgemein 

(«  +  ")"  S  +  -*.  <«  +  !>»)"-'  S  +  ■  ■  ■ 


und  setzt  man  y  ^  (a  f  ^if)  ,  so  folgt  Bur  Bestimmung  von  A  die 
Gleichung:  [Ij^h" +  [i.]„-jb"-^  Aj  +  ■■  ■  +  AbA„_, +^„  =0.  wo 
[A]^  —  A(A— 1)...  (i  — «+  1)  ist.  Sind  A,,  l,,  ...,  K  die  Wur- 
zeln dieser  Gleichung,  so  stellt 

y=  C,(a  +  bx)'-'  +  C,  (a  +  (*»)^  +  ■  -  ■  -|-  C„  (a  +  ö^)'-" 

das  vollständige  Integral  der  gegehenen  Gleichung  dar.  Sind  zwei 
"Wurzeln  Aj  und  X^  einander  gleich  und  bezeichnet  .man  den  ent- 
sprechenden Theil  von  1/  mit  Gi  (p  (Ä,)  +  (?ä  qj  (Aj)  und  mit  £  eine 
der  Null  sicli  nähernde  Grösse,  so  wird  dereelhe,  wenn  wir  Aa=^A|  -|-  £ 
setzen:  (?i  <p  (Ai)  +  Cj  {9  (A,)  +  ^^'(^  +  *^)1  oder  C>(A,) 
-|-  C"  <p'  (ylj  -|-  ö't),  wo  &!  eine  mit  £  zugleich  versch  winden  de  Grösse 
ist.  Da  nun  (p'  (i.)  =  (a -{- b x)^  hg  {a-\-bx)  ist,  so  wird,  wenn  man 
zor  Grenze  übergeht,  das  Integral  im  Falle  zweier  gleichen  Wurzeln: 

j,  =  (<.+  !,i)'.|C'+C'Woj(i.  +  (,i))  +  CA'  +  iTf-  +■■■ 
+  C.(o  +  6i)'-, 
und  allgemein  bei  x,  gleichen  Wnr/eln: 

t  =  {aArltf'\C'  +  0"  hg  {„  +  hi)  +  C'"(Ioj[« +  6i])<  +... 
+  eBlpouto  +  M)"-')  +  &+,(«  +  Si)'"+'  +-  ■..  +C. («  +  (,»/■. 

Sind  zwei  Wurzeln  conjngirt  imaginär,  z.B.  ij  =^^  +-v*,  ^^  =  (4 — 7'/, 
so  ist  der  entspreciiende  Theil  von  y,  wie  leiriit  zu  sollen,  gleich 
(o  +  6i)"  I C,  CO»  [to, (o  +  S^)']  -I-  e, si« [tos (o  +  ti)']]. 

8.  Aufgabe. 

.(1)     j,  =  C,  eos  (2V.J,  +  «)  +  (!, .«.  (.?'/.!r  +  (S). 

(3)     ,,=  eie-''"  »s  (^|ij_  +  «)  +  C,e    ■''",■»»  (||  +  (i). 
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(3)  ;/=  cf  +  e,,-'  f  Ccv—^y!^  „  ^.  „\ 

(4)  1/  =  Ci  «*■  h  C^  e-^  +  Cj  cos  {ic  4-  «) 

(B)    j,=  i(C, +  C,(«!/i). 

(6)    j/=C,(H-j:)'  +  C,m!|to5(I+«)>| 

+  C,.™|toj(l +«!)'). 

§■  46- 
I.     4.  Aufgabe. 

={(c, +  c,i)c<.s!|; 

+  a:>-  31  +  1. 
x^  2x  28 

^  ir,  ^  15^       153' 
I[.    3.  Aufgabe. 

(1)  !,  =  e"(c,+  C,a:+...  +  C.a:—  +  5)- 

(2)  ,,=  C,e'-  +  C,c-  +  li--ie". 
4.  Aufgabe. 

''  =  -'l7>r)+7>j+- ■  +  />:)(■ 

Ist  öi^Oj,  also  die  gegebene  Gleichuug:/(I>}!/^=2(fi^  4"  e"a"^-] 

-|-  e""  ,  so  beginnt  die  Eiitwickeluü^  von  f{D-\-ai)  mit f"{cii)  —, 

wäbrend  die  von /(2)-]-  a^)  fürx  =  3,  ...,  n  wie  yorlier  mit/'{a^)D 
beginnt.     Demnach  ist  dann: 
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Aiilmug. 
7.  Aufgabe. 

-'/.- j(C,  +  (i »,)«>. i^- 

+  j<"(»-2)- 
(2)     .;  =  (C,  +  C,»)e-  +  (C:,  +  C,«).-'+(C,  +  C,3!)eos» 

+  <«'  +  "•"»«+ "(iSi -w +Tr- ¥+ ^*)- 

III,    4.  Aufgabe. 

(!)    )^  =  Ci  cos  ,r  --h  C,  sin  x 


y  ^  Ci  eosx  -\-  C"  sj»  x  +  ^^^ ^ , 

süinit  in  der  Grenze:  y  :=-- Cx  COS X  -\-  C sinx  —  —  xcosx. 

(2)  y  =  c-  ■Z^-  (  Cy  cos  ^  +  r,  sin  ^)  -  ^  es  2  x 

3      , 

—  TT  sin2x. 

(3)  .,=c--.i-(c,»s5^  +  c,»«5if^ 

■d-''     '  2 

,    /       X''  4  +  20«n  8tts^ 

Für  ft=h,/=:(Ci+  r,a:)röS3i  +  {C5,  +  C4!e)sJHa^ 

4- 1  — —     cosx  -\ Sitt  X. 

(y)    )/=T  CiCOs2x-\-CsSm2x-\-  r:  ~  ö^  *"'^  ^  ^  ~  7«  ^''"^^■ 

(6)    Hat  das  vorgesetzte  9?  diesellje  Bedeutung  wie  Seite  73, 
so  ist  das  particuläre  Integrnl  r 
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+ v>V^  <'-"')"-' •""■'I 


Je  nachdem  r  gerade  oder  uDgerade  ist,  ist  der  reelle  Theil  dieses 
Auadmoks  gleich  der  ersten  oder  zweiten  Zeile,    Die  Complementär- 

function  lautet:  (Ci  +  Gjä^H 1-  Cra!''-^)cosmx  +  (C'  +  C" x+- 

+  C*''  af-i)  smmx. 

(7)    y  =  e^  {(0,  +  Cj^)  cos(3'/»x)  +  (Cj  +  0^:^)  s;M(3'A:r)| 


(S)    2,=r=C,e     '     +0,ß     '     +- 


,E 


(9)  i,  =  C,e-^''  +  e^(C^cosa^  +  C,sincc) 

(10)  Statt    Ql'^   schreibe    man    ^""'''»6.       Als    vollständiges 
Integral  erhält  man: 

(11)  j/=CiCos(«(a:  +  «)+  C3eös(««  +  /i)+  ■  ^ 


~4«(«i>-„')' 
(12)    !,=  C,(!os(j  !-«)+«,*■■'"■  cos  g+/j) 
+  Oäe-Vs.a'^'^cos^  +  j'j  +  — ÄSma;  +  —  C0S23-. 
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V,    4.  Aufgabe. 

a=--n:  y^=GiC03nx  -\-  C^sinnx 

(2)  ;,=  O.C--  +  Ca  e""  -l-  —^  (7,  e'*^-^^)rf| 

(3)  Wendet  üian  hierauf  die  soeben  in  (21  erhaltene  Formel 
an,  so  ist  «  =  Vä  und  P;  :=  4  ^*  e^'  zit  setzen ,    also  :    y  =--  Cj  e" ''^^ 

man  in  dem  ersten  Integrale  |  =  W  -]-,-;=,  im  zweiten  i-:=v ~~~p., 

]/2  ya 

so  folgt: 

,=  C.^l^-K  C.r^^+V2.^^-'Y'(.^  +«V2  +1).-  in 


Die  Integration  lässt  sich  ausfuhren,  und  es  ergiebt  sich: 

5.  Aufgabe.    Aus  Ni-o.  (3)  der  vorigen  Aufgabe  erhellt,  dass 
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Kiiii  kaiiu  niiHi  den  allgemeinen  Werth  von  y  in  der  vorigen  Auf- 
gabe   aiicli   schreiben: 

wo  K  und  ß  willkttrliche  Constanten  sind,  die  sich  so  bestimmen 
lassen  müssen ,  dass  y  ^=  e'^  wird.  Verfährt  man  hei  der  Inte- 
gration genau  so  wie  vorher,  so  folgt: 

Setat  man  also  a= —  77^'  ß^^TT^'  ^o  wird  y  ^=-  e^  und  somit; 


Aufgabe.  Sind  *■  Wurzeln  gleich  a  ~\-  ß  t  und  *■  andere  gleich 
K  —  ßi,  so  erhält  man  nach  der  7.  Aufgabe  in  §.  45  als  entspre- 
chenden Theil  der  Complementärfwnction : 

a;«+r*i[C,  +  0,  logx  -|-  GtiUgxy  +  ■  ■  ■  +  C^  ihaxf-^) 
+  a)"^*|C'+  c'- %:«+■■.  -H  c('-'c%a;)'-M- 

Setzt  man  nun:  X''^  =  e^'fi^^''«'''>  =  cos{ßlo9x)±iBm{ßJogx)  und 
ferner  fürjedenWerth  von  K:  C>,  +  (^^'=^i  wnd  i{C;,  —  CM)=j?;„ 
so  erhalt  man  den  im  Teste  angefülirten  Ausdiiick. 


§■  -.IS. 
Aufgabe. 

(1)  !,=  Ü,x^^C-iX^^\x. 

(2)  y  =  x{G,cos(]ogx)^C.,sin{logx)]  ^-xlogx. 
m    y  =  x(a  -[-  aionx)  +  ax^  +^-iv'—'i  xaogx)K 


-  C,logx)  +  C,x->+^-x^-\xiUgxy. 
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502  Aiihaog. 

(4 )  ;y  =  ( Ci  ■+  C'a  log  x)  cos  (log  «) + ( C^  +  C^  hg  x)  sin  ijog  x) 

+  (l-f  ?ö/a:)^-4. 

(5)  y=^xHG,  +  G,  log x)  +  x^ (log  j-yi 

(6)  p^C\x-'+  r,£'-^-x g-^-g-  cosx  +  -xsmx 

(7)  t,  =  x^"{GiCOsO'lof,x)+  €.,sm{nIogx)\  +  x''^loffx. 

Vei-mischto   Aufgaben. 
J.     Es  seien 

'P{J))ä:^  £<"■>  +  q^ii /"'-'> -1 1-  9.^12'  +  y,„«  =  0 

die  beiden  gegebenen  linearen  Differentialgieicliungen  resp.  von  der 
m  -\-'x^=:}iten.  und  der  »nten  Ordnung,  und  es  seien  die  ajimmt- 
Kohen  particulären  Integrale  der  letzteren  zugleich  auch  Inte- 
grale der  ersteren.  Ist  dann  p  das  allgemeine  Integral  der  ersten 
Gleichung  und  s  ebenso  das  der  zweiten,  so  enthält  ^  m  willkür- 
liche Conatanten,  während  y  deren  m  -j-  x  enthalten  muas,  so  dasa 
j(  von  der  Form  sein  wird:  fj  =  s -\- CiHi -^  C^y^  +  ■  :■  +  O^yn, 
wo  yi,..--,yx  d^e  5*  übrigen  particulären  Integrale  von  F(D)y  =  0 
sind.  Setzt  man  nun:  0{I>)y'=ii  und  substituirt  links  für  y  sei- 
nen Werth,  so  verschwindet  s  wegen  C&(i>)2  =  0  von  selbst  aus 
dem  Resultat,  welches  daher  eine  lineare  homogene  Function  der 
CoDstanten  Cj,  0^.,  .. .,  Cx  wird.  Es  genügt  also  M  einer  linearen 
Differentialgleichung  «ter  Ordnung,  welche  dargestellt  sein  möge 
durch  'P(D)  u  =  M<''  -)-  1^1  m(^-"  +  • .  •  -f  »(■;,_,  u'  -[-  !/>;,  M=  0  und 
deren  Coefflcienten  sich  leicht  bestimroen  lassen.  Es  ist  nämlich 
für  jeden  "Werth  von  i : 

wie  durch  Differentiation  von  'P  (D)  y=:u  sich  ergiebt.  Setzt  inan 
i  =  1,  2,... ,  X  und  substituirt  die  "Werthe  von  M,  «',  ...,  w'"'  in 
die  Gleichung  W(Dju  =  0,  so  folgt: 
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Die  VeigleichuiiE;  diaser  Gleichung  mit  der  gegebenen  Differential- 
gleichung (m  -]-  x)iei  Oidnnna'  ergiebt  zui  Bestiuimung  der  Coef- 
flcienten  4i    4  i /  &u   CTleichun^eii 

>«.  +  »,=/. 


i.,,  +  *,i.-.,.-i +  ■■•  +  *,=/, 

A;.,«+i  -1- 1^1  A^., .;;  +  ■.•  +  )^,'A„,,  — /x+l 

1,.+..  +  *i  A.-,,.+.,_,  +  ■••  +  *.  /■..,.  =--/.+,., 

worin  Ad  ^o  n  als  identisdi  mit  rcsp.^j,  ,..,  (pm  a«  betracliten 

sind,  also  iin  fiinzen  m-\-  X  Gleichungen,  von  denen  die  x  ersten 
die  Coefflcienten  i/i|  tj^^,  ...,  ijig  bestimmen,  während  die  «»übrigen 
BedinguDgsgleichuugwk  sind ,  weluhe  erfüllt  sein  müssen ,  wenn 
Bämmtliche  Integiale  der  Gleichung  mter  Ordnung  in  g  zugleich 
anch.  Integrale  der  Gleichung  (m  -\-  «)  ter  Ordnimg  in  y  sein  sollen. 
Da  dieses  nach  Voraussetzung  der  Fall  ist,  so  sieht  man,  dasa  die 
Integration  der  Gleichung  von  der  m -)- «^^»f-eiiOrdnnng  abhängig 
gemacht  ist  von  der  Int-egration  der  beiden  Gleichungen  ^P(D)ii^O 
und  0(X')i/  =  M,  welche  resp.  von  der  x  =  (n  —  »;)***"  ii^d  der 
w  ten  Ordnung  sind. 


2. 

(«) 

Man  Botzi 

i  Xl/^ 

=  «j  a.nnwi 

rd: 

111=0, 

e-'+C,t- 

(ß) 

Man  setz 

,1, 
dt 

+^^.,. 

,, 

'-S 

+  X  du 

.1«. 

1    (( 

=  0,'-^ 

+  e. 

^-^,  daher 

r- 

-.^.- 

■(»i-l) 

3.     Das  particuläre  Integral  folgt  aus  y  = 


{«>  +  «')• 


KSS) 
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Daher:  ^^^(c'  +  ö^)    ^  cos(«x  —  Jiorccof— 1-  Die  Couiplemcntär- 
function  ist:  e-'^^iAi  +  A^si -\ h -^"^"~^)- 

4.  Man  verfalii-e  genau  so  wie  iii  §.  46,  V,  Aufgabe  3. 

5.  (1)    yr=Cix^-\-  CiX-''  +  Ca  cos  (log x)  -\-  Ct  sin  (log x) 

+  —x^l<igx  —  ^loffx. sin  {log x). 

(2)    Setzt  man  y  =  e==%,  so  erhält  man : 
d^v  d^v  d'^v  dv 

dx*  dx^  dx^  ax 

welcher  durch  v  =^  1  genügt  wird.    Daher  ist  y  -^  &^  ein  particu- 
läres  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  somit  das  allgemeine  Inte- 
gral: y  =  C^e"-  +  Ce-"-  +  C,e^«  +  C^e-^-  +  ^,  wo 
«  =  (6  +  2  .  6''3)'A,    ß  =  {i6  —  1.  eVi)'/)  ist 

(4)  »/=  C,  e"  -\-  e''(CiCosx-\-  C-iSinx)  -\-  xe"  -\-  t-cos  x 

(5)  y  =  C\  e'^-  cos  (  ^  +  «)  +  C,  e-V^Cös  (^  +  z^) 

-^  a{x^-2)~tl(^sin2x+  2GC0S2X). 

6.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  s^"  —  «^"^;=0  sind  ausser  -|-  a 
und  — ö  wouh  alleWerthe,  welche  man  aus  z^aieos — -^isin  —  j 
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ei-liält,  w™ii  man  darin  r  =  l,2.,...,  n  — 1  setzt.  Dei-  awei  con- 
jugirten  Wuizsln  entsprechende  Theil  der  Complementärfuiiction 
ist  daher : 

axCima  —  +  (sin  ^")  nx(ros~  — f  sin  — ") 

somit  die  ganze  Complementärfunction: 

l!)ie  Partjalliriicli Zerlegung  von  -=-j;j ^  giebt  feriiei'  als  die  den 

Wm-zfiln   a  (cos  —   +  *  sm  —  1  entsprechenden  Brüelio : 


LD  —  «    cos 1-*  siit  —  )  D — «    cos  —  — tsitt  — 

(             \        «                 n  /  V         »                 «  /( 

und  somit  ist  der  zngehörigo  Theil  des  particulären  Integrals; 

7.    Die   Wurzeln    der   Gleichung  cos  s  =  0    erhält    mau     aus 

s  =  4:    (  W  -4-  -)  W,  wenn  man  «  alle  Wei-the  von  0  bis  er,   beilegt. 
Daher  ist  die  Complementärfunction : 

Das  particuläre  Integral  ist: 
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Entwickelt  man  nun  ,  ^.   , — -- — „-  nach    aufsteigenden  Polen- 

aeii  Yon  D,  so  hat  man  nur  das  vou  D  unahhängigc.  Glied  beizu- 
behalten, und  daher  wird  y  =  —      jj-     Das    allgemeine    Integral 

ist  also:  3/^y;M"'5<"+'''''''^  +  i'"e-"'+'''="'1+-^r^r 
8.    Es  ist 


,^  I  {h  (0  —  1)  . . .  (9-  —  ,(  +  1)       ^^  i?" 

Daher  muBS  sein:  -^-^  0  =  ^o  +  ^i  a;  H \-  J„-i  x»-',  ein  fit- 

snltafc,  dessen  Hichtigkeit  sofort  ersichtlich  ist. 

9.  (l)  Man  erhält  diese  Formel  entweder  durch  mehrfache 
Anwendung  des  Leibnitz'achen  Theorems  oder  einfacher  durch 
Entwickelnng  von  ^     nach  Potenzen  von  3;''\ 

(3)    Nach  dem  Leibnita'schcn  Theorem  ist^ZJ'a:  '"  D^'-'q) 

=  2(-l)''"'('»+l).-('"  +  ^-l)''^-™~'-Ö"'''P.  wo»-'-  ^»r 

Abkürzung  steht  für  — j- — ~  ■     Hieraus  erhält  man 

wieder : 

lj-i-*'ir,—D-',p(x)='^(-lfm(m+l)...(fii]-l-l)n!< 
2;(r~l)(,— J-l)...(r-l-(.  +  l)»i,a!'-'~-i)»t— '-."ifW 

=S  2  (-»)).«,...-i+,(if  (•)!.''-»+" i"+'-"-+->7W. 

Sammelt  man  nun  alle  Glieder,  in  denen  A  +  ^  denselben  Werth 
hat,  und  wendet  man  zur  Siimmirung  der  Coefficienten  die  bekaante 

p=n 

Formel  ^  oipß»-p  =  {a  + ß)n  für  K  =  —  m.  ß  =  m  an,  so  findet 

man,  dass  alle  diese  Summen  verschwinden  und  nur  dasjenige  Glied 
übrig  bleibt,  für  welches  A  -|-  ft  ^  0  ist.  Daraus  folgt  die  Formel 
des  Textes, 
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(3)  Niicli  §.37  hi  !>»{&—  n)p  —  x  D"+' 11=8  JJ"jt, 
daher:  B"  {&  ~  tty^ij  =:d- Vi»  —  n)  1j  =  d'^D"  y,  und  somit  all- 
gemein; i>"(S  —  «)'■  y^fl'' J)"»/. 


2.  Aufgabe. 

(1)    V+C,=l(e~+c"^y 


(2)    (x~C,y+(y-C,r^a\ 


dx  =  b 


lüid  d:i]iei-: 
Fenici' 


(1  Fc'^äY'' 

-log(cq  +  (I  +cä^^)'''<)j. 
Setzt  man  wieder   für  Ax  seineu  Wertli,  ausgedrückt   durch  q.  und 
iiitegrivt  dann,  so  folgt: 

»='■.+   C,  ~  (1  +  c'«')'/.  +  ^,  «  +  £  ä" 

-  ~  (1  +c's')'/.T<.j|c9+  (1  +c' «■')''•!■ 

HiHi-ma  und  au«  dem  Wertlie  von  x  hat  man  (/  zu  elmiinirei). 

§.  S3. 
2.  Aufgabe. 

(1)  j=C|  +  C,«+Csi^+  C,j!  '  ,  wo«=(l  +  4J)'*. 

(2)  Aus  doli  beiden  GleicLungen : 
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„  f pdp 


y  +  c-, 

!i  p  für  —  steht,  hat  mau  p  ku  eliu 


3.  Aufgabe. 

(1)    Füi-  ^=Tß  wird  die.  Gleidimig:  d  \x{l  ■^p^yh]=adp, 
ap-^-h  bp  —a 

wo  h  und  c  willkürliche  Constanten  sind. 


(2)    Man  auLstituire  nach  e 
dy_ 


dx  =^  —  ,  y:^=pz^  («ä  -]-  grpi  :^  ^z  und  setze  —  =  2«,  so  folgt: 


-2w!t— 1' 


1  den  Werth  von  i/  mit  E7,   so  wird:    jj  =  -  (7(«'—  l)'''ä,  also 


D"(M«  — 1)'/«      ■  («2  — 2rtM— i)(„3_i)Vj 

Hieraus  bestimmt  sich  x  als  Function  von  ii. 

i'A)    Setzt  man  —  i=  j),  —  =j)^,  also  dp^^edy,  so  foJgt 

p  —  gy  ^  {\   +  aä^sj'/j^     DifEereötiirt  man  dies,  so  wird:  — yd^ 
■=  »'(1    -|-  (['^  s')~''''«rf#,  also  entweder  d^  =  0  oder 

y=-ai{\  +  a'^^^r'/^g. 
Die  Annahme  da^=(i  fühi-t  zu  der  allgeiueinen  LoHung:   C,?/  -]-  (?j 
=  e"'",  während  die  Annahme  y  =  —  M*  (1  +  ft^«^)~''''2  zii  der 

singulären  Lösung  y  ^  a  sin  — führt. 

(4)    j,  +   C,.i  -!■   C,  =  (1  +  C,')  %  (i  -I-  C). 
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(&)     Man  setze  -r   ^  P     und    sodann     p  ^  x-(l   —  g^), 

■    -,     ^X                               ^^^  it-  1      i.'        i.    ■  1 

dann  wird:  — =^ — .— _ — .    Hieraus  ne stimmt  Sich 

«  als  Function    von  x  und  sodann  aus  (Jjj  =  a;*(I  — s^)  ^ai  auuh  jf 
als  Function  von  x.    Für  a  ^  —  erliäit  mau:  'ij^=C'£{x  —  C)\  C\. 

(6)  y  =  Ci/''^-"--+  Cc-^'''"-'"-. 

(7)  %2/=:Cie-+C,e-. 

(8)  Man  setze  logy^^u.    Ea  wird:  loffp=  — j—n" 


2,  Aufgabe. 

(1)     Setzt  man   a-  =  e^  j/  =  e-'^«   und  ^  +  s=m,   so  geht 
diese  GleicJiung  über  in:  m(w  —  ä)  (1  +  a^)'/* -^^=(1  + M^jy,.  Hierin 

setze  man;  ii^=tangK,  z^tangß  und  a  —  ß  =  Y,  so  folgt:  ß —  G^ 

cos(ß  +  y)dß 


-It 


= ^-r^ ^  d  /3,  mithin : 

I  —nsmy      cos  ß 

cosß 


Femer  ist:  -—  =:d&^ =  - — —3 — 

M  —  s  cosß  » 


r.=  G  - 


sin ß         ft^r fnsinydy 

—  nsmy  '      J    l—nsiny 


Die  F.ümiiiation  von  ß  und  y  aus  den  drei  Gleichung« 

führt  zur  Stammgleiehung'. 

(2)  AlIgemeineLösung;  ?'  =  «*■'''?  c-T^—-  ' 
IiÖBung,  zu  welcher  man  kommt,  nämlich  y  =  Cx,  ist  nt 
cieüer  Fall  der  allgemeine!!  uüd  ergiebt  sich  aiis  dieser, 

Ci  =  0  und  n  log  ^~  C  setzt. 
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4.  Aufgabe. 

(1)  Mfiii  setze  X  =  e'\  y  =  x^z  und  ^-^  =M,  dann  wird 

u  =  6V—  4s  —  2,  fülglich:  9  —  Ci  =  I  -TT-jzrr"^^' 

auB  bestimmt   sich  s  als  Function  you  ö',  d.  i.   als  Function   von  x 

nnd  somit  ist  auch,  p  als  Function  von  y>  bestimmt. 

(2)  Man  setze  y  =  X'^S  =  e-^e.     Man  erhält: 

5.  Aufgabe. 

(1)  Die  Substitution  j/  ■=  e-'""''^'  ergiebt  die  Gleichitng: 
du M_ _  _  A    _L   ^\     1 

dx       öTcM^^  ~        \  a)  """ 

Hieraus  findet  man  u  nach  §.  15  und  sodann  y  als  Function  von  x. 
Oder  man  multiplicire  die  gegebene  Gleichung  mit  — ,  ■woj)=  y, 

so  erhält  man:  ü  '^  +  6  ^  ^  ,,''''  ,„,  .  woraus  folgt:  y^  dy 

=  C{a;+(c^  +  «5)V,}Sdjc^  also:  j,  «  +  Üi=3  C  |a-  + (c=+ ai^y^^J^X 
{(cä  +  a^^y/s  _  ß^]^  woijei  C"=:^     ."Li    i«*^- 

(2)  Die  Substitution  j;  =^  g/nii^  ergiebt: 


I  %  1^  -  -  J  ("'  -  ^'Y'-  +  ^  '^3  { 0  +  H«'  -  ^■^)''^  I- 

§.  56, 

2.  Aufgabe.     Die  Bodingung.^glelchung  ist  nicht  erfüllt, 

3.  Aufgabe. 

(1)    Erstes  Integral:  ^^  +{xä  ^4)  1^   +2aiy^-C; 


,.  ^y 


+  (.^2  — 5)y^Ca;+ C,;    sohliesslich  : 
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(2)    Erstes  Integral  ■  ^^  j"!  "  ^  ^  -f  sj,»  -|-  ^2  =z:  i 
Multiplicirt   man    die   zweite  GleicIiuDg  mit  x,   so   ergiebt  sich  ; 
''"  +  x^y=  C  +  X^. 


erstes  Integral  dersel' 

^»-'iJ  +  «'E 

§.  57. 

2.  Aufgabe. 

<•>  (g)'- 

-  x'^iß  -—  a 

«-S- 

-''£  +  "'-' 

3.  Aufgabe.    Multiplicirt  man  mit  2i 

dl! 

i^  ~^—  2xy    und  inte- 
dx  ^ 

-     .       /      dy  \^  O^^^  ri      n        .. 

urirt  dann,  so  wird:   [x  ~  —y) r—, ;-=  Coder  für  y=:zix: 

\    dx       'J        y^  -\-  x^ 

4.  Aufgabe.     Multiplicirt    man    die    gegebene    Gleichung    mit 

2  A'i  p  -]-  2  Xj  j/,  wo  p^^-^   ist ,    so    soll    das    Prodnct    ein    exacter 

dV 
Diffefeiitiiilquotient  sein,  welcher  mit  —  bezeichnet  sei,  also: 

Ijitegrirt  man  diese  Gleichung  unter  der  Annahme,  dass  dx  ^  G 
und  p  die  einzige  Veränderliche  sei,  und  bezeichnet  man  das  Re- 
sultat mit  ?7i,  so  ist;  U^  =  Xjß*  +■  21^2 yp.  Diesen  Äusdriiok 
differenfcüre  man  unter  Aufliebung  aller  Beschränkungen  und  sub- 
trahire  ihn  dann  von  dem  vorigen.    Dies  glebt; 
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Da  p'^  vorkommt,  so  kann   dieser  Ausdruck  nur  dann   ein  exactes 
Differential   sein,  wemi  der  Coefficient  von  jo^  ver ach. windet,   also 

^  4-  2  ^2  =  0  ist.    Alsdann  wird : 

Diese  Gleichung  integrirt  man  wieder,  als  ob   dx  =  0  und  nur  j/ 
veränderlich  wäre.    Das  Resultat  ist: 

^  _  —o.Xi 2  dX, 

^-'~ß{ßf^  +  Y  +  2ö,:  +  ^j:^)       '"     dx  ' 

Differentiirt  man  dies,  indem  man  wieder  die  Beschränkungen  fallen 
lässt,  und  sxibtraliirt  das  EesuUat  von    dV  —  d(7i  =  0,   so  folgt; 


Diese  Gleichung  ist  erfüllt,   wenn  man  hat:     (j  -[-  ^äx  +  £X^)  ^ 
^(2S  +  2ex)Xi  =  Q    und  ^^  =  0,  oder  Xi=y -^  2äx  +  Ex'^ 


2    dx 
1  sollte,  so  wird  a  =^  ■ —  S,    !}■=:■ —  £.    Demnach  ist  der  inte- 

Ffiotov:  2(Y  +  2dx -\- £X^)^ —  2(d  +  £x)ii,  und    das 

erste  Integral  der  Gleichung  ist;  Ui  -\-  U^^  C,  oder: 
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■3  und  sotKt  C  -\-  -^  ^  öj ,  so  reducirt  sich 


(,  +  2S«+a.,(g)'-2(d 


(hl   I  «y' 


Setzt  II 


..ciu».iici.,=„(?i+lif+if!)' 


,+  2«j:  +  e»'       lC+(C-t<+ä!-e,)o>+(ä>-jrt»'l 
Hierdurch  ist  m  als  Function  yoii  x  und  sodann  auch  y  als  Func- 
tion Yon  a:  bestimmt.    (Euler,  Inst.  Cnle.  Int.  II,  p.  153.) 


§.58. 
2.  Aufgabe. 

(1)  w  =  e^,  !;  =  £-|-^/e'Ä^=-2^(?a^ 

(2)  «(.  =  i,*!=.-B  +  ^(a  — 7ja;)3 

Man  kann  auch  bemerken,  dass  die  Gleioliung  eine  exacte  Differential- 
gleichung ist. 

§.59. 
2.  Aufgabe. 

(1)  w  :=  e'/=^"°;  ~+bv  =  xe-y^'"'\     Aus  dieser  Glei- 
chuug  folgt  nach  der  dritten  Aufgabe  des  §.  46, V:  v^Acos(b^'iX) 

(2)  w:^X;    v=Äeosux  ■\- Bsinax;  y^=^vw. 

(3)  (y  =  e=^=;   ^-f=l.    Hieraus:  «f  =  .4e'^-|-Ee-^-l; 
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§.  ßO. 
1.  Aufgabs.    Für  beide  Gleichungen  ist 


(3a;— 5){l+3^) 


.  Aufgabe.    (2  =:  l-L  ^  a'J  -  -\-  -  - ;    fix)  ^ 


1.  Aufgabe.    Die  beiden  WerÜic  yi--=  cx-\-d,  y^  —--  ax  +  ö 


1=0  ist.     Ist  nun  ^  =  ejö^  ^       ^^    .^^  ^  j  der  Wertli  der 
Scilwara'aclien  Abgeleiteten  von  s  und  daher  |s,a:)=0. 

2.  Aufgabe.    Sind  v^  und  i'j  zwei  Integrale  von  -j— ^  +  7«  =  0, 
und  aetat  mau  —  :^=  s,  so  genügt  s  der  Gleichung  {s^x\  =  2  J.    Ist 

somit  I  gegeben  und  kann  man  zwei  Integrale  Ton  — ^  -\-  Iv  =  d 

finden,  so  kennt  man  auch  den  "Wcrth  von  s.    Nun  ist  in  unserem 

Falle  1=  - ■^,  also 4^,  —  -^  «  =  0,  daher «^=3)''^  (Cx^'  +  G'x-"'), 
x'  dx''      2x' 

wo  «'  ^  i-  (1  -y  2«)'A  i.t.    Folglich:  s  =  ^^±^^,^Man 
kann  die  Gleichung  auch  direot  integriren ;  man  setze  dazu  -^  ;^^  —  ■ 

8.  Aufgabe. 

(1)  Die  bekannten  Formeln  für  die  Vertauaeliting  der  ab- 
hängigen und  unabhängigen  Veränderlichen  führen  sofort  zu  dieser 
Gleielmng. 

(2)  Genügen  v^  und  ji,  der  Gleichung:  —  -\-  7^.■:=0,  so 
genügen  auch  av^  -|-  iv-i  und  c»i  +  dv^  derselben  Gleichung.  Ist 
also  s  =  —  ,  so  ist:  {s,x\=:2I=  \—. — ^,  x\  ■ 
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rfy  "'  di,'-'         du"  dy^ 

„^ 

wegen  (l):{s,^i  =  (^y[Kj,|-|^,;/]], 

(4)    Die  aweimalige  Anwendung  von  (3)   fühvfc  zu  diosor 
Oleicliving. 

§.  G3, 
2.  Aufgabe, 

(1)  !)  =  sinx;    y  "=  A cos  {c arc sinx)  -{-  B sm  (c arc sin x). 

(2)  z  =  smx;    tf  =  A COS  (sinx)  +  Bstn (sinx). 

(3)  ^  =  (a;-l)H»4-  1),  2=^(^-l)M3^  +  5), 
Hieraus  folgt:  -r— ^  -[-  — ^  3/  =  0  und  somit:  y  =  £'^'  (A  -\-BJogz). 

(4)  »  ^  —  ;   j^  :^^  ^  cos  — h  -B  sin  —  ■ 


§.  G4. 
Die  gemeinsame  Kormalform.  der  ersten  und  der 
auf  X  tranaformirten  aweiten  Gleichung  lautet: 

/x  -y  1  \  Vs 

und  die  Beziehung  zwischen  v  und  «  ist :  v  ^  s  (  — t-^  I       oder : 

2.  Aufgabe.     Die  gemeinsame  Normalform   der    auf  x  trans- 
formirten  ersten  und  der  zweiten  Gleichung  lautet: 


B5-I-- 


und  die  Beziehung  zwischen  y  und  v  ist: 


2,  Aufgabe.     ISetracIitet   man  in  y=Ce    fQ''-'',  dem  allgemei- 
1  Integrale  von  -y-  -\-  Qy^O,  die  Grosse  C  als  Function  von  x, 
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so  folgt:^+Oü  =  e-/e"^^.  Set^t  man  also  g"/«''^  ^  =  ^r 
also  C—Gi  +/Äe-'"«^"dic,  so  Endet  man  das  aUgemeine  Integral 
von  ^  +  Qp  =  Iim  der  Form:  y  =  e-^Q^^[G^+ füe^^^'dx'i 
(yergl.  §.  14). 

8.  Aufgabe. 

(1)  Allgemeines  Integral  der  verkürzten  Gleichung  ist: 
y=CiCOsnx  -\-  G^sinn X,  das  der  gegebenen : 

y^  {a-\ ^  log  cos  nx  \  cosnx  -f  (B  H — j  äin  nx. 

(2)  Allgemeines  Integral  der  verkürzten  Gleichung  ist : 
y  =  -S-^  (Ci  cos  iC  +  Ca  sin  x).  Für  Ci  und  C^  findet  man  so- 
dann :  Ci  =  Ä-\-x  cosx  —sinx,  Ci  =  B  -\-  X  sin  x  +  cos  x.  Daher 
ist  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

)/=  ^— -^^  (Äcosx  -f  Bsinx  -f  a'). 

§.  67. 

1.  Aufgabe.     Setzt  man  zunaclist  tp(x)  =  0,  so   ergiebt  sich 

für  die  Gleichung  ^  f  Pfix)  =  0  das  Integral;  ^  =  Ce--^^««'*». 
dx'      aas  ax 

Betrachtet  man  hierin  G  als  Function  von  x  und  differeatiirt  nach  x, 

somit:  C^{Ä -\- / ^  (x)e~^'^^''^'^''dx]~''.  Als  allgemeines  Integral 
der  gegebenen  Gleichung  hat  man  also : 

S  =  B  +flA  +  fy{x)e-/fWdx\~U-m.n.dx. 
Hätte  man  zuerst /(ai}=^0  gesetzt,  so  hätte  man  die  Gleichung 
--—  +  (t")    (p{x)  =^  0  erhalten,  deren  Integral  ist; 


Betrachtet  man  hierin  G  als  Function  von  x  und  dilforentiirfc  nacli  x 
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dx 
Form  besitzt.    Es  folgt  aus  ihr: 

somit  p  —B+f  [A+/(p  (s;)  e-/-^<=^'  ^''  dx}-^  e--'"^(^>  *^  d  as,  wie  vorher. 

Um  nun  aucli   die  Methode   des   §.  54    anzuwenden,    setze  man 

-j—  =^  ^,  dann  wird  — f  (x)  —  =  (p  (x),  welclio  üleicliuug  die 

lineare  Form  besitzt. 

3.  Aufgabe.     Setzt   maa  zunächst  F(^)  =  0,    so  findet  man, 
,i.  .ei  .e,  ,ori.e.  A.,g*.,  g  +  /  W  |f  =  — '  f|  || 


- 1  ^  ('^A^ 

"  C  ri  j/  \dx)  ' 


Andererseite  ist  aber 

3+/(.)g=-.(.)©' 

daher  ^  —  =  —  ^'{y),   also  C=Ae-y^v^^y.    Man  findet   somit 
als  Stamm  gleich  ung  der  gegebenen  Gleichung; 

Niraml  man  ferner  zunächst /{ic}^0  an,  so  ist 

0 +-«©'  =  »• 

dy  .      dp 

a-/  —p  ist,  -r    - 

dx  dy 

Differentürt  man  dies  nach  x,  so  folgt: 


Andererseits  ist 

13  +  ^«  w 

=  - 

-/w 

:  -/W 

oder:    C= 

-//(■^)d. 

^  f' 

=  ^/«-//c]« 

■  +  !!,  w 

ie  verlier. 
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Multiplicirt  man  endlich  die  Gleichung  mit  ( -j^  )     ,     so   folgt: 


3,  Aufgabe. 

(1)     P,=-^--v  =  (i-^^)-~ 


=  (l^-x^yr'(^B-\-AIoff~^^- 


'  '        '        (2x  +  l){x'  +  x+\)'  x^  +  x  +  1 

(2«+l)ä     [     ^     J    x^  +  x+1         ! 

(3)    Pi  =:  —  äcoiic;    y=    .  ^     =B  siw^  x 

-\-  Ä    '.  ^-  I D  -|-  6  sin^ ic  +  S  sin*  x  -\-  IQ  sin"  x \ ■ 
3.  Aufgabe. 

(1)    Setzt  man  ^  =  «>a!-Vä>' (1  — a;)-'/i("  +  2-)'),  s,o  wird: 


dx''  4(1  —x^i 


-i^— -?^;   (.=./Ä(>'-ä)(l  _!■)', 


'  2(1— 3:)  iC 

^  =  a;^'-'' (1  ~  k)»--"  |£  +  ^ /a^v-s  {1  _- a;)"-*- rfa;)- 

MiiiAin:  y=x^-y(i—x)y-"-^lB  +  A/xy-Hi  —  x)''-ydx]- 

Einfacher  gelangt  man  zu  diesem  Keeultat,  durch  die  Bemer- 
kuug,  dass  die  Gleichung  x  (1  —  x)  ~  +  [y—  (a  +  2)  x\  j^ 
—  ay  -^  0    eine   exaot«  Differentialgleichung  ist.     Die  einmalige 

Integration  gieht:  a;(l— ic)  -: \- (y  —  1  ~  kx)ij^  Ä  und  daher, 

wie  vorher:  ^  =  x^-ril  —  xy-''-^\B-]-A/xy-''il--x)''-ydx]- 
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(2)  Durch    die   Substitution   j/ =  ai^'A«  (i  _  a;)- W,(j^ +  » *. 
geht  die  Gleichung  über  in : 

d'v    i»(a-»)+2»(«-i;-i)i-(i»-^-i)(.-/i  +  i)»' 

Hier  wird:  f,  =-"  ~ '"~_^+ "''■,»  =  i-'/- (l-^)-'^-°    '"  ^^ 

s^:>f{\~xf-P\B^Afx-''{\  — «y-i dx]-  Somit  sdilieseHch ; 
»  =  (1  -  jj)-!"  |B  +  ^/«-(l -«)?-■  (iai]. 

(3)  Durch  die  Substitution  y  ^x-'/*(™  +  i*  (1  —  ^)-'«i«  j, 
geilt  diese  Gleiclniug  über  in ;   ^— ^ 

'(«-/3+i: 

Hier  wird:  J,  =  ^"'~  ^'„""/f  ~  ^  ~  ^^'^;  »-^^'^("-»(1~^}-'^?^ 

und  ^^=x^-''(\—xf  {B  -\-  Afx''-'^{\  —x)-?dx]-  Somit  schliesa- 
Hoh:  y~x-''{B-lÄfx'--'^{\—x)-^dx]- 

4.  Aufgabe,     Die  Gleichung  für  P-i  wird: 

--— !■  — P'=—  ■■,.„. :    „,^--    Versucht  mau,  dieselhe  durch 

da;  '  (a;ä4-2^a;4-5)ä 

die  Annahme  P,  ^  — " 1 — ^  ,    wo   «  und  ß   dio  Wurzeln 

der  Gleichung  x^  -[■  2  Ax  -\-  B  =  Ü  und  il/  und  N  Constanten 
sind,  zu  hefriedigen,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  letzteren 
die  drei  Gleichungen: 

M{M^l)^      N{N-Y   1)+  2i¥i?=       A' 

{A)    ß.MiM.-^\)-\-ttN(N-Y  l)■^{fi^-ß)MN■=  —  B' 

ßiM{M-\--i:)-\'K"-N{N^  1)+       2«|31fif=      C. 

Sollen  dieselben  zusammen  bestehen  können,  so  muss  zwischen 
ihren  Coefficienten  eine  gewisse  Bedingungsgleichung  stattfiudeu.  Um 
diese  abzuleiten,  betrachte  man  die  Grössen  Jt/(Jf  +  1),  JV"(JV"+  1), 
MN  als  Unbekannte  und  bestimme  dieselben.    Man  erhält  so: 

M[M^l)^      («-|5)-a(KM'  +  2«B'       +0') 
{B)    iV-(ff+l)=      («-j3)-Hj5M'  +  2/3S'       -hC) 
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Dividirt  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  des  Systems  (Ä)  durch 

■       A  ^  Ä,  ^f+Jf  A'^       M  A'<x  +  B' 

einander,  so  findet  man :  v^o".  -^t  '  =  —  -^7^  daher:  -t^= .,o  .    m " 

Mß  +  Na  B'  N  A'ß  +  B' 

Hieraus  und  aus  der  dritten  Gleichung  des  Systems  (B)  folgen  die 

beiden  Gleichungen; 

M=±(«~ß)-'  (j!^  +  |,')V  l>A'  +  (a  +  ß)JS'+  O» 

*  =  +  («-«-■  (j!f  +  y(. (3 i'  +  («  -h  ß) B'  +  Cyi: 

Setzt  man  nun  den  Werth  Yon  M  oder  N  in  die  erst«  resp.  zweite 
Gleichung  des  Systems  (B)  ein,  so  findet  man  mit  Berücksichtigung 
der  Relationen :  a-\-ß  =  —  2A,  ciß=:£  die  Bediugungsgleichung : 

(B'^-A'  C')'=^U"-ß  -2A'B'A  +  B'O  (Ä' B  -  2B'A  +  C). 
Ist  diese  erfüllt,  so  ist  somit  die  Methode  des  §.  68  auf  die  ge- 
geljene  Gleicliung  anwendbar. 


§■  fi9- 
2,  Aufgabe, 

Setzt  man  {ay-\-b^  y  =  s,    so   wird:   ü  ^  f  3  «  =  0,  alst 


{(«—2)  ~~2\fi  =  i,  so  orl.Utm.ii;  (»!—!>  ^  —  «  =  0,  also 
«=C,(«  — l)ifei™i-:  (it— 2)  ^  —  21,=  C,  (j!  —  1),  mithin: 
S=  C,(j:-2)=-C,  (a,_2)-l  C. 
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Setzt  man    {~  —  l\y—£,  so  ist:  (2a;— 1) -^~  («;  —  3)^  =  0, 

also:   s  =  CieVB^(2a;-l)-%;  ieruev:^  ^y=G,e'/^^{2x^l)-%; 
ako  i/  =  e^jC2+  Ci/e-'/i^(2^-l)-V,^a^j. 

(4)  Setzt  mau  p  =  as -\- 1,  r  =  x  +  2,  q  ==  Ex  +  F, 
s  =  ^  X  -\-  P,  80  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Tier  Grössen 
-E,  F,  E',  F'  die  sechs  Gleichungen: 

^  +  £'  =  5,    2i;  +  F  +  _E'-F  J*"  =  y,    2F-i--F''  =  3, 

i-E'  =  li,     Pj;'  +  i'F'  -\  E'  =  ^-,  FF'+  A"  =4, 

und  diesen  genügt  man  durch  £  =  2,  F^—,   E'  =^3,    F  =  2. 
Somit  ergiebt  sich: 


(i  +  2)3-  +  3i  +  2    j  =  0. 


rfa) 


Si,lilm,n  j  (a;+2)  —  +  3j:+2j  j,  =  a,  so  wirf;  (x  +  1) 
+  (21+  i)«  =  0,  "l«o:  2=C,e-"(;5  +  !)■/..  Ferner  wird  äi» 
Gleicliuug  für  y.  io;  +  2)^  +  {ä x  -{■  2)  y  =  C^^^^ix  -}-  lf\ 
d.her  ;,  =  (»  +  2)<e-"  [c,  +  c,  y«« ^i^' da: }  ■ 

Setzt  "...  j(.  +  1)  1^  +  «  - 1  )  !,  =  .,    .0  wirf,    (.  -  1)  '£ 


+  {x~'l)i/=Cie'(x^iy,    also: 


(«) 
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Setzt  maji\x(a~hx)-T-  +  b!e—2a\  y  =  s,  so  wird:  a;^  —  3a 
=  0«^,  also  Ä  =  C,x^  —  2  «3,  forner:  x{a—hx)^^{%a--'bx)y 
=  CiX^  —  2 «2,  ^md  somit;  )/  ^  — ^"7~  (j.  +  £a!  +  '^V  — 
Einfacher  bringt  man  die  Gleictung  nach  §.  59  durch  die  Substi- 
tution y  :=:  ; —  V  anf  ihre  !N'ormalform  -; — „  =  — —  ,     aus   der 

"         a  —  bx  dx^  X* 

unmittelbar  folgt;  c  =  ^  -\-  Bx  -\-  -^,  übcroinstiiiiineiid.  mit  dem 
Yorigen. 


Aufgabe.    KiramtmaufürydieEeiliean:  »=So-Si  +  Sj--, 
so  muas  die  Gleichung  bestehen ; 

lJ  ^^d^^  Ix^ =  ~  ftSo  +  ftSi  — fiSi  +  ■■■ 

Derselben  wird  genügt,  wenn  man  setzt:    ,    „    =  0,  --   „■  =  tt  Sn, 
°  tlx^  dx^  ' 

— — -  =  ubi.  ...  und  alitfemem:  — — -—  =z=itS,„  und  hieraus  folgt: 
dx^  ilx^ 

Sd  ^=  C  -\-  f    i      <)^i=;    f  dx  I  it  S   dx  TOiiuBEfesetzt   dass  die 

untpie  Grenze  0  deiart  ist  di8?  f^  inneihalb  dei  Integiationsgien 
zen  endli  h  und  stetig  bleibt  son^t  lat  fui  0  -eine  aiideii,  willkur 
liehe  Grenze  a  zu  seteen  welche  diese  Eig,en^chaft  besitzt  Dei 
Beweis  dasa  die  Reihe  füi  (  für  alle  Wertlie  von  x  fii  welühe  ^ 
endlich  bleibt  oonveigiit  i'*t  ni(,ht  schwei  zu  fuhien  Eo  bezeichne 
namlich  \Ä\  den  ibsoluten  Betrag  einer  Glosse  i  und  M  den  ab 
solut  fienommen  grossten  Werth  den  ft  innerhalb  des  betiachteten 
InteiviUebhilenkraa  Dann  ist  zun  ichst  |cj  |b  |  +  |S  |  +  1*^  | + 
Eemei  ist 

\S,\<^M.x-'.\S,\,\S,\<l3P.x*.\S,l...,\S,.\<^M".x^".\S,\. 

Mitkin ;  _ 

H<|s.iji+f;^+^^...)<[is.i(r+r*) 
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Da  nun  \S^\  sowie  der  Ausdruck  in  der  Parenthese  für  jeden  end- 
lichen "Werth  von  x  endlich  hleibt,  ao  folgt,  dass  die  für  v  an- 
gegebene Reihe  convergirt,  wenn  (i  innerhalb  des  betrachteten  Inter- 
valls endlich  bleibt.  (Tergl.  Sturm,  Coura  d'Analyse,  T.II,  p.  146.) 
Ist  fi  =:  x'\  so  folgt: 


.=  C  1- 


>  + 


+  C'i; 


(»  +  l)(i.+  2)  ^  (11+  l)(n  +  2)(«  +  3)(«  +  4) 


(»  +  2)(»  +  3)  ^(..  +  2)(i.  +  3){«+4)(iH-[i)  I 

Für  n  —  0  ergiebt  sieli;   o  =  Ccosz+  C  sinx,  in  der  Tliat, 
daa  lutegral  von  -^— ^  +  ?;  ^  0. 


§.74. 
oan  die  i 


1  der  angegebenen  Weise  ge- 


Aufgabe. 

bildeten  particnlären  Integrale  mit  4/i,  J/j,  ...,  j/m,  so  müBste,  wenn 
dieselben  nicht  von  einander  linear  unabhängig  wären,  zwischen 
ihnen  eine.  Relation  bestehen  von,  der  Form  A^j/^  -\-  X^y^  -\-  ■■• 
+  A»ifc  =  0,  worin  die  A  Con stauten  sind,  die  nicht  eämmtlich  ver- 
schwinden. Da  y2.  Vi,  ■•• ,  Vm  zw  Vi  proportional  sind,  so  kann  man 
diese  Gleichung  durch  j/i  dividiren  und  dann  nach  x  differentiiren. 
Dadurch  iäUt  Aj,  falls  dasselbe  nicht  schon  vorher  gleich  Null  war, 
aus  der  Gleichung  heraus  und  die   so  entstehende   Gleichung  lässt 


sich  wegen  der  besonderen  Form  der  Werthe 


Zi   theilen.      Geschieht   dies  und  differentiirt  man 
fällt  X^  fort  und  die  neue  Gleichung  wird  theilbi 
fortfahrend  gelangt  man  au   dem 
an  sich   Null  ist,  eine  der  früheren 
schwinden  mflsste.    Dies  ist  aber  abs 
beschriebenen  Art  erhaltenen  particuli 
Gleichung  von  einander  linear  unabhängig. 

Bilden  wir  nun  die  Determinante,  so  ist  zunächst: 


an   neuem,   so 

durch  «1-    So 

dass  »1  oder,   falls  X„i 

itsprechenden  Grössen   ver- 

d.    Mithin  sind  die  in  der 

in  Integrale  der  gegebenen 


yu        Vi, 


=  (-1)'^'"""' 
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Setzt  man  zur  Abkürzung:  fg^dx^A],  fs-^d%fu-^dx:^Ä^, 
fsidxfuidx...fwidx  =  Am-i,  so  ergiöbt  sich: 
3/1.  Vi-A-u  2/1^3 ,  ...,  ViÄ,^i 

-\-  Vi  ä|  «1  -^."-3 


vT'\ y'r-'^  A,  +  P™_,,  j/i™-'M,  +  P,._ä  A,  +  p;.-3, . . . , 

3/<™-iM„_i  +  -P,n-a^«-2  +  P„-3  A    8  +        -1-3/1  it'i , 

wobei  die  P  gewisse  Ausdrücke  bezen,hnen  <Hif  deien  lesjnderen 
Werth  es  hier  nicht  ankommt.  Man  siibtrahiie  nun  von  len  Ele- 
menten der  zweiten,  dritten,  ...,  mten  Colonne  die  mit  respective 
jii,  A2,  .-.,  j^™— 1  mnltiplicirten  Elemente  dei  eisten  C0I  nn*»  Da 
hierdurch  der  Werth  der  Determinante  nii,l  t  geändert  wn  t  und 
überdies  sämmtliohe  Elemente  der  eisten  Zeile  mit  \usmhme  des 
ersten  verschwinden,  so  folgt: 

s^i,  «/i^i^i J/i^^i  J,«-a 

,  PiÄ^-{-p,s,Ui,  ...,  P,  J„,_ä  +  J)l  «1  ih  A„,-s 


P«^ä,  J',.-a  .-^1  -f  P'm-S -P.K- 


2/l„,-3  +  -P;,-3A«-s  +  - 
+  2/1^1-    -««j 


Jetzt  subtrahire  man  wieder  von  den  Elementen  der  zweiten, 
dritten,  . .., (m  —  l)ten  Colonne  diemitresp.  jIj,  Aq,.. .  ,Am—i  mnlti- 
plicirten Elemente  der  ersten  Colonne.  Da  wieder  die  üUemente  der 
ersten  Zeile  mit  Ausnahme  des  ersten  verschwinden,  so  erhält  man: 


j/i  ?,  Ml , . . , ,  yi  Si  «i  J„,_i 


,  PL~i 


a+-'-+Z/i^ 


Fährt  man  in  derselben  Weise  weiter  fort,  so  ergiebt  sich 
schliesslich,  dass  der  Werth  von  ^1  gleich  dem  Produote  der  in 
den  Kagonalelementen  anftretenden  Grössen 

Pu  yi^n  t/i^i»i,  ■■■1  !'i^i---  Wi. 
oder  also  ^,  =  yf  .e'^^  .u^~^  ...Wi  ist.    Mithin  ist  endlich: 

(Fuchs,  Crclle's  Jonrn.  Bd.  66.) 


yGoosle 


Aufldauiigen  der  Aufgalieii. 


1.  Aufgabe.  Nimmt  man  auch  das  allgemeine  Integral  der 
vollständigen  Gleichung  in  der  Form  y  =  Aifi  (x)  -{-  A>i  /j  {x) 
-\-A.ifi{x)  an,  wo  aber  Ai,  A^,  A^  Functionen  von  x  sind,  so 
erhält  man,  wenn  man  durch  oben  angefügte  Striche  Differentiatio- 
nen nach  X  bezeichnet,  zur  Bestimmung  von  Ai-,  ^^,  A^  dio  drei 
Gleichungen : 

/i  ^;  +AA-V/,A  =  o 

/iÄt  +fi  Äi+f;Äi  =  o 
/;'  A  +  Si  A  +  fiA  =  *  (»), 

aus  denen  folgt,  wenn  man  zur  Abkürzung  2^  +/i  -/ä  ./s'  =  ^  setzt : 

Mithin  wird; 

und  analog  für  A^  und  Ay 
Nach  §.  74  ist  aber 

wo  sowohl  C  als  a  bestimmte  Constanten  bedeuten.    Daher  ist 


r  fi<, 


♦  (S) «"      [/.  ffl/;  (I)  -  /.  (ß/i «)]  "i  i. 

Setzt  man  diese  Wertlie  in  den  Ansdmok  für  y  ein  und  beachtet, 

/.wi/.dw  (!)-/■(£)/=  (DI  +/.»i/!(eyi(i)  -/,(I)/.'(B1 
+/,wi/i «)/;«)  -/,(ß/;®i  =  i;±/;(i)/>(B/.w 

ist,  so  erhalt  man  die  im  Texte  angegehene  Formel, 
a.  Aufgabe. 

(1)    Die  beiden  particulären  Integrale  der  verlrürztea  Glei- 
chung sind:  yi  =  X  und  i/j  =  Xi^".    Hieraus  folgt  als  allger 
Int«gra!  der  vollständigen  Gleichung: 
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(2)    Man  erkennt  leicht  die  drei  partioulären  Integrale  der 

verkürzten  Gleiolniug:  ^i  =:  COSX,  P2  =  Smsi,  3/3  =  xK    Nach  der 

allgemeinen  Formel  des  §.  75   erhält  man  dann  als   Tollständiges 

Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

/«    ,   „  feosx  4-  xsinx  ^  \ 
y  =  cosxl^Ci  +  2j  ^^—äxj 

Aufgabe.    Zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung 


man  nach   der  ; 


sind  3/1  =:  X,  ili  ^=  x\    Als  drittes  findet 
nen  Formel  des  §.  77  den  Ausdruck; 

wo  z/  =  —  x'^,  ^i  =  x\  ^ä  =  —  9!  au  setzen  ist.    Daher  wird : 

Aus  diesen  drei  Integralen  findet  man  dann  das  allgemeine  Integral 
der  gegebenen  GleicKujig  wie  in  der  1.  Aufgabe  des  §.  75. 


§.  81. 

3,  Aufgabe.     Gleichung  der  Trajectorie  ist    ^- -\- n^j^  =  G. 

4,  Aufgabe.  Die  Differeniialgleichuag  der  Trajectorien  ist 
dieselbe  wie  die  der  Ellipsenaehaar,  namlirh,  wenn  2e  die  Brenn- 
punktaentfernung  der  confocalen  Ellipsen  ist; 

X  y-p-  +  {x^  —  y^  —  e^)p  —  xy  =  0. 
[Vergl.  §.  30,    7.  Aufgabe  (ö)].      Daraus  folgt,  dass  die  gesuchten 
Trajectorien  ebenfalls  ein  System  unter  sich  und  mit  der  Ellipsen- 
schaar   confocaler  Kegelschnitte  bilden  und    daher    durch    die  zur 
EUipsenschaar  confocale  Hyperbel aohaar  dargestellt  werden. 
6.  Aufgabe. 

(1)  S^cosn©  =  Ä". 

(2)  Ji^C—COS^&)~a\  odorinCartcsischenCoordinaton: 
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6.  Atifgabe.    Differenfciirt   man  f(x    \-  iy)  ^=  ti  -\-  iv   zuerst 
partiell  nach  x-,  dann  nacli  y,  so  erhält  man: 


also : h  7^-  =  *  l  X ■  ^T"  ■    Da  M  und  ti   reell   sind,  so  i 

dy       dx  \dx       dyj 

.      du       dv  du  S«"     TT-  f ,  , 

sein :  ■;:—  -^  ■;—  Tind  ;;—  ^^^  —  :: —    merans  folst ; 
6x        dy  04/  cx 

3.8,        8. 8^^^^ 

dx  dx       dy  dy 

_^  dv  dv 

dx'  dy 

an  die  Curven  u  ^  coHSf.  resp.  V  =  comt.  propoi-tioual  sind,  so 
folgt  aus  letzterer  Gleichung,  dass  diese  Curven  orthogonale  Tra- 
jectorien  von  einander  sind. 

Aus  den  Gleichungen  r—  =7t-  i^"id  r—  ^^  —  :7—   folgt  ferner : 
"       dx       dy  dy  ox        ^ 

d^u        8=M  d^v        d^v 

;r—^  4-  ;— -  =  0  Und  ;;— :  +  TT—:;  ^^  0.  Transformirt  man  die 
ox^        dy^  ox^        dy^ 

letztere,  indem  man  für  y  eine  neue  Veränderliche  (  einfülirt,  mit- 
telst der  Relation  y  ^  xt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

dx^  xdxöt'^      x^      dP  ^  x^  dt~    ' 

Soll  nun  V  eine  homogene  Function  nter  Ordnung  von  x,  y,  also 
i'i^,  y)  —  x^^H)  sein,  so  muss  q)  (()  der  Bedingung 

*j,,+  „,_„_„,^ +  „(,,_„,=„ 

geniigen.     Nun  ist: 

0M   ,      ,    du   ,  ot-   ,  8i'   , 

du  =  ;r—  rfx  4-  r—  dy  =:  TT-  »J*^  —  ^^  "2/- 
8a;  Oy     ■'         dy  cx     " 

Führt  man  auch  hierin  wieder  t  für  y  ein,  so  wird: 

dv  __     _,  /•  d<f>\      dv_  ^^^drp 

Belrachtet   man   hierin    zuerst  t  als   unveränderlich   und   integrirt 
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dann,  so  ergiebt  sich:  nu  =^  \{l  -\-P)  -^  —  nt<p\x'^  +  A,   wo  J. 

in  Bezug  auf  x  constsmt  ist,  aber  eine  Function  von  (  sein  kann. 
Differentiirt  man  dies  und  vergleicht  den  sieh  ergebenden  Werth 
von  du  mit  dem  vorigen,  ao  erbält  man : 

oder  mit  Eücksioht  auf  die  Bedingung,  welcher  (p  genügt:  -— =;0, 

d.  h.  Ä  ist  eine  eigeatliche  Constante.  Dieselbe  braucht  jedoch 
nicht  gleich  Null  zu  sein,  vielmehr  hat  sie  einen  bestimmten,  aus 
der  Form  der  gegebenen  Function  f(x  -{-  iy)  resultirenden  Werth. 

Es  ist  also:   nu  =  |{1  "H  '^)  "37  ~  ntfpl  a;"  +  A,  oder  mitRück- 

■  1  i       r  T    iir    11  dv  dv  dv  d-v  dii 

Sicht  aui  die  VVerthe  von  ;r— ,  7;—  :  A  -f-  x y  ^r-  =A  +3:  :r— 

dx  c-y  dy       "  ox  da-- 

~\-y  TT-  ^  «w,  d.  h.  M  ist,  abgesehen  von  einer  additiven  Constan- 

ten,  ebenfalls  eine  homogene  Function  wter  Ordnung.  —  Hieraus 
kann  man  auch  leicht  ableiten,  welche  Form  f{x  -(-  ip)  haben  muss, 
damit  v  eine  homogene  Function  nter  Ordnung  sei.  Dana  ist  näm- 
dv 


\:dx^  dx) 


lieh:  nv  =  X  ;r~  -\-  V  TT-,  daher  n (u  A-  iv)  :=  A  4-  x 
ex  cy 

und  hier.™  folgte  /  (j)  +  i  j)  =  ~  4  +  _B  («  +  ig):  ■ 
Ist  w  =  0,  so  genügt  9)  der  Bedingung: 

also  ist:    q>  ^=  A  -\-  B  arc  tang  t,  somit  v  ^=  A  -\-  B  arc  tang  —■ 

„  .      ,  3p  ,  dv  ,  „  xdx  4-  ydy      ... 

Ferner  ist  du  =  ^  dx  —  ^  dp  =  £     ■■■„    --;— ,  mithm: 
cp  ox  x^  -\-  y^ 

u=0-\-BJo(j{x^-\-y^yi^,  und/(a!  +  i^)  =  a  4- BJog{x-^  iy). 

7.  Aufgabe.     Ist  tn  die  trigonometrische  Tangente  des  Win- 
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kels,  unter  welchem  die  Kreise  yoii   den  Trajeotorien  geschnitten 
werden,  so  ist  die  Gleichtmg  dieser  letzteren: 

^c<l  (l*+  ^^)''^  =  marctang  -c  ~\-  ^  (Logaritlimische  Spirnlon). 


Vormiaehto   Aufgaben. 

1.    (1)  ,,=  c.  {?iii?-!5-J?)  + (4  {"^ -=!?)■ 

(2)  Entweder  wende  man  §.  67  an  oder  man  setze 

0 
Miin  crliiilt:  y  =  —- — , r- 

.  ,  ^y  ä^y         dp      ■,  ■, 

(3)  Man  setze  ~  =  v,  —-^  =:  «  — -  und  dann  »  =  yu. 

Dadurch  erhält  man  die  Gleichung:  -^  +  M"    ,  V"!  =  *>»   als« 
y  1  -h  W  -f  u* 

!og  if  -\-  -  hg  ()(■!  +  mM-  1 )  +  ^  «i-c  tcm -ij-^ —  =^  ö.  Hier- 
aus bestimmt  sich  ?[   als  Function   von  y,   somit   durch  dx  =  — 

yu 

ftoeh  X  als  Function  von  y.  —  Oder  mau  setze  einfacher  jj  =  e« 

and  —-  =  V,     so  wn-d:   dx  +   ^    .      „   , — 7  =  0,     also 
dx  1  -1-i'ä  +  t;* 

arctang -^  ^  C  —  SVar,  oder      _    ^  =tang{C — 3'^»a:); 

hieraus:  «  =  —  ^  3^^  cot  {G  —  i'-'-' x)  ±  jl  -\-^cdHG~^'''x)\    ■ 
Demnach   schliesslich: 


(5)    Setzt  mau  x  ^=  e?\  V  ^=  —■,  • 
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/„  dz\  d'^e        /d^y     ,      „„     de  „  ^     dp 

{^'-ä^)d¥^=  U)  '  ^'^°  ''''  Ji^^^  ^'^-^'^  d-.-^'' 


s  T=  j)  -f-   Cp^.     Hieraus  durch  Differentiation  nack  '&: 

^*  =  ^  4-  2  C(fi>,  also  *  =  %  Ci  +  iog'j)  +  2  Ci>. 
Mau  hat  also  «  und  ^  ausgedrückt  als  Functionen  von  p  und  damit 
Müh  a;  und  y,  und  war  wird:   x-=  Cipc^'^^,  ij  =  ^-^^  e"^«^". 

(6)    Man  setsie  w  =  -: ■  Es  wird: 

Äcosmx  +  Bsiftmx 


(7)  Man  kann  die  Gleichung  in  der  Form  achreiheu: 

Man  findet :  (x  +  y^  =^  6\  x'^  +  C^. 

(8)  Auflösung  genau   so   wie  in   §.  54,  3.  Aufg.  Nro.  (3). 
Allgemeine  Lösung:  Cy-\-  C\^=^e''^,  singulare:  y  =  na  shi— — — ■ 

(9)  )/  =  B  +  (A~Bx)colx. 

(10)  Setzt  man  ^=^p,  so -wird 
welche  Gleichung  zu  den  in  §.  liJ  hehandeltcn  gehört. 

2.     Für  y  =  u  -{■  —  geht  die  Gleichung  üher  in : 

S.tet  „.„:  .  +  ;jj  =  0,  .1.0  -  +  „  +  -(_+  .)  =  „,  , 

wird  sowohl  diese  Gleichung  wie  die  vorige  befriedigt,  wenn  nia 
V  =  Ä cos {x-\-(i),  u=:A sin {x  +  a)  nimmt.     Daher  ist 
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!  X  \ 

^ie!)t    dann    für 


Die  Variation    der   Gonstanten   ergieLt    dann    für    die  zweite 
Gleidinng  das  Integral: 


"(^  +  ?> 


3.  Man  siibBtituire  y  ■=  — -  v.    Es  wird ;  y  - 

Um  aber  die  Methode  der  Variation  der  Parameter 

den,  mu33  man  ein  particulares  Integral  der  Gleichung  kennen.   Ein 

solches  ist  e"^,  also  y  ^^=  Cc"^.    Betrachtet  man.  C  als  Function  von 

.   ,    ä>C   ,    2  dC        „     ,       „        ,    ,    B 

X,  so  wird :  -T—^  -i ;—  =  0,  also  V=^A-\ — ~  ■ 

dx^    '    X  dx  '     X 

4.  Setzt  man  y  =  e''^,  so  wird: 

«2  ^^  +  «1  A  +  «a  -j-  a;  {tj  A^  -|-  6i  A  -|-  !)„)  ^  0, 

oder:  «^  A^  +  Oj  ;i  +  a^  =  0  und  63  A^  +  &i  ^  +  Iio  =  0.  Sollen  diese 
Gleichungen  eine  gemeinsame  Wurzel  hallen,  so  muss 

fön  61  —«i^o}  («i&ä^  a2!)i)  =  (ao6j- — «abn)^ 
sein.     Ist    diese  Bedingung  erfüllt    und    A  jene  gemeinschaftliche 
Wurzel,   so  ist  y^  =  e^""  ein   particulares   Integral  der  gegebenen 

Gleichung.  Setzt  raaa  sodann  y  =:  e'"'- s  und  —  =^  m,  so  erhält 
man  für  u  die  Gleichung:  —  =  — ^2  A  j."! +.^lf  V^j;.  Ist  hierin 
(»ä^O,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

log u^log  C- —  {2  X  +  ii) x  "\-  (i loci  (a-i  +  h  x), 

ako:  y  =  e'^{C,+  C  f  {a,   +  l-^xf  e-^^>-^'^^-dx\,    wo     ^  ^\, 
oA  —  Witj  .^j^     j^^  ^1^^^,  65  =  0,  so  folgt: 

n).o,,=  .^MC,  +   C/e   ^       "^''      '"'     dx\- 

(Schiömilch,  Comp.  d.  höheren  Analysis  Bd.  II.) 
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5.  Allgemeines  Integral:  )(  ;= -_____.  "[>en  angegebenen 

Bedingungen  wird  genflgt,  wenn  man  J.  =  1  und  B=  —  1  setKt. 
Dnnn  ist   u  ^=^  twiig  —  • 

all  ä-ii 

dy 
ist:  j|2^  y'^  jl  —  (- )        +   C,  xmA  da  für  X  '=  Q    auch  p  =:^  0 

und  y^a  sein  soll,  so  folgt  C  =  0,  also  p=  y  !  1  —  (|)  |  . 
folglich:   C,  u"»=  j '    ' D«  ä/  =  »  irt  für  X  =  (l, 

so  irrasB  C,  =  —  1  TOi 

6.  Ist  f/i    das  beiden  Uleiciiiingea  gemeiaaame  Integral,    Bo 

findetmau:  ä/i  =  Ce  .    Somit  ist  nach  §.  65  das  vollstäii- 

dige  Integral  der  ersten: 

/•«-«'„,  (         r  r(,s=«^-r\„  1 
■''-'■    U  +  bJ /'•'■-'"     ^    d,)' 

Setzt  man  dea  Wertli  von  yi  in  eine  der  beiden  gegebenen  (Jlei- 
chungen  ein,  so  findet  man  als  Bedingung  dafür,  dasa  beide  ein 
gemeinschaftliches  Integral  haben,  die  Gleichung: 

iL  /i- ^\  _  /9  -zl^'Yj.  pq'-p'q 
i'  —  p' 


das  der  zweiten : 


7.    Set^t  man:  P,  =  ^  +    j^^-j;    +    ^,     so    muss 
nach  §.  68  die  Gleichnng  stattfinden: 

(A-t-jt'-^a,  B+S'  —  6,  C+  ci_c,  üß~i  (o  — Ii  — t), 

2  ^  '■  2  ^  ^^x-a  x-h'  x-cj 
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Dieselbe  -wh'd    erfüllt  sein,    wenn    sich   Ä,  B,  C    den    Gleiuliungeu 
gemäss  bestimmen  lassen : 

A  +  A^  —  a,  B  +  B^=^b,  C+  6''  =  c,  2BC=a  —  b~c, 
2C-i  — b  — c  — n,  2AB^c~a  —  i>- 
Setzt  man  äin  aus   don    drei  ersten  sich  ergebenden  Wertte   von 
A,  B,  C  iu  die  drei  letzten  ein,  ao  findet  man  aus  jedo]'  die  Bediü- 
gun  gsgleicluiB  g : 

(«+ir+(>+r+('+iM- 

Ferner  ist  alsdann : 

Scbjieaslicli  wird : 

v^(x-  «)-A  (^  _  i)-B  (^  _  c)-o  I  a,  +  (\  f(x  -  a^^  (X  -  hf'^  X 

8.    Es  milsson  m  und  n  der  Gleichung 
(m  -[-  n)iin-\-n —  l)x'^-'i-2(m,i-{-na){m-\-n —  l)x^  m(m —  1)1)* 

genügen.    Dies  ist  der  Fall,  wenn  m-\-n  —  l=^0  nod  m(m  —  l)b^ 
+  2mnah+  (n  —  1)  n  er  =  h'^  ist.    Setzt  man  j  1  -{■  (^^Y j '  ^^^^ 

so  folgt:  m=  y  {li  ^0.  '*^=o  (1  +'^)-    Somit  ergiebt  sicli: 

,=  |(.  +  „)(.+»)|v,{x(|±|)     +B(i+i)    J. 

Setzt  niaa  in  der  zweiten  Gleieliung  ebenfalls  2/=^  (a!-j-'*)™{^+'*)"i 
so  wird  die Gleicbuag  zwischen  «s  und«:  |2  (m+«)  (2m+2«+  l))»^ 
+  |8(m-|-»)  (m6+)J«)  +  (2m+ 1)«  +  (2  m+im-  \)h]x-\-{im^l)h^ 
4-  (4)i4-l)(2m+l)a;»-|-2«(25i— l)«ä~o.  Derselben  wird  genügt 
.„^  .,„=__-,  „  =  _. 

Daher  ist  ;?/  =  (*  +  o)-^'  [^  +  P  (a;  +  hf/^}. 

Setzt  man  ebenso  in  der  1.  Aufg.  des  §.  68  ?/  =z  3;"' 1  ( — .r)", 
somnse  sein:  (m,  +  ,»)  (m  +  m  —  1)  ai^  —  2  {m  (»*  +  «  — 1)  +1!^ 
+  w(m  —  l)t=0,  woraus  folgt:  )W=—)i=  +  1.    Man  erhalt  also 
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9.    Man  fietae  in  der  ersten  Gleii^huug  x  ^  —, 


iultirenden  Gleichung  s=:  — ,  so  fjelit  die  Gleichung -j—^  =  a3;"~^j 


in  -T—  =  ati'~"'~'^%  über,  tat  daher  s^^=(f!  (x)  ein  Integral  der 
ersten,  so  ist  ^  ^=  «^  (  — 1  ein  lutegm)  dei'  letateron.  Für  das 
liel  ist  n  =  2,  ferner  das  Integral  von  -7—^  =  Äe : 


dx^ 


.(C^-Vc./.) 


in  der  resvtltirendeii  Gleichung  a  = -v-      ,   so  orgiebt  sich: 

(...+^.g=S*(?ii^). 

Ist  daher  ä  ^  fp{x)   eine  Lösung  der  gegebenen  Gleichung,  so  ist 
{;  =  {pu  -\-  d)  ipi — -  \  eine  Lösung  der  transforniirten  Gleichung. 


Durch  die'Substitutionea  x  =  —„.—  ^7;  = 

geht  die  Gkiohuüg  in  Nro.  8  über  in:  ii^  ~-  =f^— ^V.  e, 
aus  dieser  folgt,  wenn  man  jl  +  (7^;^;")  1   =  ^  setzt: 


mithin  erhält  1 


ic  +  ö 


B       ^i  +  iiy/.'!     , 
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1 1.  Durch  die  Substitution  a  -\~bx  =  e^  erhält  maa  eine 
Gleichung  mit  constaiiten  Coeffioienten,  die  nach  den  §§.  43  bis  iö 
zu  behandeln  ist,  odei-  mau  aetae  a-\-hx  =  t  und  verfahre  nach 
den  §§.  47,  48  resp.  wende  die  Methode  der   Vaiiatioa  der  Para- 


12.  Man  aubstituire  tf  =  i),e-'/if(iX.i-a)ä^^  jj^^^  wird: 

also,  wenn  (t  ~"  '*)    =^  ^  i^t;  ^  =  Äe'-'''  +  Be—'". 

13.  Man  setae  y  =  pi  -\-  z,  so   bestimmt    sich  B   durch  die 
nach,  g.  15  integrable  Gleichung: -^  +  2  (/,Zi«  +  Xt  s2  =  0.  —  Für 

ist  yi  =  ■ — -,  also  ~ 1-  2tangx.s  \- sinx.e'-^=0, 

3  cos^  X 


14.    Man  eliminire  aus  den  Wcrthi 
stauten  Ä'  und  B'.    Dies  giebt: 


F(x) 


dx-'      hiVi  —  ViVi 


J'W +  ('»-!) 


äF{x)\ia 
dx    )  dx 


Es  ist  aber: 

dl 
1  Texte  angegebene  Gleichung. 


bestimmte,  nicht  versch'windende  Constautc  ist.     Kehmen   wir  an, 

sie  sei  positiv,  so  ist  t/i  -j-^  —  y-i  -z-^  >■  0,  es  können  daher  f/i  und 
dx  dx 

-~i  nicht  gleichzeitig  verschwinden.     Dasselbe  gilt  von  »/^  ußd--j-^' 

Ist  nun   j/j  =  0  für  a^  "  a  und  x  =  b,    wa  b>  a,   so   folgt    aus 
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obiger  Ungleichheit  in  beiden  Fällen:  V-i-j^  <  0^   A,  h.  es  sind  j/j 

und  -r-i  Ton  entgegengesetztem  Vorzeichen.    Wächst  aber  x  von  a 

bis  b,  so  miss  natli  einem  bekannten  Ssitae -; —  fiii'  einen  gewissen 
dx  ° 

Werth  X  ^  K  innerhalb  dieses  Intervalls  sein  Zeichen  ändern ; 
folglich  muss  anch  j/j  sein  Zeichen  ändern,  bevor  iC  gleich  h  gewor- 
den ist,  d.  h.  es  verschwindet  2/2  fftv  einen  Werth  von  ,x,  der  zwi- 
schen zwei  auf  einander  folgenden  Wnrzeln  a!  =  a  nnd  x^h  der 
Gleichung  y^  =  0  gelegen  ist.  Ebenso  giebt  es  zwischen  zwei  auf 
einander  folgenden  Wurzeln  der  Gleichung  j/j  :=^  0  einen  Werth, 
für  welchen  j/i  verschwindet.  Es  verscliwinden  daher  ^i  und  j/j  bei 
wamsendem  x  abwechselnd  nach  einandei'.  —  Wie  leicht  einzusehen, 
gilt  dies  aber  nur,  so  lange  f/i  and  y-i  endlich  und  stetig  bleiben. 
(Sturm,  Cours  d'Anal.  Bd.  11,  S.  139.) 

16.    (1)    y  =  C,_cosec  &-\- C■,eof.&  —  ^■  —  2cot~lücJUos''-y 
(Vergl  Nr.  ß.) 

lungen  von 

,     1  ^^(^ 
~'~  2      dz 

r      dx 
J   {<p(x)Y7^ 

,  wo/ 

hinti 

.y  =  Ae"^  +  Ji<r''\  wo  (  r=  J-- 


(3)    Bei  Gleichungen  von  der  Form 

setat  man  zweckmässig  /  ttttttüs  ^^^  '■    üadiircli  gelit  diese  Form 

""  dt' 
dass  man  für  x  seinen  Werth  in  t  setzt.  —  In  unserem  Beispiel  wird 


Uebri- 


gens  geht  diese  Gleichung  aus  der  vorigen  hervor,  wenn  n 

—  statt  X  setzt, 
X 

(5)    Setzt  man  y  =  ^-^  v,  so  folgt; 
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hierans : 

"-^-  +  *^'-+Mä»Vi: 

■  j;'+'. 

(6)    M»n  .eU.  !/  =  («-  »)'  («  +  as)"  , 

und  bestimme  1  imd 

^ 


17.  Die  Eelatioii  zwisohea  Q  iiuil  B  lässt  sieli  in  der  Form 
schreiben:  3-  ( ^  )  =  1,  also:  Q  =:  {x  -\-  a)  R,  wo  a  eine  be- 
stimmte  Coiistante  ist.    Die  gegebene  Gleiobung  ist  also; 

-^^ +  -{<«+<■)§ -»!=»■ 

Setzt  man  ^j  =^  (x  +  a)u,  so  erhält  man: 

oder:  11  ^  A. -\-  B  j  ---^ii  clx.  —  Da  jene  Relation  sicli  auf 

das  Verhältniss  p  bezieht,  so  wüi'ile  die  Multip]  ication  der  Gleicbung 
mit  einem  Factor  awecMoa  sein. 

18.  Setat  man  zui- Abkürzung  (c"- —V)'/^  —  c  =  2  c a,  (c'^ —  hf/^ 

4-  c  =  2c ß  und  swbstituirt  man  w  :^^=  y rj  i>,  so  ei'Iiält  man 

'^  ^        (2c  — a;)? 

für  V  eine  exacte  Differentialgleichung,  deren  Integration  giebt: 

dx  2cx — x'  J  x" 

und  liieraus: 

iB«"        \         J   {2c-~xfl^\      '     J  x"  /      ] 

(Stokes,  Cambr.  Pliil.  Tnina.  Bd.  8,  "i.  708.) 


yGoosle 


Anliang. 

19.  Sotze  ^  =-■     [Vergl.  Ni-,   U,  (3)].     Es  wird: 

y  =  Ä  COS 1-  B  sin  —■ 

20.  Ti'aüsformii't  man  zu  s,  so  geht  die  gegebene  Gleichung 


T^l^-)  +:r\-r-^  +  ^-j-)+  '22/=o,  somit  u 

|L^  +  p^  — jr(^)^^y  =  0,    also    nach    der  2.  Aufgabe   dos 

§.67,S.5l7/d2e-/*'W'''=:/(?xe-/^*%  und  ferner  ^ -=  *(s)  (^V 
oder:  §(3/^^^^  g,(^j  ^2/^^«=, 
Für  das  Beispiel  ist 

P=-i,  «  =  ..(.--»') 

und  F{«)  =  -,  demnach  ä^  =  e''''^  und  0(2)  ^^  1  —  — ,  waamit 

dem  Werthe  von  C&  («)  in  der  zweiten  Gleiclrnng  übereinstimmt. 

-  d' 

2] ,    Setat  man  n  =^  e" .  0-^  tv,  so  wird  ^*  j^  =  (B'  —  A)  w. 

(Vergl.  Kr.  9.)     Dahev,  wenn  (S^  —  ^)'/'  =  «  ist, 

Soll  nun  die  zweite  Gleichung  in  die  erste  tranaformirbar  sein, 
so  muss  nach  §.  64  die  Bedingttng  erfüllt  sein : 

woP=^+-^,  Q  =  Ji,  B=^  +  -.  S:=-,   ist,   und  dies  ist 

der  Fall,  wenn  £'ä  =  4£^  —  4  A  +  f(  ist.     Zwischen  y  und  v  be- 
steht die  Gleichung : 


"m"" 


22.    Die  transformirte  Gleichung  ist: 
dx'^        \dxj  dx     dj: 
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Setzt  man  die  rechte  Seite  zunäciiat  gleich  Null,  so  folgt  nach  der 
1.  Aufgabe  iu  §.67:  «  —  B  +  loff(A.  +  afPdx).  Wendet  man 
nun  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  an,  na  erhält  man 
die  Gieiciiungen  t 

-^ — r^—. 7-^r; ;-  ^  0  und  -z-  =^  —  aP(A  +  a  I  I'dx)\ 

da:      A  +  ayPrfiC  dx  cU  ^      \      j         /  ^ 

aus  denen  folgt; 

Demnach ergiebfc sich:  s^^Oj  -\-log{ifi/P^'' —  6\  e""-''^'*^)  und  end- 
lich: y  =■  CV-^^''*+  Q"(r-^«fFdx_  _  -vvgit  einfacher  gelangt  man 
Eum  Ziele,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  nach  §.15  so  auf- 
löst, als  ob  P  die  gesuchte  Function  wäre.     Es  folgt  so : 

C^y=:a3(C-|-2/')P3  und  daher:  2/=:Ci  e"/^'*'" +  0^  e-«/''''*  oder 

man  multiplicire  einfach  mit  -rr;  -;-  ■ 
'  Pä  dx 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  y  =  P''^ii,  in  der  zweiten 
v=^iie~-''-'^^^,  so  erhält  man  jeclesmal  die  Gleichung 

dx^~'2  ^\%\P   d3>)       dx\Pdx)^  -^l' 

naher  ist:  m  =  p-%(C'e''/''«=^  +  Cr""-^?"'')  xmd 

23.    Sind  «  und  /5  wülkürlioho  Constantcn,  so  Ist  nach  §,  67 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  in  6:  Ö  =  .     _    ■.a__03j3' 

Da  nun  ß  die  Schwarz'sche  Abgeleitete  von  y  nach  x  sein  soll, 

so  erhält  man  y  mittelst  der  Gleichung  y  =  —,  wenn  i\   und  v^ 

zwei  TOn  einander  unabhängige  particuläre  Integrale  der  Gleichung 

^''  +  i<J«  =  0oder^-77 \f     ^„„y^Osind.  Man  löst 

dx^  ^  2  dx^      \(x  —  B)ä  —  j33|s 

diese  Gleichung  nach  der  Methode  des  §.  68  und  zwar  ist 
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Hieraus  folgt;  «  =  — -, ,    n..,  i    ^  , T"       ^^      '   "'   '^' 

äi,  ya-  ^ä  willkürliche  Conataaten  sind,  so  kann  man  Merfür  auch 
schieben,  9  =  ^qr^i^ö^- 

24.    (1)    y  ^  C;c.    (Gerade  Linie.) 
(3) 

(3)  (S+C)l(!J+C)'-i."|''.- 

o=!oj{!/+C-[(ä)+C)>-o']»|=2«(»+C,). 

(4)  9  +   C,  =  I  \i^+  '       '   )■  (Keltenlinic.) 

(5)  (C  ^  %fl.  +  j"'.  =  C,'.'.. 

(6)  ic  +  C  =  ^  ('s  '    +-  e      '   )■  (Kottolllinie.) 

P)    g-l ) 

In  allen  diesen  Aufgaben  sind  die  willküi'liolieu  Oonstaaten 
derart  zu  bestimmen,  dass  der  vom  festen  Punkte  A  aus  gemessene 
Bogen  aucli  wirklich  die  in  der  Aufgabe  dargestellte  Dediugung  erfüllt, 

25.  Die  allgeraeiae  Gleicliung  einer  Parabel  ist:  (ffla: -{- Iij/)^ 
+  2«3:  + 2^1/ +j'  =  0.  Soll  die  Parabel  die  Coordinatenachsen 
berübren,  somuss  a?-=^y(^,  ß^=iy'b^  sein,  und  soll  die  Berübrunga- 

Behae  eine  coiistante  Länge  l  baben,   so  muss  — r  -f-  77   ^  P   sein. 

Eine  weitere  Gleicliung  erlialt  man,  wenn  man  die  Pai-abelgleichuag 

diSereotürt.     Dies  giebt:   ax  +  b^  =^ — -■  ■■    ■      Aus   diesen 

fünf  G-leicbungen  sind  die  Consianten  a,  1?,  a,  ß,  y  zu  eliminirea, 
wodurcb  man  erbalt:  (px  —  ti)*{x^p*  ~\-p^:=Px'^y^p^.    Setzt  man 

X  =  i\V  =  71^  und  ^^Pu  so  Mgt:  7}=  p,S-l'''  ^^  jf'j,*)V,  ' 
und  bieraus  c|  —  ij  =  cJ'ii(l  .^  (-iyA  oder  in  rationaler  Form,  und 
wenn  man  c^  =  cota  setzt: 

(z  —  y  tanga)^' — 21  sin  « (a;  + «/ toij;  tx)  -f-  l^  sin^  0!:=0. 

Ist  die  Berübmngssebne  niobt  von  conatanter  Länge ,  so  bat 
man  a,  b,  a,  ß,  y  hik  den  Gleicbungeu 
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AuflÖaiinsoii  rler  Aiifffabeu. 

__  _  n  «  — ., 
Man  erhält  dann : 

26.  Bio  Differentialgleichung  der  Curve  ist: 

Ein  erstes  Integral  derselben  ist,  wenn  —-=  p  gesetzt  wird: 

Für  arc  tang  j?  =r  r  erhält  man  die  beiden  simultanen  Gleichungen 
der  Curye: 

X  —  a^=-  C e^''(ncosT  -^  mit),  y  — &:^r  C (f'lnsinx- — coa  z). 
Die  CnrYe  ist  eine  logarithmische  Spirale. 

27.  ffiramt  man  die  Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte 
zur  a;-Achse,  ihre  Mitte  als  Cooi-dinatenanfangspunlit  und  setzt  die 
Entfernung  beidei'  festen  Punkte  gleich  2  e,  das  Product  der  von 
ihnen  auf  die  Tangenten  gefällten  Lothe  gleich  b*  und  endlich 
62  _|_  e^^^n*,  so  wird  »/  =:px-^  (b^  +  a^jo^Vt,  daher  als  allgemeines 

Integral:  »/  =  Cx  -{■  (b^  -[-  (^^  C^)'-*,  als  singuläres:  ~ä  "t*  fj  ^^^  ^■ 
Liegen  die  festen  Punkte  anf  verschiedenen  Seiten  der  Tangente, 
so  ist  —  ö*  an  die  Stelle  von  b^  aa  setzen. 

28.  Bezeichnet  p  den  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der 
gesuchten  Curve  und  <p  den  Winkel,  welchen  derselbe  mit  einer 
oonstantpn  Richtung,  die  wir  als  ic-Aohse  nehmen,  bildet,  so  ist 
dx  =  ^  cos<pdq>,  dp  =  Q  S'ntp  d<p.  Sind  pi  und  ^ij  die  Coordi- 
naten  des  dem  Punkte  (p,  (p)  entsprechenden  Punktes  der  ab- 
gewickelten Curve,  so  ist  9i  =^  9  +  ^  >  daher  äq)i=dq>,  und  da 

das Bogeiielement  der  Abgewinkelten  gleich  dp  ist,  so  ist(|p;=:pi  dqp. 

Ist  die  abgewickelte  Cnrve  der  ersten  ähnlich  und  n  das  Äehnlich- 

.    do 
keltsverhältniss,  p"  "I-    "-  —  «"    ■"■'■"•^  — - 
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Anliang. 

Mithin  wir 

■i:  li»  =  ce" 

''COS  (prfij^,  (?;/  =  re"^  ^hiipäip. 

Hiprftus 

folgt : 

ü  — 0=- 

-^e't{ncüs<p  +  sm^). 

-  POS  qj), 

die  aimultaneu  Gleichungen  einer  logarithmischen  Spirale. 
29.    Die  Diiferentialgleioliung  der  Curve  ist: 

■woraus  folgt:  x  —  a  =  h''f{y"—l}')~'^^dy.  Setzt  man  j/^w^,  so 
wird:  X  —  a  =  —  h"/  u^     (u — b")~'^  du,  und  hieraus  sieht  man, 

dass  sich  die  Integration  in  endlicher  Form  wirklich  ausführen  lässt, 
wenn  »eine  ganze  Zahl  ist.  Ist  n=^2,  so  wird  (x-a)''  =  il>('y-b), 
die  Gleichung  einer  Parabel.     Istn.  =  —  2,  so  wird: 


X- 

-az=^arccos  -y^-  (^^-J/*) 

die  Gleichung  ei 

ner  Cycloide.     Für  «  —  1  erhält  man 

-ir+r-), 

die  Gleichung  ei 
+  j,»  =  b\  die 

ner  Kettenlinie,  nnd  für  m  ^  —  1  wi 
Gleichung  eines  Kreises. 

30.    Bezeichnet  m  die  trigonometrische  Tangente  des  Schnitt- 
winkels, so  sind  die  Grössen  a  und  1)  aus  den  Gleichungen 


-,+ 


If 


KU  eliminiren.    Man  erhält: 

['mx  +  y  +  (^ny—x)p}  ix—my-^imx  +  p}p]  =  e'  (m—p)  (1  -|-  mp). 
Setzt  m&nx  —  mi/  +  (mx+y)p  =  M(l  +  mp)  und  M[mx-\~y 
-f-  (fUft  —  x)p}  ■=^  c^(m — p),  und  eliminirt  p  aus  diesen  beiden 
3  folgt :  (x^  +  y^  +  e^)  M=  x(W  +  e^).  Differentürt 
1  diese  Gleichung  und  eliminjvt  man  dann  aus  der  dadurch  ent- 
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stehenden  (jleichung  un  1  ins  irgend  zwei  der  letzten  drei  Glei- 
chungen die  Oroasen  y  und  jj  so  erhalt  man  eine  Differentialglei- 
chung zwisch  n  ]U  und  i"  die  '.ich  dii^tellen  lässt  in  der  Form: 


mdjxM) 


w.  +  i 


und  die  integrirt  giebt; 

1  -  (i  -  ^')"' 

Hierin  hat  man  nur  noch  für  M  seinen  aus  der  Gleichung 

{x^  + 1/2  +  e«)  M=  X  (M^  -\-  e^) 
sich  ergebenden  Werth  einzusetzen,  um  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten  Curve  2U    erhalten.      (Mainardi  in   Tortolini's   Annali    di 
Scienze  Matematiche  e  Fisiehe,  T.  1,  p.  251.) 

3:.  (I)  I'  +  ^'  =  c,. 

(2)  1(1  -  |')V.  -  ^  (1  —  ^')''.  +  arc  a«  |ä(l  -  r,')''. 

-l(l-W-)  =  0. 

(3)  Die  Differentialgleichung  der  Trajectorie  ist: 

ds       ii(2S=— ^i) 
Hierin  setze  man  ij  ^  |«(.    Dann  wird: 

J   (l-»)(l+«  +  3«'  +  »>  +  »') 
In  diesem  Integrale  suhstituire  man  m  -| ^=  g ,    dadurch  erhält 

2    ^v  ,        2^+i 

—  —  ■  $'■'  arc  imig  — -^ — , 

somit,    A&  S  ^   —z ist: 


yGoosle 


544  Anhang. 

(1)    Die  Differentialgleichung  der  Trnjeetorien  lautet: 

wenn  2  a  die  Entfemung  der  beiden  festen  Punkte  bezeichnet,  die 
Verbin  düng 'ilinifl  derselben  als  x  -Aahse  und  die  Mitte  dieser  Ver- 
biadiingslmip  als  Anfangspunkt  genommen  wird.     Setzt   man  dana 

,0  ^^ 

and  es  wird:  |^  —  *!^  +  C^tJ  ^^  e^.  Die  orthogonalen  Trajectorien 
eimerSchaarconfociiler  Cassin  t 'scher  Curveu  sind  daher  gleichseitige 
Hyperbeln,  welche  denselben  Mittelpunkt  haben  wie  jene,  und  deren 
Achsen  sich  der  Lage  und  Grösse  nach  ändern. 

32.  Es  soll  sein:  xjy'^dx  =^  ^yfxydx.    Hieraus  folgt: 

fix''      X  dx       y  \dx)         ' 
lind  daher  nach  der  2.  Aufgabe  in  §.  67:  ^—  ^  =  1.   DioVeri- 
fication  steigt,  dass  A=\.—\    ku  setzen  ist,  deinimch  ist  die  Glei- 
chung der  Curve :[  —  1    —  [  —  |=:1. 

33.  Um  derartige  Probleme  zu  losen,  bemerke  mau,  dass, 
wenn  STS  die  gegebene  Curre  darstellt,  welche  auf  der  Geraden 
OX  rollt  und  dieselbe  in  T  beriUirt,  ferner  AFC  die  vom  Pole  P 
beschriebene  Curve  ist  und  sodann  OX  als  3>- Achse  genommen,  also 
OM  =^  X,  PM  =  y  gesetzt  wird,  die  gerade  Linie  FT  ein  Eadius- 
vector  der  gegebenen  Curve  und  zugleich  Normale  an  die  gesuchte 
Curve  ist.  Sind  daher  r  und  ft  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  T, 
so  ist  zunächst  die  Gleichung  der  rollendea  Curve  dadurch   erfüllt, 

also  (1)  F(r,ft)  =  0,  und  ferner:  (2)  r  =  2/(l  +p^)'A,  wD^)  =  ^■ 

Da  nun  PM  senkrecht  auf  der  Taugeute  an  die  gegebene  Curve 
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und  zugleich  Ordinate  y  der  gesuchten  Ciirve  ist,  so  ist  weiter: 
(3)  r'>dQ-^y  (dr^  4-1-3 (/#ä)%.  4tj3  (i)_  (3j^  (gj  [.^^  ^^^  scbliess- 
lich  die  Grösseji  r  und  &  zu  eliminiren,  um  die  Gleichung  der  ge- 
suchten Gurve  zu  erhalten.   —    In  unserem  Beispiel  ergiebt  sich: 

y  =  a{\  +^3«)^'"  ,  oder  dx=  j^^V-'"—  tj      'd»/.    Ist  m  =  i-, 

so  wird  y  =: —(e  "     -\- e       "    y    Die  beschriebene  Curve  ist  also 

eine   Kettenlinie,    die  vom  Brennpunkt  einer  Parahel  heschriehen 

wird.    Ist  m  =  2,  so  wird  x  —  h^a"    1  . ■■  ■  ■  ■  ■-■-yr  ■       Die  Curve 

ist  eine  sogenannte  elastische  Curve,  die  vom  Mittelpunkte  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  beschrieben  wird.  (Freuet,  Recueil  d'Exer- 
cices  p.  365.) 


34. 

Differentiirt  man 

die  Gleichung^ 

=  9 

(^. 

!/,  C 

)  nach  ai, 

80  wird: 

<p,  also 

1 /(».»)  = 

+ 

dy 

q>.  Diffe- 

reutiirt  i 

nan  dies  in 

Bezug 

auf  c,  s 

0  ergiebt  f 

sich: 

0  = 

''  dxdc 

:  +  ll 

''Icl- 

d    /dtp\    ,     d    /?:<£      \ 


Dies    ist    aber    die    Bedingung     dafür,    dass    der    Ausdruck   j—  dy 

—  — — q>dx   ein    exactes    Differential   ist.      Man    erliält    daher   als 
Sc   ^ 

Integral:  /  ~{dy  —  (pdx)  =  C. 

Differentiirt  man   ^—  y  (p  {x) -{- ci>  (ii'),  so  folgt: 

~=2/(g>'  +  <p')  +  ci'pjp-iri''), 

also  «/  (1.  +  2  tmig^x)  =  y  {tp''  -\- fp')   -)-  c(q)^  -f  ili').    Dilfereutiirt 
man  diese  Gleichung  nach  c,  so  erhält  man : 
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also  il>(i«)  =  c-/y(*'''*    femer:  (p^  -\-ip'=:l  -\-2tmg^a;,  also  q)(x) 

=  tangx  an&  fix)  =  cos  x,  somit  ^  =»/  lang  x -\- c  cos  x.    Dem- 

fcos  x{dy  —  ytangxdx  —  c  eos  xdx)  ^=  0 

=:/{cos  X  dy  —  ysm  x  äx)  —  cfcos^xdx, 

und  sdiliesslioh :    y  <:os  X  —  -  c  (x-\-sinx  cosiv)  =  C. 


V.   Capitel. 

§■  83. 

2.  Aufgabe. 

(1)  Setzt  man  xy  =  M,  so  geht  die  Gleicliung  üter  in 

dx* 

st  also  urr=  A  und  |;  =  -S  füf  X  =  ii,  ^o  folgt : 

I  1  14  14   7  \ 

u^^y^A\l-~(cx)^+^{cxY^'-^icxy^■■■■^ 

(2)  y^A  |l  — ^+  3.4,7.b""  3.4.7.8.11.12"'        I 

-i- Ba:  |l  —  ~  + -^^^^ ^^^^^^^ +■■■!■ 

^         I  4.5^4,5.8.9        4.5.8.9.12.13^       ) 

3.  Aufgabe.    Die  angegebene  Lösung  erhält  man  bei  der  An- 

labme,    daaa   y^^A    sein    solle   für  ^  =  0.     Es   ist   dannlr;— 1 

\dx/Q 


1.  Aufgabe.    Set2t  man  y  ^=  A^  x^  -{-  Ai  x^+^  -f  ^3  x»-^^  -] , 

)  folgt:  i)(p  +  2ü—  1)  =  0,  alao^— 0  oder  jJ  =  1  —  2 «,  ferner 
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^,  =  0  und  ^x(j'+Jc)0)  +  M+  2«— l)  +  »M;i_.2  =  0.     Hiem 
erliült  man:  ^äf+i^=0  und  ferner  {ixr  p  =  <): 

^2<  -=  (—  1)'  2  X::^^ .  (3«  +  1)  (2h  +  3) . .  .l^fV+TsT— ij  '*"' 
dagegen  für  p  =  l  —  2  » : 

^='  =(—  ^)'  2.4...2j(.(3  — 2n)T5"^^»)...(2x-|-l— 2w)  ^"" 
Mithin  ergiebt  sitli: 


8.  Aufgabe.     Nath  der  3.  Au) 
Integral  dieser  Gleichung : 


k.  +  ' 


:  man  i/  ^  yi(A  -\-  li  log  X)  -\-  tv,  so  folgt  für  w  die  Gleichung ; 
dx^       dx  dx 

welcher  ein  partikuläres  Integral   zu  bestimmen  ist.     Setzt  man 
:    w^Bi^^BiX^  ß-iX''-^---,  so   wird;  £«  =  0,  Bi  =  2B, 


4.  Aufgabe, 
oder:  2/  =  ^ü  cos  (a  arc  sm  a:)  H ^  sm(ö;  «rcswa!). 
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(2)    Ein  partiouläres  Integral  ist: 

Wir  setzen  dann  y  ^  Vi  {A-\-B  log  x)  4'  w  «nd  erlmlten  dadurcli 
für  w  die  Gleichung: 

an,  so  ergiebt  sich  zunächst: 

,„-».,  ^^+(i-3..,^£-.»=«..+3.(iy(.,-.o.. 

Andererseits  ist : 

und  liieraua  findet  mau: 

Dieser  Aasdruck  lässt  sich  noch  anders  schreiben.    Setzt  man  näm- 
lich !/i  =  S,  ferner:   ^„  =  1,  ^i  =^  1  -|-  f^\  x\  S^  =  1  +  {^\  x^ 

+  (i~J)'......,.o.,Ult„.„: 

"=^^lr2<*^*"' +  3^ '*""*>+  st'®^*^''  +  ■■■)■ 

Somit  ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung : 

Sind  nun  K  und  E'  die  beiden  vollständigen  elliptischen  Integrale 
erster  Art,  also : 
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K-    f  <>'  W-    t  ''" 

J     ((l-r")  <1-«'«')]V>'-'''     J    |(l-«")(l-(l-i')»')|V.' 

so  ist  ffi  —  -  E  und 

Setzt  man  daliev  schliesslich  noch  —  (^-j— ^  ^"3  *)  =Ci  «"fl  —  2S=  (?a, 

so  wird;  1/=^  GiK-\-  C^K',  woraus  hervorgeht,  dass  der  gegebenen 
Gleichung  als  particuläre  Integrale  die  beiden  Periodicitätsmoduln 
der  elliptischen  Functionen  genügen. 


§.  86. 
1.  Aufgabe.    Setzt  man  ^^J/|^',  wo  yi-=x^e?=  ist,   so  folgt: 
^+.(,+„1^=0,  .1,0.  =  ^  +  B/i^. 

le.     Ein  partikuläres  Integral  ist : 
4.Ö 


(2'^_l)(3ä_i)(4a_-l) 
oder  in  endlicher  Form:  y,  =7  e~''ix —  —  X'^y    Das  andere  findet 
man  am  cinfaohsten  durch  Anwendung  von  §.  65,  wonach  wird: 


'(-r)" 


§.  87. 
2.  Aufgabe.     Man  erhalt: 


4.6 


+^,.^_   *    ,+       -« 
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3.  Aufgabe,     Setzt  man  j/  =:  -  e        ^       ,  so  erhält  man  für  ^ 

die  Gleichung:  -j—^ T'  ^  T^-     ^^^^i«^  ergieht  sich   nach  der 

1.  Aufgabe  in  §.  8S,  wenn  man  daselhst  «  —  —  1   und  m=~~ 
setzt; 

.  _  H ! .   1  (i^y L  {^\^    -A (iiY 

l         2\2j        2.4\2y        2.4.6.1.3\2y 

2.4,6.8.1.3.5  \2  )  J 

^2.4.6,5.7.9    \2  )    ^      V 


oder  in  endlicher  Fol 


-.(-f) "+-.(' +  V0^ 


1,  Aufgabe,  Soll  aus  der  Gleichung  «1=3;:  +  (^(m),  in 
welcher  ^>  eine  gegebene  stetige  Function  ist,  M  als  Potenzreihe  von 
i  dargestellt  werden,   so  geschieht  dies  nach  Lagrange  durch   die 

Formel:   n  =  x  -\-  yi ''"~' I^  C-^)]"  ^,  i^^d  zwar  stellt  diese  Reihe 

diejenige  Wurzel  jener  Gleichung  dar,  welche  den  kleinsten  abso- 
luten Betrag  hat,  und  sie  convergirt  für  \t\  <iT,  wo  T  den  klein- 
sten absoluten  Werth  darstellt,  den  mau  t  ertheilen  muss,  damit  die 
Gleiotung   u  =  X  -^  i  9  (m)    zwei    gleiche  Wurzeln  besitze.     Setzt 

mau  nun  qP=M^-l,(=^J,  also«  =:x   +  ~  ,^{«^-1),  so  folgt: 

u=-±-  (l—2zxi'  ^''Y^'-    Ferner  ist  für  reelle,  zwischen  -\-  1 

und  —  1  gelegene  Werthe  von  x:  T=^  1 ;  daher  lässt  sich  für  alle 
g,  deren  absoluter  Betrag  <^  1  ist,  diejenige  Wurzel  voa 
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welche  den  kleinsten  ab'^olaten  Betrag  besitzt,  in  eine  conTergente, 
nach  ganzen  positiTen  Potenzen  von  e  foitschreitende  Reihe  pnt- 
wickeln,  also ; 


iderseits  nach  x,  s( 


Differentiirt  man  beiderseits  nach  x,  so  folgt: 


Nun  ist: 

Differentüvfc  man  dieses  )»-mal  nach  einander,  so  wird : 
—}:—  ^"(^^— 1)"  _1.3,..(2»  — 1)  (  ,,  _    w  (n  —  1)     ^_ 
2".»!  rfa;«        ^  k!  T         2(2m~1)  ""        "^ ' ' 

,    ,      ,.,         n(n~l)...(n-2k  +  l) 


^^        '    2.4...2fc.(2«— l)...{2n— 2fc+l)  ■ 
Dies  ist  aber  genau  die  Reihe  für  F„(x),  dalier: 


■*  +  ■■ 


(l  —  2xz  +  e^)~ 


clx"  2".w!         ^^     ''^' 


Setzt  1 

aan:  c  =  (1  -  2a^s  +  ^=}-''i, 

~  =  —  ÄO,  ^-j.  =  - 

ferner : 

8"  -        e>  i 

Demnach  w 

ird:     (^  —  ^0'g^+  ^^"g;^ 

Difforentiirt 

m«n  die>    „oohm.l.   n.cli    i. 
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2.  Aufgabe.  Sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung  i^(a;)  =  0 
Bämmtlicli  reell  und  Kwischen  a  oad  b  gelegen,  so  gilt  dasselbe  be- 
kanntlicii  auch  von  den  Wurzeln  aller  Ableitungen  jener  Gleichimg. 
Ist  im  Besonderen  ii(x]=^(x'^ — 1)",   also   a  =  — 1,  6=^  +  1,  so 

müssen  sämmtUche  Wurzeln  von    Pn  {x)  =  -■-  ■  --  p— ■  ■■     ^=  0 

roell  sein  und  zwischen  ^  1  und  +  1  liegen. 

3.  Aufgabe.    Setzt  man  in  (1  —  2a;s  +  ^2)-'''' —  ^P„(a!)«" 

für  X  den  Werth  1,  no  ist:  "T^:- =  '^Pn{'^)^''-     Andererseits  ist 

=  ^ ,  g",   somit  -Pii(l)  =^  1    für  jeden  WcrUi  von  n. 

4.  Aufgabe, 

(1)  Ist  »;  —  (l—2a;^  + .s^)-'^  60  folgt: 

h>g  V  =  ~  -log  {l—2xg-^s-'), 
und  wenn  man  dies  nach  ^  differentiirt: 

Setzt  man  nun  für  v  die  Eniwickelung  J> ,  i'„(^)«"   ein    und   setzt 

die  Coefücienten  der  einzelaen  Potenzen  von  «  gleich  Null,  so  wird 
Pi(3!)  =  iKP„(ai)undHP„  =  (2K— l)a;-P„_i  — («  — 1)P„_-,. 

(2)  Aus  ~  {(1  -^')  ^'j  +n(ni-  1}  A  =  0     folgt : 
(k'  — 1)~=m(«-|-1)  I  P^dx.     Setat  man  für  P„  die  Reihe: 


{2n~2k-\-l} 

-1   :.. 


-^^^        '  2.4..2Ä.(2w-l). 

-  ist,  je  nachdi 

oder  ungerade  Zahl  ist,  so  erhält  man :  (a 

|1.3..(2»-l)'^'  («  +  !)». .(.i-2i!  +  2) 

l    m!(»  +  1)     ^^       ^  2.4...9^.(2)i-l)..(2»— 2Ä-fl)^ 
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Ai-iflüsungen  der  Aufgabtsn.  553 

Bildet   man  andererseits    den   Ansclfuct  xPn  —  -Pn— i,  indem  man 
für  P„  und  P|i_i  ihre  Reihe nent Wickelungen  einsetzt,  so  findet  mau, 

'  j(=;p.-p.-,) 

ist.    Da  femer  dieser  Wertli  nach   der  3.  Aufgabe  für  die  untere 
Grenze  vorsoli windet,  so  ist  schliesslich.: 


§.94- 

1.  Aufgabe.     Setzt  man  in   Aev  1.  Aufgabe  §.  64  w  =  —  -^ 

und  :B  =^  y,  so  sieht  man,  dass  diese  beiden  Gleichungen  durch  die 

SubstituÜoiien  k  =  y^l^'  i/=:j>(l  — fc')'-'-  (vergl  1.  Äufg.  §.64, 

S.  515)  in  eiüAndei  tiantfoimubai  Bind  Der  allgemeine  Werth 
von  V,  sei  es  duich  uneniUiche  Reihen,  ipi  es  durch  bestimmte  Inte- 
grale ausgediuckt,  kann  dann  unmittelbai  aus  Nr.  2  der  4.  Aufgabe 
§.  85,  S.  548  entnommen  weiden,  wenn  man  daselbst  v  für  y  und 
h  für  X  setzt. 

2.  Aufgabe.    Setat  man,  da  -r-^  eine  Function  (n  —  l)te!i  Gra- 
des ist,  («  =  01^5""^+  Cjic""^  +  C^x""''  -\-  -■•,  so  findet  man  leicht; 

_1    1.3..(2h.-3)(^„^,       {n-l){n-2)  ^„_, 


(«_!)!       r  2.(2«  — 3) 

,    (,,-i)(„-2)(w^3)(«-4) 
.4.(2*1  — 3)  (2n— 5) 


also:    V>  =  -  Pn-\-     Es   ist  somit  A  =  ^-    —   In    analoger   Wei 


findet  man  für  die  zweite  Gleichung;    lo  =  j-7"_i_~j"j  9«  + 


1 


^'  =  ; 


(1)    Differentiirt  man  die  Reihe 


(«+!).. .(2.1  +  1)1 
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{n  -f  l)mal   nadi   x,   so  folgt;    j^v+T^    ={— 2)"w!  L-P"+ä) 

+  (^+1)^-'^"+»  +  ^"+^^^"  +  ^^  j,-(3»ffl|_j_  ...j.    DieReihe 

in  der  Pateflthe=!e  M  genau  die  Entwukelwng  von  (x^ — ij-|n+« 
vorausgesetzt     das&  a;  >  1    «iei     was  hiei    dei    Fall  ist,     Demuach 

^"%^  =  fel^jy^'i      Es  folgt  hieraus    da=!i  si  h  Q„  als  (ji  +  1)- 

faches  Integial  darstellen  lasst  ahntioh  wie  Bich  Pi  als  uter  Diffe- 
rentialctuotient  ausdiu:,ken  he&B  Da  namlioh  Qn  und  sämmtUche 
Ableitungen  von  Qa  fui  a  =  co  veischwinden   so  ist: 


•l/ 


(d»)"' 


(2)    Es  ist: 


■Ig.».  _ _      2'«(.  +  l)!      I  .,      (.  +  3)(.  +  4) 

(i;t     ^      (»  +  3)..(2«  +  3)r  ^     2.(2i.-fB)  ^ 


+  (.+  3)(.  +  4)...(..+  2r)  „,^„  |, 

^2.4..2(r  — l)(2»  +  5)..(2«+2i-  +  l)  '  ^      ) 


2" («-1)1      (  ^,.+„  ,   (.+  l)(«  +  2)         „ 
dl  (»  +  !). .(2»-l)r  "^     2.(2»  +  I)     ^  ^ 

(..+  l)(«  +  2)..(«+2.-) 


2.4..2r.(2)8+l)..(2M-|-2r  — 1)  ' 


li  «.4-1      d  Q,,^ 
dx  dx 


■  +  5 


.    2-...;     (  „,^.,     («+11(5+2) ^„.„,  , 

(»+l),.(2»)r  ^    2.(2,  +  3)    '  ^ 

(.+  !)(.+ 2). ..(,  +  2r)  ,.„,,,,    ,       I 


2.4..2r.(2K+3)..(2«  +  2r  +  l) 
Demnach; 

^_;!|^i  =  (2,.  +  i„„. 

(3)     Aus   den   soeben   in   Ni'.  2   angegebe 
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Auflöaungen  der  AufgabeD. 

lii      T1>T»7     j^  (.i+2).,.(2»)  r 

(.  +  2)(.+  3)       ,.„,  ,   (.+2)(.+3)(.+4)(.+  li)       „^ 
"'"    2.(2)1  +  3)  ^      2.4.(2w+3)(2m  +  5) 

daher : 

,.^+„.  +  l)%l  =  (2»+l,.^. 


3.  Aufgabe. 

(1)  Integm-t  man  die  soeben  in  der  1.  Aufgabe  Nr.  (3) 
erhaltene  Formel  zwischen  den  Grenzen  od  und  x  und  beachtet 
man,  dass  Q„  für  unendlich  grosse  X  von  höherer  Ordaung  als  der 
ersten  unendlich  klein  wird,  so  ist: 

Naoh  Nr.  (2)  der  vorigen  Aufgabe  ist  aber: 

Qn+i~Q«~i  =  i2n->rl)  fQndx. 
Folglich  erhält  man: 

(n  +  l)  (?„+,  +  n (3„_i  =  i2n i-l)xQ„ 
oder : 

(2)  Aus  der  Gleichung  ^  j{ar^—  1)^J=b(w  +  1)  §„ 
erhalt  man,  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  co  und  x  iotegrirt 
und  beachtet,  dass  für  jedes  «  >■  Ü  der  Differential c[uotient  -—  für 
a;  =  CO  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  anendlich  klein  wird : 

<!«!-.,.,  X  n  To  .j,  ^  'ifrLtü  w _  0..  ,1 


dx  = 


(.-„^^  =  .(.  +  :,/,, 

Nach  (1)  ist  aber: 
mithin : 
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§.  103. 
Aufgabe.     Es  ist  -j^  ^-  I„  —  I,^...u  und  fenier: 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  dei'  Reihe  nach  r  =  1,  3,  5, ,  . . 
und  subtralijrt  und  addirt  die  entstehenden  Glcicliungen  ahwecli- 
selnd  au  der  erst  hingeschriebenen,  so  findet  man : 


1.  Aufgabe.  Es  sei  w  =  k  —  /(,  wo  x  eine  ganze  positive 
Zahl  und  h  eine  sehr  kleine  Grosse  bedeutet,  die  schliesslich  gleich 
0  gesetzt  werden  soll.    Dann  kann  man  J_„  auch   sckreihen : 

X  -y' (nH /.\-«+-' 

^  ,S  n(-x"+h  +  r)n(r)  VaJ 

In  der  zweiten  Summe  setze  mai)  X -{- p  für  r,  aliio: 

j.  r- 11-  v"        (-  ^y         dX*"*" 

Fiii- jeden  Wei-th  ven  «  gilt  nun  die  Gleichung:   J7(— «)iT(«— 1) 

=  ~ ,  daher,  wenn  wir^^x  —  r  —  h  setzen : 

am  an 

"(-"  +  '+ '"  =  j7(.-,-;.^!)„-„(»-Fir^ 
=(_i).-+i * 
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AuflÖPiiligen  der  Aufgaben, 
folglich : 

I    _  r-  n-  (y L-i)' A Y*  "*"' 


ß(j,) 


(ir 


Ana  dieser  Form  ist  unmittelljar  ersichtlich,  daas  J_„  für  A  =  0  mit 
{ —  1)"  Jn  identisch  wird.  Um  nun  den  wahren  Werth  des  Bruches 
^^4^-K,^i  -r«'^os(«yft):/r-J-„    fjj^  ^  ^  0  ^^  ßjj^^^    j^^^  ^^„ 

sjti  2  (x  —  ft)  ra 
Zähler  und  Nenner  desselhen   nach    ft  zu  differentiiron    und  dann 
Ä  ::^=  0  zu  setzen.     Man  findet  so  zunächst: 

'     '      ('     '  UiiA^o    \  dh  A^J 

Nach  den  für  J„  und  /_„  geltenden  Reihen  hat  man  nun,  wenn 
W{g)  ^=  —  log  n(ß)  gesetzt  wird: 

und: 

Bemnach  ergieLt  sich  schliesslich   als  Werth  jenes  Bruches: 

+  ($)'%  n  („'+;>  n(,)  (I)"  {"-4'  -  '^"'  +  ^'  -  '^'^'l- 

Dieser  Ausdruck  stellt  also  im  Falle  eines  ganzzahligen  n  neben  J„ 
das  zweite  particuläre  Integral  der  BesseTsclien  Differentialglei- 
chung dar  und  zwar  ist  derselbe  gleich  2Y„,  wo  T«  die  in  §.  103 
angegebene  Bedeutung  hat. 
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2.  Aufgabe.     Setzt  man  in  dev  Gleichung 
für  y  den  Wcrtli  .s"'''«,  so  gelit  dieselbe  über  in 


-,(.__^J).=„. 


Setzt  man  hierin :  u  ^  P  cos  {x  ■\-  u)  -\-  Q  sin  (x  -{-  «), 
Gleichung  befriedigt,  wenn  man  P  nud  Q   durch  di( 


\o  wird  diese 
Gleichungen 


Nimmt  man  so 
den  Potenzen  ^ 


1  für  P  und  Q  Reihen  an,  welche  nach  steigen- 
-  fortschreiten,  so  findet  man  mit  Hülfe  der  eben 


angeführten  Gleichungen  die  im  Texte  enthaltenen  Reihen  bis  auf 
eine  multiplicative  Constante.  Man  sieht  jedoch  nicht,  wie  man 
diese  Constante  sowie  auch  a,  die  bei  diesem  Verfahren  willkürlich 
bleiben,  derart  bestimmen  könne,  dass  der  gefundene  Ausdruck 
genau  die  Entwickelung  von  I„  (s)  nach  negatiTen  Potenzen  von  « 
darstelle.  Vielmehr  muss  man  dazu  einen  ganz  anderen  Weg  ein- 
schlagen, nämlich  J„  durch  ein  bestimmtes  Integra!  ausdrücken, 
wozu  uns  hier  noch  die  Hülfsmittel  fehlen.  Vergl.  Lommel,  Stu- 
dien über  die  Besael'scheii  Fuuctionen,  §§.  16  und  17. 


Aufgabe. 

Wie  im  §.  106  findet  ii 

aan  zunächst: 

'^''~ 

dx 

_  A 

üir 

L  A  zu  bestimmen,  suche  m 

an  Hnks 

den  Co 

■efficiej 

setze  densclbei 

.1  gleich  A.    Mai 

,1  erhält  A  =  1 

,  also  : 

äY„  ^ 

din  „ 

1 
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AuHGamigHu  der  Aufgabtiii. 

§■  107. 
Aufgabe.     Führt  man  in  die  Gleichung 

(1  —a^)  -— -  -     ^^ 

Yon  welcher  ein  lutegral  |^(1  —  a;^)'  ^^^^~^-  ist,  an  Stelle  von 

a:  die  nouo  Veränderliche  q  ein  durch  die  Gleichung:    1  —  a!'  =  p^, 
so  erhält  man  die  Gleichung; 

und  dieser  wird  genügt  durch  die   Reihe : 

(..  -  ,„)  (,.  ^  ,1,  -,  2)  (,  +  „  +  1)  („  -I-  m+  3)  1 

^  2!  2<.(».+  l)(»i+2)  l^  ( 


Dieselhe  ist  identisch    mit    (I  - 

1(1 -«yl.. 

(„_„i^l)(„_„j+2)...(«-|-m) 

2. 4. ..(2,«) 

ist.     Setzt  man  sodann  ^  =  ^  i 

ind  lässt  «  unendlich  gross  werden, 

so  erhält  man,  abgesehen   von 
Constanten,  die  Reihe ; 

einer  allerdings    unendlich  grossen 

•P™       (,                1           ^.    1 

>           „.      1 

welches  der  Ausdruck  für  Jm((p)  ist.    Ea  ist  also: 

Dieser  üebergang  Ton  der  Laplace'achen  Function   zur  Bessel'- 
schen  ist  jedoch  ans  mehrfachen  Gründen  nicht  ganz  einwurfsfrei. 
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§.  110. 
Aufgabe.    Setzt  man  tt  =  «-'■"■^ ''> if ,  so  erhalt  die  Gleicliung 
die  Form' 

woraus    nacli  dem  Satze  in  §.  109    sofort  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung folgt. 

§.  112. 

1.  Aufgabe.  Hiei-  Ist  m  =  2  und  für  n  steht  ni.  FüLrt  maa 
zunächst  ,n  y  =  x^  (^-  -J  (^  ^  )  ^'^  angedeutete 
Differentiation  aus,  setzt  dann  )f*  für  n  und  forner  «^  (j1  -]-  B) 
—  Csin a,  in^{A  —  B)=  Ccosa,  so  folgt : 

P=c[(l-J^)sin(nx  +  ,^)  +  ~  cös  («:.  +  «)}■ 

2.  Aufgabe.  Aus  §.  111  folgt  unmittelbar,  dass  diese  Glei- 
chung in  endlicher  Form  integrirbar  ist,  wenn  g,  wie  behauptet, 

das  Eeoiproke  einer  ungeraden  ganzen  Zahl  ist.     Für  —  =  2^3-1-1 

£«  d'^v        2v  dv 

und  t  ^  ~  geht  die  Gleichung  über  in ;  -r;-r —  tt  ~"  ^^  v  =  ö 

q^  ®  dt'         t    dt 

und  diese  nimmt  wieder  durch    die    Substitution  v  =  yt"    die  in 

g.  112  behandelte  Vurm  an: 

^'?  1      PiP  V  1) 


Führt  man  hierin  wieder  z  für  (  und  q  fürp  ein  und  setzt  y  =  vl^^, 
so  evhält  man  die  im  Texte  angegebenen  Formeln. 
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AuHiJEUngön  der  AufgaTjen. 
3.  Aufgabe.     Füi'  m  =  3/3;»+^  folgt; 

Auf  genau   dieselbe  Weise   wie   in    §.    112    ei-Iiiilt    man    dahe 
das  allgemeine  Integral  der  CrleichwHg  -5 — ^  -[-  «^  ü  =  0  ist, 


>s(ax  +  ei) 


oder  auch,  da  die  ursprüngliche  Gleichung  ditrcli  Vertauacliung  von 
]J  +  1  mit  — p  ««geändert  bleibt: 

Diese  Gleiuliimg  kann  noch,  anders  geschrieben  werden,  P^s  ist  nämlich : 
\x  da:)  a  J  a 


Andererseits  ist,  wenn  man  a'^  =  r  setzt : 

d  /cosjr'^x  +o!)'\ X  sin  (r^  x  +  a)      cos  (r'^^  x  +  k) 

"«"-  e^^r=  -,:  ^' "-  (^^r -<-^"  ©'-^^ 

«  1=  Ox~^  { -r-\ r ^  wo  nacli  der  Diffurontiation  wie- 

\dr/  r'i 

der  a^  für  r  au  schreiben  ist. 

VermisGhto  Aufgaben. 
1.     (1)    Für  ai^a^=^s  geht  die  Gleiclimig  über  in: 

dsi^      0  ds      ^    '  '^ 
daher  naoli  der  1.  Aufgabe  in  §.  85: 

,  /,       (3")'      {3«)'  (3c^)'        ,        \ 

^      V      2.5  ^2.4.8.7^2.4.6.5.7.9^    y 

=  C,(l  — 3<!»)e'"+  0,(1  +3M)e!-"". 
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(2)    Man  setze  wieder 


1.  Aufgabe  des  §.  85   iär  n  =  —  2,    m  =  —  (5  c)=  ergiebt  sich 

2.     Berechnet  man  aus  der  Gleichung  y^  -\-  H  -\-  x  ^=  0  die 
Werihe  von  ■—  und  ■—  ,  setzt  dieselben  in  die  Differentialgleichung 


ein  und  drüokt  sodann  die  dritte  und  die  höhereu  1 
durch  die  niediigeren  Potenzen  von  y  und  durch  x  mit  Hülfe  der 
Gleichung  y^  -\-  y  A,-  x^^=<i  aus,  so  findet  man,  dasa  die  Differential- 
gleichung identisch  befriedigt  wird.  Da  die  cubiscJie  Gleichung  drei 
verschiedene  Wurzeln,  die  Differeutialgleichung  aber  nur  zwei  ver- 
schiedene particuläre  Integrale  besitzt,  so  lässt  sich  vennuthea,  dasB 
die  beiden  Theile,  aus  denen  jede  Wurael  von  y^  ^  y  -^^  x  =  Ü 
nach  der  Cardani'schen  Formel  besteht,  selbst  die  particulären 
Integrale  der  Differentialgleichung  sind.  Dies  bestätigt  sich  in  der 
Tliat, 

3.      Setzt  man  qx  =ti  und  </  =  -,  so  folgt: 

du^  du 

Hieraus : 

.=.^.(.-i..)+A.'(.-l.  +  |,..-;ii.-  +  ji-3.-.-) 

Die  in  Parenthese  stehende  Reihe  ist  gleich : 

Mitbin  wird :     e  =  Ä!  (l  —^v\ -^  B'  (l  -{-^  n\  e-",  also  : 
qxy^Aiqx—  2)  ^  B(qx  +  3)e-s-. 
i.     (1)    Diese  Gleichung  besitzt  die  drei  particulären  Integrale: 


-5*)  ■  5.4.(31  — 5«) (31  — 4^) 

4^.33. 2= 


5.4.3.(31— 53)(31—4ä)  (31— 33) 
5.4.3.2(31— 5ä)(31—4ä)  (31—3»)  (31—2^)^1' 


yGoosle 


der  Aufgaben. 


2.3.4.(31  — 2^)  (31  — 3^)  (31 —40      )' 


e(6^  — 31)       ^    6.7(6^  — 31)(72  — 31) 
7^8'. 0'^ 


'+  ■ 


6  .  7 . 8 .  (6^  —  31)  (73  —  31)  (8''  —  31) 
(2)    Die  drei  parfciculäreu  Integrale  dieser  Uleioliung  sind 
a(a  —  3)h(b~  3)    ^ 


_1  («-2)(t.-2)     .       („-2)(«-5)(b-~2)(6-5) 

(3)    Die  beiden  particulären  Integralu  dieser  G-leiciiung  sind : 
(«-6+l)(b-l)_ 


(ff4-c  +  l)(c-t-l)  ,,^ 


(iif  e  +  l)(»  +  e  +  2)(c+l)(g  +  2) 


6.     Die  pai'üculären  Integrale  dieser  Gleicliung  sind; 

~  1  _  £  r  4^  j'  '^^  ~  ^)   r^  —  i' (g  —  ^)  (i' ~  ^)  „3 
1^2!  3! 

,    y(j)  — 5)(i3  — 6)(iJ  — 7)     ,  _  .. . 


yGoosle 


Führt  man  aber  in  die  gegebene  Uleichang  durch  1  —  4  ai  =  s^  für 
X  die  neue  Veräfiderliche  e  ein,  so  ergieht  BJcli  die  Gleichung 

a-^^)g+2Cp-i}^g~i,(i.--i)«==o, 

deren  allgemeines  Integral  lautet:  u  =  A(l  —  g)P  -f  ^(1+^)''. 
Es  ist  daher  auch:  u=A  [1  —  (1  —  ix)V'[e +  S  \l -'ril  —  ixY^K 
Ist  jj  ^  Ö,  so  ist  bis  auf  einen  von  x  unabhängigen  Factor  duB 
particuJäre  Integral  |l  —  (1 — 4p;)^}P  identisch  mit  tt^;  denn  es 
gilt  der  leicht  zu  beweisende  Satz:  Alle  particulären  Inte- 
grale einer  liaearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, welche  für  das  speoielle  Argument  n;=%  verschwin- 
den, sind  bis  auf  einen  von  x  unabhängigen  Factor  mit 
einander  identisch,  wenn  jene  Gleichung  ein  Integral 
besitzt,  welches  für  x  :=  3>i  nicht  verschwindet.  Nun  ver- 
schwinden aber  %  und  1 1-^(1  —  ix)'^]P  für  ^  =  0,  während  das 
Integral  1 1  -f  (1  —  4  x)'^^]^  für  a:  =  0  nicht  verschwindet.  Daher 
ist  «2  r=  C  { 1  —  (1  —  i  x)'-^]  P,  wo  C  eine  bestimmte  Constante  ist. 
Durch  wirkliche  Ausführung  der  Entwickelung  überzeugt  man  sich 
ferner,  dass  {l  +(1  —ixj'^l^  bis  aiif  den  Factor  2*  identisch  ist 
mit  Ml- 

7.     Für  p  =  x^u  geht  die  Gleichung  über  in: 

Betrachtet  man  nun  zunächst  die  Gleichung  -r— r  +  q'o-=r-0,  deren 
allgemeines  Integral  lautet: 

nnd  setzt  man  darin  v  =  x''w,  so  folgt: 


X  äx'^ 

Differcntiirt  man  diese  nochmals  nach  X 
jßaij  die  Gleichung: 
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Demnacli  istM=^(=^^-  (  — )  unii  somit:  y  =  a;^-7-(--V  Setzt 
mau  noch  —  ^j  3  =  jt  v.\iä-Big^=B,  so  ergiebt  sich  schliesslich: 

+  3'/.  cos  (^'5«:  +«)j- 

8.  Man  zeigt  leicht,  dass  der  Ausdruck  v=.{\  —  9,ax-\-  k^)"" 
der  Differentialgleichung 

genügt.  Setzt  man  nun  für  v  eine  nach  Potenzen  von  «  fortschrei- 
tende Eeihe  ein,  so  erhält  man,  indem  man  den  Coefficienten  von 
«'"  auf  der  linken  Seite  jener  Gleichung  gleich  Null  setzt,  für  diesen 
Coefficienten  die  im  Texte  angegebene  Differentialgleichung. 

9.  Differentiirt  man  U  =  \P«{x)}\  so  folgt: 
und  hieraus  durch  nochmalige  Differentiation: 

Setzt  man:  (1  —  x'')  ( V"^)    ^=  -i?,  so  ergiebfc  sich: 


rner  ist: 

f.[<- 

-)£{('- 

-)S'|]  +  - 

(1.  +  1) 

dx 

1(1- 

-t'W] 

= 

-SK'- 

^■)Z)=4(l- 

-)^ 

d 
dx 

ja- 

^-)'t 

=-4 

» (»  + 1)  (1 

--)-"^  = 

-!!«(« 

>  + 

i>(i 

--)^" 
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l^-->!^-'^n 


+  4„(,,+  l)(l-^')-;-,B: 


Für  x^=eos&  geht  diese  Crleioliuiig ,  welche   ausser  durch  |P„(a;)j^ 
noch  dureh  Pn{x)  Q«i<e)  uad  {Q«{x)]^  befriedigt  wird,  üher  in: 

10.  Nach  der  4.  Aufgabe  in  §.  90  und  der  2.  Aufgabe  in 
§.99  gelten  die Ctleichnngen:  (2k+ 1)m;P„  =  «P„_i  +  (w  +  1)  P„+i 
und:  (2m-|- l)iCÖ«  — «fi"~i  +  («+ l)ö«+i-  Aua  diesen  folgt: 
(«+1)  |P„+i  §„-  fi„+iP„|  =«.{P«e«-i-  <?»^«-il'  Mithin 
schlieaslichr  (n  +  l)  {P„+i  Q^  —  Ö„+iP„|  =F-^Q^~q^P„.  Nun 
ist;  P(i  ^1,     Pi  =  !"■      Ferner  folgt  aus  der  Gleichung: 


--/. 


dx 
fi  . 


im   §.  96,   dass    ft  —  -lo(j 

ist.    Setzt  miin  diese  Werthe  ein,  so  erhält  man: 

P.+iÖ»-0«+i-P"  =  ,^- 

11.  Der  erste  Theil  folgt  unmittelbar  aus  §.  107. 
ftir  den  Fall  m'>n  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  ; 
m  ^  w,  also  die  Differentialgleichung: 

<'--'):^-^("  +  ')^S  =  »- 

Von  dieser  lautet  ein  particulärcs  Integral : 


/dx 


■   vorige  Gleichung  und  setzt  -7=-  =  ?(, 


-2(m-H2)ic  T--2(«  +  l)* 


dx 

particuläres   Integral  dieser  ist:    (a:*— 1)-"-^.     Naeh  g.  65  folgt 
hieraus  als  allgemeines  Integral  der  letzten  Gleichung: 


./. 


-lydü. 
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Differentiirt man  nun  die  letzte  DifferentialgleiclHing  (m — n  —  l)mal 
nach  X,  so  erhält  man  für  ■  ^_„_j  =2'  wieder  die  gegebene  Diffe- 
rentialgleichung, deren  allgemeines  Integral  im  Falle  m^n  somit 
lautet : 


-rr-^f. 


12.  Dies  folgt  unmittelbar  aus  §.  107. 

13.  Setzt  man  y  ^  {x^  —  l)"*«,  so  geht  die  Gleichung  in  die 
unter  Nr.  11  behandelte  Gleichung  über. 

14.  Setzt  man  k  =  «*  und  ^  =  ^-«+1«,  so  wird: 

Das  allgemeine  Integral  dieser  letzteren  ist,  falls  w  eine  ganze  Zahl 
ist,  u  =  AJ„_i(«}  +  £i'„_i{«),  daher  das  der  gegebenen: 

15.  Setzt  man   j/ ^^ ar"'A<"~" w  und   sodann   e''*a^^^)B^^  so 
geht  die  Gleichung  über  in : 


,  ,   ,   .  ,   ^  ^  0. 

deren  allgemeines  Integral  lautet:  u  =  AIj,(z)  -\-  B I-^^  {e) ,  wo 
(t2)jia^_  (j(; — .  \yi  —  [»gesetzt  ist.  Das  allgemeine  Integral  dei 
gegebenen  ist  daher: 

,  =  ,-«.-.{^l„(./.^)+iiI_..(.v.=)j. 

16.     Naoh  Formel  (2)  in  §.  103  ist: 
Selzt  man  hierin  x  =  is'''^,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 
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xxnA  nach  ji-maliger  Differentiation  wird  hieraus : 

Ist  p  ^r=  m,  so  folgt: 

DifFerentiirt  man  dies  nochmals  und  beachtet,  dass  -7—  =  — J|  ist, 
so  folgt: 

und  hieraus  durch  in  —  1  weitere  Diffcrcntiatiouon : 
oder: 

Setzt  man  nun  noch  s  =^  —  \tAj,x,  wo  «J^  =:^  1  ist,  so  geht   diese 
Gleichung  üher  in : 


5  7„[2(-«p^)W])=^3!'-7™{2(- 


woraus  man  erkennt,  dass  a:^  /in{2( — Wj,K)'''ä}  ein  particuläres  Inte- 

gral  der  Gleichung  a;™  ■     ^^  :^  v  ist      Da   oIIp  jpue  Formtln  xuch 

für  die  Bessel'sche  Function  zweiter  Art  gelten  und  die  letztete, 
falls   m   eine  ganze   Zahl  vi,  duich    Ym  daigestcüt    wiid,    so   i-it 

!K^I'm{2( — K^xf^^]  ein  zweites  particukies  Integial  Knserei  Diffe- 
rentialgleichung, und  dahfli  Kutet  das  vollstaudige  Integial  dei- 
selben  r 

wo  K™  =  1  ist 

Analoi^  veiltlnt  man  hei  der  zweiten  Gleichung.    Man  erhält 
nämlich  Wht  du  Fmmelu; 
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und 

!*'"+'     f. .?  +  ''.  , 

y,(^'^)|  =  (-i: 

.3,«+!          1 

und  daher,  wenn  mai 

1  beide  addirt: 

^^5^  l«'"*  [7-._,i  (.'/.) +  <J,^.,i  (,".)]! 


=  ,'  +  '''  |-j,+,„(s'/.)  +  jr  ..,4(,y.)|. 

Setzt  man  nun  noch  s  ^=  4  «|  a:,  wo  k^"'+'  =r=  —  i  ist,  so  geht  diese 
Gleichung  über  in; 

=  i'^ *"'■  |/-^.,,  (ä  «, a^V.)  +  i7,.+,/,  <2 «,  «!*)|, 
woraus  man  erkennt,  dasB 

eiu  particuläres  Integral  der  Gleichung  af' +'A  ■---— -j^  ^^  y  ist.  Das 
allgemeine  Integral  ist  somit: 

,,  =  ^ä+'^^  2  Cp  { J_.„_v,  (2  «^ :kV,)  +  i Z,„^./^  (2  «,  ^%) j , 

wo  K|i,  «1,  «i ..  .,«2™  die  Wurzeln  der  Gleichung  k^'"+'^^=  —  i  sind. 
(Lommel,  Studien  etc.  S.  120  und  Math.  Ann.  Bd.  2.) 

17.  Man  setze  in  der  ersten  Gleichung  e^  =  z,  in  der  zweiten 
y  =  XI!   nnd  sodann  e""  =  s. 

18.  Nach  §.  106  gilt  die  Gleichung: 
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Setzt  mau  diese  Werthe   ein,  so  folgt ; 

I«  Ii-n  +  /«-i  /~n  =  —  sm  n  7t. 
Ist  aber  n  eine  ganze  Zahl,  so  ist  nach  der  Aufgabe  in  §.  106; 

dx     "        dx      "       X 

Sim  ist   ^  ^   r„.  1  —  -  Y„  und  ^  =  J„_i  —  -  /«,     daher: 
dx  X  d'x  X 

r,^i  i„  — /„-,  r„  —  -,  oder:  r„ /„+,  —  j,.  r„+i  =  - ■ 

19.  Setzt  man  u  =  e-/9''^.w,  so  geht  die  Gleichung  über  in 
—  +('«—  ^ ^'"  +  ^^'\  4.-0,  welche  in  endlicher  Form  inte- 
grirhar  ist,  sobald  m  eine  ganze  Zahl  ist, 

20.  Setzt  man  zunächst  m  =  a^"  "^v,  so  erhält  man  für  v  die 
Gleichung : 

iS  + ST  11  =  ("'""  + Vf )'• 

Substituirt.   man  hierin  noch  h^'^;^'-''^  ■=(^~    -f   \\  g,  so  folgt: 

de''  '^  ^  dz       \     ^     {m\-2yi^  ) 
Diese  letztere  ist  aber  in  endlicher  Form  integrirbar,  wenn  m  -\-  2 

=:  — ■ .   .  — —  und  s  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

(Malmsteu,  Cambridge  Math.  Journ.,  2  Serie,  Bd.  5,  8.  180.) 

21.  Die  Function  i/  =  ^'■'^^'r^^'y  ^  genügt,  wie  mau  leicht  vorl- 
fioirt,  der  partiellen  Differeatialgleichung : 
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Setzt  man  hierin  die  "Entwinkelung  tiiii  y,  nämlich  y  :rr=  ^,  u^,  /(f, 

ein,  so  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  gleicher 
Potenzen  von  A  auf  beiden  Seiten  für  My_).,  die  angegebene  Diffe- 
rentialgleichung. 

22.     Multiplicirt  man  die  Gleichung 

mit  a:™,   setzt   dann  iC  =  e'   und   wendiit   den   in   §.  37   enthaltenen 

Satz  an,   so  kann  man   die  Gleichung,  wenn  man  noch  v  —  :=;  — 

(Ix        d  T 
mit  &  bezeichnet,  in  der  symbolischen  Form  schreiben: 

y  +  &(^_i)...(3-_TO-]-2)(^_„,_]_i_^^)^'"  y  ~^- 

Setzt  man  hierin  y  =  e[™Ö'+i)~i|''i/,,  und  wendet  den  II.  Satz  aus 
§.  36  an,  so  geht  diese  Gleichung  über  in : 


|»+.»(y+l)-(».^l)l» 
1  noch  mr,  ^:=  t'  und  &  =  m&'  =  m 


erhält  man  die  Form  : 


-+er 


»'+p+i--\  »'+11+1 


Durch   analoge  Transformationen   geht  andererseits   die  Gleichung 
d-'X 


■  +  ft™X  =  0  Aber  i 


-©"'^7.CI 


und    differentiire    die^e    letzte    Gleichung 
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{p  -|-  l)iBal  nach  e.     Beaclitel:  man,  diiss,   wie  Ißicht  zu  beweise 
die  Formel  gilt: 

(^)'*'»=(»' + 1)  (»' +  2) . . .  (,r  I-,)  + 1)  (r»M>'>, 


r 


)  X 


«'(»■  + !)...(»'+ j) 


- 1 


Nuiitstaber:0'(*'-|-l)...(*'+ii)e-i'='X— c''(0'-l-  l){^'+2).. 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  für  j/,  geltenden,  so  ergieht 
sich;  3/j  =  (  — 1        X     Nun  ist  g  =  e"  ^  e"'^  =  ^',  also 


nnd  daher,  ■wenn  man    den  constanten  Factor  m  ^   '   sich  in  die 
willkürlichen  Constanten  von  X  aufgenommen  denkt : 


■^'        Xx-"-—^  äx) 
oder  wegen  der  Form  Yon  X  (vergh  §.  112): 
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Auflösuügeu  (lei-  A\iCga"ben. 
Schliesslich  erhält  man  also; 


,  /  _i  _  ±yji__ 

\x'^'-'  dx)  x'—^' 


Diese  Aufgabe  bietet  eiu  Beispiel  für  die  gi'ossen  Erleichterungen, 
welche  die  symbolische  Form  der  Differeniialgleichxiag  bei  Trans- 
formationen der  letzteren  an  die  Hand  giebt.     Bei  der  Gleichung 

y  =  Ax=    -  j-  )    — , 

\ic   dxj  X 

also  ij  =■  A  1(3  — /■■'r")<!m(7jc  +  K)  —  %h£cos{kx  +  a)\ 

23.     Da  Fiagea,  wie  die  m  dieser  und  det    nächsten  Aufgabe 

gestellten,  sich  am  einfachsten  eiledigen  lassen,  wenn  nun  die  tym- 

bolische  Form  dei  Diffctentijlgleichung  zuGiunde  legt,  so  schickBU 

wir  hier    das   Geeigntte    über  dieselbe  voraus   und  vciweiicu    im 

Üebrigen  auf  d:6  Abhandlungen  besondere  vonBoole  (veigl  Boolc, 

A  Ti-eatise  on  Diff.  Equ.  4.  Ed.  und  Suppl.).  Setzt  mau  j;  =  e^  J-  ;=  «", 
so  gelten  zunächst  nach  §.  3ö  und  37  folgende  Formeln; 

ferner,  wenn /(«)  eine  rationale  Function  von  -x  bedeutet: 

und  umgekehrt:  (i'"*/('9')  M  =/(■&  —  m)e'"'M.  Mit  IliÜte  dieser 
Sätze  las  st  sieh  jede  lineare  DifCerentialgleichung,  deren  Coefficienten 
ganze  rationale  Functionen  von  X  sind,  sehr  leicht  auf  die  symbo- 
lische Form  /o  (■&)  y  ^  fi  (*)  e*  Jf  +  /a  (»)  e^'^  j/  H =  T  bringen, 

wo  T  eine  gegebene  Function  Ton  t  ist,  und  nmgekehrt  kann  man 
jede  solche  symbolische  Gleichung  auf  die  gewöhüüche  Form  brin- 
gen, wenn  man  zuerst  die  Exponentialgröasen  auf  die  linke  Seite 
jeder  symbolischen  Function  /  (D)  schafft,  letztere  sodann  in  eine 
Beihe  von  Factoriellen  von  der  Form  &(&  —  l)  ...{%■  —  n  -\-  l)  ver- 
wandelt und  für  diese  schliesslich  äi"  -; —  setzt.  So  ist  z.  B.  die 
symbolische  P'orm  der  beiden  Gleichungen : 
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welche  sich  durch  die  SuhsUtutionen : 

f        dl         _  .    f       (iJ 

J  (UrftT-  "    J  r.  {"'  +  «.)''' 

resp.  in  -~  rh  w^)/  =^  0  venrandeln  und  daher  in  endlicher  Form 

integriren  laseeu,  resp.  &(^ — l)y  -]-  {«.{^ — 2)*  +  »^)  c^'j/ =  0 
und:  (ß*^  ±n'')y  -\-  (*  —  1)  (*—  2)(.'^'  y^  0.  --  Dividirt  man 
die  eymboliache  Gleichung  durch  die  erste  Function  /(,  {^),  so  nimmt 
die  Gleichung  die  Form  an:  y  -j-  9>i(*)e'j/  +  if)i(%-)(ß'' y  ^■■■ 
4-  if>„  {%•)  e"^  y  —  ( /o  (&)|~^  r  =  Ti,  wo  Ti  eine  bekannte  Func- 
tion von  r  ist.     Ist  im  Besonderen 

9,  (4^)  =.  «1  fp  (*),  9»,  (*)  —  fl,  tp  (0)  tp  (i't  -  1) , . . . , 

q.„  (»)  =  a„  q)  (&)  9  (ft  -  1) . . .  g>  (^  -  m  +  1), 
so  gilt  der  wichtige 

Satz  I.     Jede  Gleichung  von  der  Form: 
i»  +  «i<pWe'j/-f  ■■■+«,, g)(S-)gj(a--l)...y{*— «  +  1)6"^;/=^  r 
kann    aufgelöst  werden  in    ein    System    von  Gleichungen    von  der 
Form:  y  —  q  q>  (&)  e* y  =  T,  wenn  die  3   bestimmt  werden  durch 
die  Gleichung:  a"  +  «j  a"~^  -f-...-|_  «„  =  0. 

Beweis.  Es  ist  (p  (9)  (p{%-—  1)  e^'y  =  rp  (&)a'  .<p(9)c'ij 
—  ((p(ö')e'^|äy  imd  aUgemein:  9  (#)9  (*—  1} . . .  q)  (■&—  »  + 1)  e'"'*/ 
=  |(p(ö-)c''|"j/,  so  dass  wir,  wenn  das  Symbol  9  (t>)  e' =^  p  gesetzt 

wird,  die  Gleichung  erhalten:  (1 -{-«ip -f-%?*H h«»?")?/^  3^. 

oder,  wenn  wir  an  beiden  Seiten  mit  (1  -{-  üf  Q  -^  ■  ■  ■  -\-  a„  p")"' 
operiren : 

^  ^   l+<(iP  +  %i>^  +■■■  +  "..9"  ^' 

(1— 2,  p         I— (i'^p  1  — Ü,tPl      ' 

^t»  äi,  Sa,  ...,  Qn  die  Wurzeln  der  Gleichung  a"  -|-  a,  g"~'  -[-  -■■ 
-|-  fl„  =  0  sind  und 


A=T 


-Sä)  (21— äs)-- -(91-2«)' 


(a™— üi)  ('i..^3ii)  ■■-  Ca«— 'j"-i) 


yGoosle 


Auflösungen  der  Aufgaben.  575 

ist.     Ist  nun    — — —  T  =^  «,, T  =  ij« .   ....  so  wird 

if  =  AiHi  -j-  Aiy-i-]- h  -^  Ji  i/j..  wobei  aJlgeuiein  v/j  bestimmt  ist 

durch  die  Gleichung:  pg  —  ^ifp{P')c''yi  =  T. 

Sata  II.  Die  Gleicliung  y -\- ff)  {%•)  0''' y  =  T  verwandelt  sich 
durch  die  Substitutionen  y  =  e"^(/i,  T  =  e"'  T^,  in  denen  «  eine 
beliebige  Constante  ist,  in  ;yj  -\-  fp  {&  -\-  ei)  e^^  yi  =^  Ti. 

Beweis.     Setzt  man  y  =  e'^^yi,  sc  wird: 

daher,  wenn   T  —  e"' Ty  ist:    -/i   +   f  (^  +  d)  e»^ yi  =  Ti- 

Sata  IXT.  Dezeichnet  i/J  (&)  eine  willkürlich  gewählte  ratio- 
nale Function  von  3',  Eo  kann  man  die  Gleichung  j/+  ^{9')e"''y=  T 
in  ij^  4-  t^(*)c"';(/,  —  Ti  verwandeln,  wenn  man  setzt: 


^p^)  _  <p(&)ip(&-n)fp(&-'2n)... 
"  !/;(&)         i)(&)^i&^n)ip{»  —  2n)... 


Beweis.      Selzt  man  in  der  ursprünglichen  Gleichung  zunächst 
y=f{d-)y,,so  wh-A:f(9)y,  +  75  (*)  e»  VW  ^i  =  3',  also: 


Vergleicht  man  dies  mit  j/i -\-  ip  (-&)  e^'^i  =  Ti,  so  ist  T,  ^  -- 


aus  folgt  ferner: 

u,  a.  w.,  also  scliliesslich ; 

gi(»)y(»-«)y(a-a«)... 
'^    '        iK»)!^»  — »)*{»  — 21?)... 
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Setzt  man  alho  J  =  TI   ^*j  j      ad  /  =  iT„  ||^i  T^,  so  geht  die 

i  1  -inglclie  (.lechuDo  üb«    m  /    -|-  ?/  (■9-Jc"*?/i  =  Ti- 

I  e    Nuta  n  d  es  s  sei     w  d  t  ge     und  häufig  zur  Anwendung 
1  oinmen  1        S  tzes     b    ul  t    offenh  uf    1er  WUIkürlichkeit  der 

W  bl  V        i/.  (8")      M  u   w    d    l  ette  F  nct  on   stets   so   zu  wählen 


9^1*) 


I  endlichen  Anzahl  % 


Factoien  besteht  und  die  duicJi  Tiinafoimation  ei halt ene  Gleichung 
möglidi&t  einfach  und  li.n.ht  integiiibai  wird  Eisteres  ist  der 
Fall,  wenn  t-s  zu  jedem  elemontaien  Factor  von  (fi^)  einen  solchen 
von  i>{&)  giebt,  dessen  \i,'ument  sich  von  dem  des  erstereu  iim 
ein  ganzes  Vielfaches  vin  »  untoischtifkt  Dünn  i^t  %{^)  ein  ele- 
mentftiei  Factoi  vtn  ^{^)   so  hat  mm 

n. t 

"i  (»  +  ■■«) 
z(»)i(»-»)... 


„  !(*)  J  (»-»). ■.»l'>-(i-l)»i»(»-i«)..- 

Das  Product  einer  beliebigen  Anzahl  solcher  Ausdrucke  ist  eben- 
falla  endlich.  —  Hieraus  folgen  zwei  wichtige  Bemerkungen.  Ist 
nämlich  %  {%)  ein  elementarer  Factor  von  (p  {%■),  so  kann  man  die 
Glcicbung  in  eine  andere  verwandeln,  in  welcher  3C(^i*")  ^öi' 
X(*)   steht.     Denn  ist    fp  {^)  =  %(ß-)<pi(^)   und   setzt  mau   ■^{9) 

=  X{&±in)<p,m,  so  wird  /7„  ^J  =  i7„  ^-^|f^j"nd  dieses 

Product  ist  endlich.  Diese  Transformatiou  wollen  wii'  kurz  mit  {A) 
bezeichnen.      Besitzt    ferner    ff)  (S")   einen    Factor    von    der    Form 

■  ,„  ,  .  , ,  so  kann  man  die  Gleichuns  in  eine  andere  verwandeln, 
in  welcher  dieser  Faetor  fehlt.    Denn  ist  ip(fi)^  —,\Kr^\  'PiW 
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und  setzt  man  i/J  (&)  =  g>i  (■9'),  so  ist  wiederum 
TT   VS^-n       ^W 

Diese  Transformation  bezeichnen  wir  mit  (B).  Bei  der  Transfor- 
mation (Ä)  bleibt  die  Ordnung  der  Differentialgleickung  dieselbe; 
enthält  daher  die  Lösung  der  transformirten  Gleichung  die  ge- 
nügende Anzahl  von  willkürlichen  Conatanten,  so  brauchen  keine 
anderen  mehr  eingeführt  zu  werden,  weder  bei  der  Yorhergehenden 
Bestimmung  von  Ii,  noch  bei  der  nachfolgenden  Bestimmung  von  s/. 
Bei  der  Transformation  (S)  ist  aber  die  transformirte  Gleichung 
von  niedrigerer  Ordnung  als  die  gegebene;  es  müssen  daber  die 
zur  allgemeinen  Lösung  fehlenden  Constanten  ergänzt  werden,  ent- 
weder bei  der  Bestimmung  von  Ti  oder  bei  der  Ableitung  von  p. 
Im  ersteren  Falle  braucht  man  nur  so  viel  Gonstanten  beizubehal- 
ten, als  eben  nöthig  sind,  im  letzteren  niuss  man  aber  alle  Con- 
stanten, welche  durch  Bildung  von  17«    jTm  V^  eingeführt  werden, 

beibehalten  und  sodann  die  etwa  zwischen  ihnen  stattfindenden 
Beziehungen  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  bestimmen.  Nähe- 
res hierüber  siehe  bei  Boole,  A  Treatise  on  Diff.  Equ.  Supplement- 
band. 

Diese  Sätze  wenden  wir  nun  auf  unser  Beispiel  an.    Die  sym- 

dy 
„_  _  .,  -     - 

(*  -2-|-cC|)(»  — 2  +  «,)   3 

''^■-  y-"  — ^ — *(*-!) 

zeln  der  Gleichung  rt«(M  +  1}  — 6« -|- c  =  0  sind.  1)  Ist  «,  -\- ct^ 
eine  gerade  ganze  Zahl,  also  -  eine  ungerade  ganze  Zalil  ■=  21i  -\-  1, 
so  erhält  man: 

^      (g_-^2+^.)(g:--2-^^+2j.) 
^        "  ^  ^#  _  1)  -^         ' 

daher  nach  Transformation  {Ä),  wenn  man  y^II^  q._2^1Z7, —  ^^ 
setzt;  !/i  —  a  ■  g.,g,_  ^.  ■  e  iji  —  0.  Dies  ist  aber  die  sym- 
bolische Form  der  in  endlicher  Form  integrirbaren  Gleichung : 


bolisclie  Form  der  Gleichung   (1  —  ««')  "-^  —  Ix  -' cy  =^  0 

^2ty-^0^  wo«|,  «2  dioWur- 
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Ist  2/1  gefunden,  uo  wird 

s=|»-«, +  2  (;.-!))  (»-«,-1-2  (?.-2))...|»-«,|>/, 

;  «i  —  0I2  =  |(  1  —  — )  ■ —  ■!  ~|      ^™^  ungerade  ganze  Zahl 


2)  Ist  ( 

=  2  h  -\-  1,  so  ergiebt  sich 

(9-^2  +  «,)(9-2f«,  +  2t+l) 


»na,  wmra   m«i.   9  =  H, 
matioii  (-4) 


/7,  -—77--^ ^^ setzt,   nanh   Transfor- 

"  T  "i  —  1 


(»-|-«,-l)ffl+«,^2) 


e'    J/i  - 


Diese  Gleichung  lässt  sich  aber  nacli  Satz  I  auf  zwei  Gleichungen 

erster  Ordnung  redueiren,  wenn  man  ^t— —  =9  setzt.    3)  Ist 

eine  der  beiden  Wurzeln  «j,  «^  eine  ganze  Zahl,  also 


a)  a] 


eine  ungerade  ganze  Zahl,  so  wird 

Je  nachdem  nun  A  eine  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahl  ist,  setze 

man  y  =  U^  ~~~^ ^^  *"^^*'  ^^  "  -"^      ^_^       ^/i ;  dadureh 

reducirt  sich  die  Gleichuüg  auf  eine  Gleichung  erster  Ordnung, 
nämlich  im  ersten  Falle  auf  y^  — ■  a    — — ?  e^*  j/i  :r=  F,     im 

zweiten  auf  y^  —  a — '?'^ij\  '^^  V-  Hierbei  ist  F  im  eraten 

Falle  bestimmt  durch  {■9'+2  (A'—  1))  |*  +  2  (V—  2)}  ■■■(S'  +  2)  F— 0 
oder  F  =::  C^  e-ä^  +  Ca  e"*^  +  . . .  +  Cw^^  g-i^O-'-D^^  woh  =  2  h' 
ist,  im  zweiten  durch  (*-|-2A'— 1)  (■8'+  2ä'  — 3). ..  (*  +  I)  7=0, 

oder  r=Ci  e-"  +  Ca  e-"*  H H  t/ft'  ß-«*"'-"',  wenn  A^-^  2  A'  + 1 

gesetzt  wird.  In  beiden  Fällen  braucht  man  aber  von  F  nur  ein 
Glied,  z.  B.  das  erste,  beizubehalten,  da  hierdurch  die  genügende 
Anzahl  willkürlicher  Constanten  eingeführt  wird. 
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24.     Ea  genügt,  um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  wir  X=--0 
annehmen.     Die  aymbolische  Form  der  Gleichung  ist: 

1,(&  ^n)(»  ^  n~  l)  -Ir  ci»-n)  +  !>    „^     _ 

Ist  n  nicht  aehon  selbst  gleich   2,  so   setze   man  mt  --  1%' ,  also 
■9"  =  —  ^  ^=  —  -9-';  dadurch  geht  die  Gleichung  über  in : 
i  (9'-»,)  (»'-«,) 
"+   a  (9'-ft)(9'-ft)  '      "-"' 

WO  Kl,  «2   die  Wurzeln  der  Gleichung  —  &w  (ff  —  2)  («w  —  2m  —  2) 

+  -  e«  («  —  2)  -|-  j(  —  0  und  |3j,  (^^    die  Wurzeln  der  Gleichung 

i««/J(«^-2)+  |c«^+/=Odnd.  -  l)Sind«,-«a  und 
ßi^  —  ;5j  gleichzeitig  ungerade  Zahlen,  also  «,  —  Kj  =  27»  —  1, 
Pi  —  i^i=2i — ^  1,  so  geht  die  Gleichung  nach  Transformation  {Ä) 
über  in 

1    L  (»'-«i)(»'-«i  — 1)    .„     _^ 

,,  =  77    (y-Ki  +  2;i-l)ffl'-(Ji-l) 
2  («■'  — «j_i)(^  — j3i+2J— 1)   ' 
gesetzt   wird,  und   diese  Gleichung  redueirt   sich  nach    Satz  I  für 
ß  z=  — — -    auf    zwei   Gleichungen    erster  Ordnung.   —    2)   Ist 

irgend  eine  der  Grössen  «^  —  ^ii  Wj  —  ^2,  «a -"  ^ii  ^  —  ft  eine 
gerade  ganze  Zahl,  so  sieht  man  leicht,  dass  sich  die  Gleichung 
mittelst  der  Transformation  (S)  auf  eine  Gleichung  erster  Ordnung 
reduciren  Iftsst —  3)  Setzt  man  j(  =  e.*i^'wi,  so  geht  die  Gleichung 
nach  Sata  11  über  in: 

«1+  «  -«:'(#' +  /i,_^,)  «^-"- 

Ist  also  zunächst  /J^  —  (S^  eine  ungerade  ganze  Zahl,  so  kann  raan 
diese  Gleichung  nach  Transformation  {A)  verwandeln  in: 
6_  (»'  +  ^,-«,)(»'  +  ^i-K,)       ,      _ 

Ist  überdies  noch  K^   -\-   OC.;  —  ß,  —  ß-i    eine  ungerade  ganze  Zahl, 
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so  wira  ß^  ~  «1  ----  -'-^  — '  f  -1 ,  ß.-^a,^  -  -■^— '  +  i,  . 

i  oiiie  ga.nzo  Zahl  ist,  also 

'^  "''  ä  ^'~(*' —  1)  e  '  t'  —  ü. 

Dies  ist  aber  die  symbolisolie  Form  der  Gleichung 

(B  +  bx')^,+l,{2(>.  +  2)  +  -i}^'^+h[ß  +  2}> 

welche  durch   (A  +  2)  malige  Differentiation   aus    der  in    endlicf 
Form  integrirhareii  Gleichung 

(»+ 6«')  ^;  +  ii«^  "  j  («,-«,)■  «^0 

hervorgellt.  —  4)  Setzt  man  u  =  e"i^'wi,  so  wird  nach  Satz  II: 
,     »  »'(»'  +  »!-«.)  ^, ,,   _„ 

"'  +  «  (»'  +  «,  -  /i,)  (»■  +  «,  -  A)  "^  "'     "■ 

Diese  Gleichung  Itann  man  auch  in  der  Form  schreiben: 

'  T  (,         (a-'  +  2)  (*'  +  2  +  «j  —  Kä) 

Setzt  man  Herin  r'=-— r,,  also  &':^^  -r —  -rr  —  -a^,  und  fen 
«j  =  ff'^'iCj,  Bo  geht  die  Gleichung  über  in: 

und  dieso  lässt  sich  wie  In  3)  auf  die  Form  bringen: 


"  +  I.'  Ö^i  (#,"-!)  eä'u^  —  O, 


""■&i~(#i"—  1) 

wenn  «2  —  «i  und  «i  +  «3  —  /Sj  —  ß^  gleichzeitig  ungerade  ganze 
Zahlen  sind.  —  Die  Zusainmenfasaung  dieser  Resultate  giebt  den 
im  Texte  aHgegebenen  Satz,  Auf  ganz  andere  weitläufigere  "Weise 
hat  Pfaff  dieselbe  Frage  behandelt  in  seinen  Disquisitiones  aiialy- 
ticae  p.  135.    (Vergl.  auch  Sauer,  Crelle's  Joum.  Bd.  IL) 

25.     Ist  p  eine  ganze  Zahl  und,  wie  wir  annehmen  können, 
positiv,  so  hrcohen  die  zweite  und  dritte  Reihe  ab,  jedoch  sind   der 
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id  aweite  Ausdruck  sicher  •ron  dem  dritten  verscliiedeii,  d:i 
x  =^  I»  ebenfalls  unendlich  werden,  während  der  dritte  für 
'   verschwindet.     Ist  aber_p  keine  ganze  Zahl,  ao  sind 


a^+i  1  -\ . 


1  a''x''' 

p_+J  nx        (p  4-  1)  (p  +  2)    a^ 


(2'+I)(l'  +  |)(P  +  2)     " 

_!_     (p  +  l)(y  +  2)(i)  +  3)     ahc^  ^      ) 
(ii+i)(y+ |)(l>  +  2)    ^'  ' 

entsprechend  andere  Integrale,  die  nach  dem  in  Nr.  6  Seite  564  an- 
geführten Satze  unter  sich  identisch  und  von  den  drei  ersten  Aus- 
drücken Terscliieden  sind.  Es  könnten  daher  die  ersten  drei  Aus- 
drücke unter  siuh  auch  nur  um  ein  constantes  Vielfacties  eines  dieser 
letzten  drei  Ausdrücke  verschieden  sein.  Man  sieht  aber  leicht, 
dasB  dies  nicht  der  Fall  ist. 

26.     Die  sjDibolisohe  Form  der  Gleichung  ist: 

'-( 

Hieraus  folgt  sogleich  nach  Satz  II  und  Transformation  (A) ; 


j,  =  e-- il,  ^-;^-^^^j  j,=e-s- (»-!)  (»-3) . . .  (»-2i,+ 1)!,, 
geseilt  wird.    Wegen  /(i>  —  k)  ^=  i^^  f  {&)  e^  "^  k^nn   man;;  aucli 
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Mitiiin  ist  ecLliesslich  t 


'V'dx) 


'^'-^  {i'  j-J  i"^"*'  <.^'"+  "'' 


iiinäclist  y=:e~^'^''^^^  i/L  und  KodiLi 


"-"'»3 

■2i>— 3 

^/ir 

Ü: 

!  gegeben  : 

a=2/.  =  0,f 

,0  eiMlt 

m.nwi. 

.TOl-he! 

y  ■■ 

=  e-'»  ">■(«■ 

i-&)y  +  i,- 

-"■» 

---(- 

-■»  (4t' 

■•  +  £, 

,-.,)|. 

eil 

der  ersten  Dai 

•Stellung  war 

4,  = 

t-r 

'(^-1)(&- 

-3),.,(»- 

-2i>t- 

1)!/.. 

Dies  ist  dasselbe  wie 

=  e»*(e-'^*e-')(e-''a-e-^.,.(e-'*e-^:(;i 
Mitliin  wird  scliliesslioh : 

27.     Setzt  man  y=^Q~'^^  v^  so  erhält  man  die  Gleichung 
,0  +  |(..  +  n)-(»-«.)^:^ 
welche  durch  )B -malige  Differentiation  aus  der  Gleioliung 

entstellt.    Daher  ist  !>  = -; ;  |3r"''e*''~P'"i  ein  particuläres  Inte- 

gral  der  Gleichung  in  v.  Setzt  man  sodann  «i  :=  e'"^!^"!»!,  so 
erhält  man  für  Vx  dieselbe  Gleichung  wie  für  w,  nur  dasa  w?  und  «, 
sowie  «  und  ^    mit    einander    vertauscht    sind.    Es  wird    daher 
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dx'"-'  '  '  dx"-^  '  ' 

i  in.  dor  zweiton  Gleicliung  y  =  e'/i'^  v,  so  erhält  man 
-j— ^  -{-x-j — h  {»*  +  1)  i'  =  0,  welche  durch  »w-malige 

äx^  dx 

gieht.    Ein  particwlares  Integral  dieser  Gleichung  ist  e~^^'^,  daher 
nach  §.  65  ein  zweites:  e~'''^'^' fe'''^"'" dx.     Somit  wird: 

Als   Differoiitialgleichung  der  Trajectoric  erhält  man  die 


Gleichung : 


r:  +  si'«^-«)G-f)"=°- 


Aus  dieser  erhält  man  nach  der  2.  Aufgabe  des  §,  67 : 


VI.  Capitel. 
g.  113. 

1.  Aufgabe.    Es  ist '  '  ^'  ^'    ' 

_u(ci-\-l)...{a+n-^l)ßiß+l)...(ß+n^l) 
)...{Y  +  n^l) 

Ist  nun  J»  —  M  —  (3^0,  in  welchem  Falle  F(ci,ß,y,x)  für  x=l 
divergirt,  so  ist  erst  recht:  7  +  n  —  (a  -\-  n)  —  {ß  -\-  n)  <  0, 
also  F{<x  -\-  n,  ß  ~\-  n,  y  -{-  n,  1}  divergent.  Selbst  wenn  aher 
y  —  K  —  ß^O  also  F{ix,ß,y,l)  convergent  wäre,  so  würde  doch, 
wenn  m>y  —  «  — /J  geworden  ist,  y-\-n  —  loi-\-n)~(ß  +  n)<0 
und  somit  F(k  -\- n,  ß  -\-  n,  y  -f  M,  1)  divergent  sein. 

2.  Aufgabe. 

(1)  ™.,=  ,(i-|;  +  |i-...) 


'«■("■'''|.--"i!7)  »'«--=''  =  » 


y  Google 


ÄDhang. 
(2)    smnt  =  nsini(l  -~  ■- — ; — sin'H 


-9) 


(3)    cosnt  =  cos''i\  1  — 
,   ,i(«-l)(M-2)(«-3) 


( \^coa''tF{-^^X^,l,--taiiiiH\ 


.4      5 


/l    1    8  \ 

=  a/'»  (Fl—,  — ,  — ,  sw^  #  )■     Demnach : 

Untef  der  Annahme,  dass  die  in  §.  126  erhaltene  Foi-mel  JT(s-]-l) 
=  («-{- 1)  n  {e)    allgemein    für    beliebige    positive    oder  negative 

Werthe  von  £■  gelte,  ist  nun:  H  (^—^y~2n(^\da.her:n^(^\ 

=■■  —  ,  also  n(  —  \^=—7c'/%  da  das  negative  Zeichen  nicht  stattliaben 
kann,  wie  ans  der  Definition sgleichung  von  TI(Jt.,z)  hervorgeht. 
2.  Aufgabe.    Es  ist 

77  (^..)  =  --  ^-^-^-^ 


immer  vorausgesetzt,  dass  die  in  §.  126  angegebenen  Definitionen 
auch  für  beliebige  Werthe  von  s  gelten.  Ein  Beweis  hierfür  kann 
hier  nicht  gegeben  werden.    Durch  Multiplication  folgt: 


'"<-5)(-5)(-S)-(-<^) 


Letzterer  Ausdruck  ist  aber  das  unendliche  Produot  für  w  cosecsn, 

mithin:  77  (— s)  JJ(^  —  1)  =  s  cosecz^.. 
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_n(y-l)n{y-a-ß-l)  n(y-a-i)n(y-a  ^  a~ß-l)  ^ 
iI(j.-«-l)n(y-/i-l)  JI(y-«  f  «-l)Y7(5.-w-/5-r)         ■ 

(2)    Folgt  ebenso  wie  in  (1). 

4.  Aufgabe.    F.s  ist 

logn(z)  =  Km  Uog  ——  +  %  — -  -!-  ■•-  +  loff  — -—  +  slogkl 

i^m    \  ä  -\-  l  S  -\-  A  i    -\-  IC  f 

Sind  nun  c/  und  /(  positive  Grössen,    so  gilt  die  leitlit  beweisbare 
Formel; 

/    — dt  ~  log  -, 

vermittelst  deren  die  vorige  Gleichung  übergeht  in : 

Das  letztere  Integral  convergirt  bei  unendlich  waclisendem  k  gegen 
die  Grenze  0;  daher  ist: 

1  2  )( —  1 

Setzt  man  hierin  für  «  nach  einander  s,g ,  e ,-"%^ 

n  n  « 

und  addii't  die  so  entstehenden  Gleichungen,  so  erhält  man,  wenn 

man  noch  »i(  an  die  Stelle  von  (  treten  läset: 

,.,j/ZW77(«_i)...H(,--t2)} 
Andererseits  ist; 
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also  durch  Subtraction: 

log  jlT  (^)  n(«  _  i^  ...  ?7(^  -  -^)]  -  Imjninz) 

Um  den  Werth  des  iioth  übrig  bleibenden  Integrals  zu  bestimmen, 
setze  man  zunächst  in  dem  Werthe  von  logU{z)  s^  —  ^und  so- 
dann t  für   i  i,   dann  wird,   da  n(—  '^  =  ^^i}^)  '^'  ^"'J  '^'''^  ^^*- 


^/{^-^+^ 


Setzt  man  hierin  nt  fiir  (,  multiplicivt  die  entstehende  Formel  mit  n 
und  Bubtrahirt  dann  die  vorige  von  dem  Producto,  so  wird: 

oder,  da  die  beiden  Integrale  offenbar  einander  gleich  sind; 
Demnach  wird  jetzt: 

los  {"W  n  («-i)-.-«(»-tLL)j-;osn(««) 

=  ''-^~  lo  j  (2  »)  -  («  ä  +  1)  %  », 
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i  den.  Zahlen  iibergelitr 


*nMJ7(.-i)...J7(.-!^_-;)  =  (2;.).*(«)77(„, 


Aufgabe.     Es  ist: 


JI(«-l)JI(/i-l) 
und  i/i  =  Mt/^  -f  if  )/s,  wo  M  und  JV  die  aiif  Seite  227  angegebe- 
nen Wertie  liaben.    Daher 


■  iJ»       M      JI(«— 1)JI(|J— 1) 


yi  =  MiPs  4-  -Ä'i  ;/ioi  wo  Ifi  und  i^4  die  auf  Seite  228  angegebe- 
nen Constanteti  sind.     Setzt  man  für  j/3  seinen  Werth,  so  folgt: 


§.  133. 

1.  Aufgabe.    Für  diese  Gleichung  hat  man  l  —  y  =  ~~l=^ — -, 

4 
alsu  y^-~  an  nehmen,  während  für  die  in  §.  132  angeführte  Glei- 

cliußg  1  ~  y=  -\-  l—-  —,  also  y^~  gesetzt  ist. 

2.  Aufgabe.     Hier  hat  man  ebenfalls  l~y  =  — A="--, 

4 
also  y  =  —  zu  nehmen,    während   für   die  in   §.  133    angegebene 

Gleichung  1  —  y  =  X  =  ~,  also  y  =  ^  gesetat  ist. 
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Vermischte   Aufgaben. 
1.     (1)     Es  sei  a  >  b.    Dann  ist  («^  +  ö'^  —  %  ah  cos  <}))-" 


(i_^.*)-„„d(i-^^ ,-..,)- 


Entwickelt  man  min  ( 1 e"i']      und  (  1  —  -  e~  ''i^ )       nach  dem 


n  Satze  und  multiplicirt  man  beide  Eeilien,  bo  erhält  n 
da  di-e  Coefflcienten  von  e''"'''  und  e~^'"i'  einander  gleich  sind: 

«(..+  1)  (»  +  !■)(.. +  r+l)  D»  1 

^  1.2.(r+l)(i-+2)  o<  ^  ■    ( 


_(«  +  .--I)! 


'i'(..,»f.,.  +  ..g- 


(2)bis(4)    Nach  dem  Fourisr'sclien  Satze  ist; 

Ar--  /  [  ^  ^ ^  —  2  -  cos  q)  J     cosr^pdrp. 

Dies  lässt  sioli  in  den  drei  Formen  selireiben : 

1  r/,  ial         ,  fV" 

=^fW'.J  V  -  («-+«■  «■='  j)  »"'""' 

und  diese  führen,  wean  man  die  unter  den  Integralzeichen  stehen- 
den { — «)ten  Potenzen  nach  dem  binomischen  Satae  entwickelt, 
sehr  leicht  zu  den  im  Texte  unter  (2),  (3)  und  (4)  angegebenen 
Formeln.     Man  beachte   dabei  nur,   dass  Integrale  von   der  Form 
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cos?  cp  dip    versehwuiden,  wenn  ß  <.ft  oder 
rade  Zahl  ist,  wälirend 


/» 


mCOS°'^^"   (päW    --    —  T-s 7 — ; — r- 


2.  Sind  a  midi)  die  "Wurzeln  der  Gleichung  ^.  +  5»;+  Cx^=0 
und  substituirt  man  ic  =  «  —  («  —  !i)s,  ao   geht  die   Gleichung 

welche  von  derselben  Form  ist,    wie  die  Differentialgleichung  der 
hypergeometriachen  Reihe 

3.  (I)bi3(5).  Gauss  zeigt,  dass  zwiathen  je  zwei  Ycrwandten 
Functionen  und  der  Function  F  «elbst  eine  homogene  lineare  Glei- 
ohung  besteht,  deren  Coefficienten  ganze  Functionen  von  x  höch- 
stens vom  erstea  Grade  sind,  so  dass  im  Ganzen  - — ~  ^15  solcher 

Gleichungen  bestehen.      Um   dieselben   ab/ulniten,   gehen   wir  von 
dem  leicht  beweisbaren  Gleichung'. bj  item  aus 

Ton  dem  die  letzte  auf  S.  224  vorkam,  und  ditterentiiren  dasselbe 
nochmals.    Dies  giebt; 
d'F 


=  /!  {((S  +  l)f„„  -  (2  |i  +  l)F,+  +  |JF) 

=  (r-i)l()'-2)-f,-i-~(27-3)*'^-  +  (r— i)-r|' 

Das  erste  System  liefert  die  drei  Gleichungen: 

(ß—c()F+aF^^  —  ßF^,+  =^  0, 
(Y  ~-  a—l}F-\-  aF^+  —(y  —  l)Fy-.  =  0, 
(y-ß^l)F+ßF^+-(r~l)Fy_  =  0. 

Setzt  man    sodann    die    Werthe    von   rr^ und  ——: —   in  di' 

dlogx  (dlog  xy 

Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  ein,    so   erhäl 
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man,  je  nacLdem  man  zugleich  die  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Wertlie  dieaer  Grössen  benutat,  die  weiteren  drei  Gleichungen: 

{y-l-y(2f-a-ß-l}cc\FHV-'^}(y-ß)^^y+-y(y-'^)i^-^')^r-^^- 
Die  übrigen  neun  Gleichungen  findet  man  dann  leicht  aus  diesen 
sechs  durch  Elimination  einer  der  Grröasen  Fu±,  Fß±,  Fy+. 

4.    IHese  und   ähnKche   Relationen  ergeben    sieh  durch    Ent- 
wickelnnff  von  =r7 — o   .    ,      -T", — ■^  i"  einen  Kettenbruch.     Setzt 
ms.nf^  =  F(K,ß,Y,x),fi~Ficc,ß  +  l,y-}-l,x)  und  allgemein 
Ai_i  =  F(a  +  i-l,ß  +  i,y^2i~hx), 
f2i=^F{a  +  lß  +  i,y  +  2i(c), 

und  ferner  noch 

{c^  +  i-l)iY  +  i-ß-l)    ^     _    (ß  +  i)(y-\-i-^) 

die  leicht  zu  bestätigenden  Gleichungen: 

/o  =/i  —  «1«/*.  ■■■^fi-i=/i  —  ai^fi+i, 
1  der  Kettenbruch  selbst  leicht  hergestellt  werden  kann. 
1  dann  Z;  und  Ni  den  Zähler  und  Nenner  des  «ten  Nähe- 
rungsbruches, so  hat  man  die  Gleichungen : 

(a)    /„  =  ZiM,  -  a,+i  cc  Zi_i  /(+,, 

und 

Ni  Zi-i  —  Zi  Ni-i  =  a, . . .  o;  x\ 

und  aus  diesen  folgt  noch ; 

^i/i  —  .W,/c  —  ai  02  ...  Oi+iX'+^fi^i. 

Vertauscht  man  in  allen  hier  auftretenden  Grössen  gleichzeitig 
a,  ß,  y  resp.  mit  —  *  —  ß,  —  i  —  a,  —  2«  —  y  und  bezeichnet  die 
dadurch  entstehenden  Grössen  durch  obere  Indices,  so  hat  man: 

y((i)_,y(i)_  «(»  31/(9)  ^    _  _    /(i-i) -_-y(0  —aWa; /('+", 
und 

/<o)  =  Z'>'>  /'*+"  —  a''+"  icZ«+i)/(*+ä), 
/W  =  JV©/(i+i)  —  a('+')a;Ä^<-')/(Hiä), 
i^li)  ;;(.'-i>  _  2(0  j^(--i,  ^  (,(1)  „(ü)  . , ,  „(O^i^ 
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Zii> /(i) .—  Jf  <*) /(»)  —  «(1)  «ßl  . . .  a(.-+i)  a.i+i/(H2). 
Nun  ist  al)oi' 

lind  ferner: 

Z<-^'>=Z2i,  N<^<'^  =  Z2i-i,    Zi,_i  :=JVsi,  -W<ä'-"  =  .Ya,--!, 
clater  ans  der  letzten  Gleichung: 

(b)     Z^i/m  ^  z, ,-_j  /'«  =  »0  Ol . . .  «ai rc2i+'/(«'+ä) 
und  N^if^^—Nu-if""  =ai...aux^'f'^'+-^\ 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  (a)  und  den  Gleichungen  (b) 
kann  man  die  Grössen  Zu,  Zm—i,  N^a,  i^ai-i  finden.  BeKeichnen 
wir  die  Determinante  der  entsprechenden  Gleichungen  mit  ^,  so  ist 

Der  Wertli  von  ^  ändert  sich  nicht,  wenn  man  i  um  eine  beliebige 
ganze  Zahl  verringert.  Denn  setzt  man  rechts  t  —  v  statt  i,  so 
geht  derselbe  über  in : 

Es  ist  aber 

nnd;  an-nv+iX/li-üv+i^^f^i-iy+l  —fii-ür. 

Setzt  man  diese  Wertho  ein,  so  folgt: 

/ai-2v+,  /""l  -  «ai-av+i  a;/<^"+y  /ä;-2,.+s 
= /si-ä. /'^''+"  —  aai_ar  ai/ä.-a.+i /'='*+*', 
d.  h.  der  Ausdruck  links  ändert  sich  nioht,  wenn  man  v  mit  v  -\-  l 
vertauscht.  Demnach  bleibt  auch  ^  ungeändert,  wenn  man  darin  i 
um  irgend  eine  ganze  Zahl  vermindert,  d.  h.  es  ist  -^  von  i  unab- 
hängig. Andererseits  ist  aber,  wenn  «  eine  ganze  Zahl  ist  und 
i  =  —  w  gesetzt  wird,  ^  =;  1,  mithin  ist  ^  überhaupt  gJeich  I, 
da  es  seinen  Werth  nicht  ändern  kann,  wenn  man  einer  darin  gar 
nicht  vorkommenden  Grösse  einen  bestimmten  Werth  beilegt.  Man 
hat  also  allgemein; 

/«+, /l»-«..«  ü/.it. /<■)=!. 

JP(«+<,  ß+i  +  i,  j'  +  2i+l,j!)l?(-i-ft-i-o,~2i-r,») 

-  7^;^^,||$i^«^(«+'-M.  ,5 +. ,  1.  r+ «+ 2, ,)  X 

y(-j— (i,  l-l-a,  l-2l-~y,i)=l. 
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Setzt  man  hierin  i  =  —  1  und  lässt  man  y  +  1  an  die  Stelle  von 

y  treten,  so  ergiebt  sich: 

F(«-i,  ftr.ätjyci-/!,  1— «,  i-r,  I) 

Mittelst  der  zwischen  den  verwandten  Functionen  bestehenden 
Relationen  erhält  man  hieraus  leicht  die  im  Texte  angegehene 
Gleichung. 

5.    (1)    Setüt  man  in  der  Gleichung 


il  +  VY' 

sodann  F(c.,  a  +  w  <  Y<  ^  )  ^^  (^  -[-  yf"  «'-   so  erhalt  man  die  Glei- 
chung : 
3/(1-^)^  +|y-(4«-y+2);/jg-2«(2«-y+l).-0, 

und  dicserwird  genügt  durch 4'=^!'' (2«,  2«  —  y -\-  \,y,y).    Drückt 
man  j/  durch  s  aus,  so  sieht  man  aus  dem  in  §.  122  angeführten 

Hülfssatze,  dass  die  beiden  particulären  IntegraleP  (  a,a -|~  „ ']'i^) 

und   (1  -{-  yY"  f  (2a,  3w  —  y  -\-  \,  y,  y)   mit   einander   identisch 
sind. 

(2)     Setat  man  in  der  Gleichung 

welcher  durch  F{(i,  3,  2  ß,  s)  genügt  wii-d,  wieder  ä  =r:        ■'        und 

(1  +  yr 


sodann  F{k,  ß,  2ß,  z)  =  {l  -\-  yY"v,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
!/(l-S')0+2(/i-(2«-/i+I)!,=lg-2«(2«-2/3+l),,  =  o, 
und  wenn  man  hierin  noch  y^  ^=^  t  setzt: 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch 

,  =  I'(.,«-,S+i,/J+i,<). 
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Wie  in  (1)  überzeugt  man  sich  dann  von  der  Riclitigkeit  der  Glei- 
chung; 

(3)    Setzt  man  Sm^Ö-  =  (,  so  wird  die  Gleichung 

befriedigt   durch   tl  ^^  F  (a,  ß,  k  -{-  ß  +  -,  t\      Substituirt  man 

& 
sodann  t  =  4  s  (l  ^  ^),  also  s  =  Siti^  —  ,    ko    geht     die  Gleichung 

°"a-.)g  +  («  +  ,jhi)(.-2.)g-4»,?,=o 

und  dieser  wird  genügt  durch  ' 

Aus  dem  in  §.  122  angegebenen  Hulfssatze  tolgt  alsdann  die 
Identitflt  beider  Ausdrücke  fui  p 

(i)     l8tSTO«2*  =  J    50  wild  dit  Gleiciun^ 

/ff.    aA-  l    2k  4-2      \ 
befriedigt  durch  j/  ^  J'  (  -,  — - — , — ,  x-  V      Führt    man    in 

dieser  zunächst  die  neue  unabhängige  Veränderliche  t  =  cos''&  ein 
durch  die  Relation  x  ^=  4((1 — ()  und  setzt  dann  y=^i^'^n,  so 
geht  die  Gleichung  über  in; 

und   wenn   man   hierin  noch   — ^=  S    substituirt,  wodurch 

,  siw*  %     .   ,         ,  ,  , 

^:^  —  4  TTT  wird,  so  folgt: 

/2k +2        dK  +  7    \  &v_       _1_ 


ügt  man  durch 

\2'       6     '        3       '    / 
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Atj3  dem  in  §.  122  angegebenen  Hülfssatae  folgt  alsdann  wi 

edorum 

die  Gleiolmrtg: 

,(|.»±i,-±i,.„...) 

---"-(r-^^-^-^.-sl)' 

6.     Die  I.egendre'solie  Oleiclinng  geht  für  ^  — ^(l   "l 

-l> 

IMl-£')f^-  2|äl|™M(«-i-l)(l_|s)j,  =  0über 

.    Inte- 

gvirt  man  diese  in  der  gewöhnlichen  Weise  durch  Reihen,  S( 

)  erhält 

Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  j/i  eine  endliche  Reihe,  sie  hat 
daher  für  |  ;=  1  einen  endlichen  Werth,  wahrend  j/j  flir  J  =  1  un- 
endlich gross  wird,  da  alsdann  die  Eeihe  für  j/j  divergirt.  Ferner 
verschwindet  j/j  für  |  =^  0  oder  x  =  co ,  i^ährend  2/1  für  |  =  0 
unendlich  gross  wird.  Nun  gilt  bezüglich  der  Identität  zweier 
particulären  Integrale  der  leicht  zu  beweisende  Sata:  Alle  parti- 
culären  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  welche  für  x  ^=  Xi  nicht  unendlich  wer- 
den, sind  bis  auf  einen  conatanten  Factor  mit  einander 
identisch,  wenn  die  Gleichung  ein  Integral  besitzt,  wel- 
ches für  X  =^  Xi  unendlich  gross  wird.  (Vergl.  Nr.  6,  8.  564.) 
Mithin  ist  yi  identisch  mit  P„  (x)  und  y^  identisch  mit  Qn{^)-  Die 
Constanten  Ä  und  B    bestimmen    sich   folge ndermaassen.     Es  ist 

[p,  («)]„.  =  1,  a.g=8=n 


^  1.3.5...(Jm- 
■/7(2w) 
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Ferner  ist    [x»+'  Q„  (x)U.  -  ^P-^  '^'^^    t^^l--  ^^  ^> 

awg(..)n(.) 

7.    Au3  der  Gleichung 
ergiebt  sicli  durch  {%  —  2)-malige  Differentiation: 


(l_.,g^2,-l).S 


+  0t-i.f2)(»  +  *-l) 


md  berechnet  man  aaa  der  vorstehendeu  Gleichung  die  Werthe  der 
,Tif  einander  folgenden  Differentialquotienten  für  das  Argument 
I  1^^  0,  so  erhält  man  nach  §.  83  das  vollständige  Integral  in  der 


8.  Setzt  man  Tj -=  Ai,  a;"  -f  A  ^5"+'  +  ■  ■  ■ ,  so  erhält  mai 
^(jt-f-* —  1)0*  +  ^  —  1)  =  0,  also  entweder  ft^=0  üderfj.=--l  — 
oder  (i  :=  1  —  s,  und 

_  (^  -I-  f  +  «--  1)  (^  +  r  +  |3  -  1)  (ft  -f  r  +  r  -  t)    , 


Die  drei  Wortho  von  ft  führen    dann  leicht  zu  den  drei  im  Texte 
angegebenen  particulären  Integralen. 

9.    Es  ist  H  =  — |.  undj;=a!-''''[ji-|--ß«»-csm(2^  — 1)]  oder, 

da  m-c  sin  (2  x  —  1)  ^  2  arc  sin  aiVä  —  -  ist, 

p—x-'^  \A'  +  B' arc  sin  x''^}- 


y  Google 


696  Anhang. 

Andererseits  ist  F(—,  ^,  — ,  x\  ein  partiouläres  Integral  der  Glei- 
chung; es  müssen  sich  also  Ä'  und  B'  so  bestimmen  lassen,  daas 
A'  -\-  B'  arc  sin  x"^  =  x^^  f(  -,  „ ,  Ö'  "^  )  ^^'^^'  ^"^  ic  =  0  ist  nnn 
Ä'  =  0  und  B'  =  1,  also  arc  smx^xF  fr-,  -,  j-  a^^)" 

10.  Für  die  erste  Gleieliung  ist 

Für  die  zweite  Gleichung  ist 

odev:    !,  =  ^(l-4j  +  |  ^>^  +  B«».  (1  -  >;)■*. 

11.  (1)  11.  (2).    Besteht  zwischen  |  und  s  die  Relation; 


■  25=V3  —  1)3' 
j  genügt  s  nach  §.  132  der  Gleichung 


Si  =  -,-^ -,-j,  so  erhalt  man: 


^(s'— !)'(«■ +  34  8« +!)■ 
^^  108s*(s'  +  l)* 

Ohne  dasa  sich  der  Werth  von  js,  ^i|  änderte,  kann  man  hierin  s* 
mit — S*  vertauschen  und,  da  identisch  (s^  +  l)'(s'  —  34s*+l)ä 
=  («■  +  I4s«  +  !)•—  108(s<—  l)<s»  i«t,  so  folgt; 
j_,  __(s'  +  14»'  +  l)' 
""'    108s*(s*— 1)* 
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Setzt  man  endlich  iiücli   1  —  ii  ^  ■- — 7,  oder 
x  —  1 

^  fsä  +  Hs^  +  l)^ 

so  genügt  s  der  Gleicliinigt 


288 


Hieraus  folgt  ^^^  tt^  (i.''  =  v''  — -  --  und  daher  entweder 


welche  Werthe  für  die  erste  Gleichung  dieser  Nummer  gelten,  oder 

_  19     ,  _  J_         ^4 

"  ^  24'  '^         2i'   ^  3' 

welche  Werthe  hei  der  zweiten  Gleichung  atattfindeii.     Man  kann 

nun  s  durch,  a:  mittelst  "Wurzelgrössen   ausdrücken;  denn  setzt  man 

(s^  -\-  s^^)ä=  iJ,  so  folgt  für  ff  die  cuhische  Gleichung; 

(<?+12)3 

*~  ö(<f-36)s 

Man    findet    also    auch    zwei  particuläre  Integrale    der   Gleichung 

■j— ^  "t"  —  {s,  a:|  v=  0  als  algebraische  Functionen  von  x.    Werden 

dieselben  mit  Vi  und  %  bezeichnet,  so  erhält  man  als  Stammgleichung 
der  ersten  Differentialgleichung : 

.,  =  ä^'*  (1  -  !)-■'■  (ßl  t\  +  »>  ")), 

als  die  der  zweiten : 

j/  =  a^%  (1  _:c)-y=  (CiPi  +  Gi^i). 
12.   (l)u.(2).  Nachder  Torigen  Aufgabe  genügt  s  der  Gleichung: 
4  3  101 

'     '-  '  ^  j_  _?_  X-     ^®^ 


1  zwischen  S  und  ^j  die  Relation  hesteht: 


108sHs'  — I)* 
_(^-l)'^ 
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Hieraus  folgt  ^^'~,<t^=  ,-^,  ''^^iTt  ^^^^  entweder 

1     ,  1  3 

wie  bei  der  ersten  Gleichung,  oder 

"'         12'  '         (»'''"     4 
wie  bei   der  Kweiten  Gleichung.    Analog  wie  bei  der  vorigen  Auf- 
gabe findet  man    dann   zwei  parläcaläre  Integrale    der  Gleichung 

-—  +  —  {s,  ^j  ij  t=  0   als  algebraische  Functionen  von  ^,  und  aua 

diesen    folgt    für    die  erste    Differentialgleichung    das   vollständige 
Integral  !/  =  a:-%(l  —  ^)-'A  (C,  ^i  +  G3V3), 

für  die  zweite:         »;=^S^Vo  (1  —  ^)-'/8  (C^?;,  +  (7^  nj. 


2.  Aufgabe.      Dies  folgt  unmittelbar  aus   der   erste 
dieses  Paragraphen, 

3.  Aufgabe.     Hier  ist 


ft 


'-^  dt=  %  |(i —  «)"■(( - 


wenn   m  =  -  ''f±fl,  n  .^  -    "-'^^    gesetzt   wir. 
Integral  der  Gleichung  ist  deBinach: 

y  =:=  Gfe'  {(-«)«  -1  ((  -  ,5)"-'  dt. 
wenn  die  Grenzen  bestimmt  werden  durch  die  Gleichung: 
[e«((-«)-(l~ft-]  =  0. 
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Bei  poBitiyen  Werthen  von  x  wird  dieselbe  eifullt  durch  (  =  —  ^ 
vaA  durch  t  =■-  a,  t  ^^  ß  vor ii  «gesetzt  da'is  die  Exponeiitpu  m 
und  n  heide  positiv  sind  Dazu  ist  eifoiderhch  dass  a  und  ß  vni 
gegen  gesetztes  Vorzeichen  haben  und  wenn  «  negativ  ist  dei  ab 
Bolute  Betrag  von  «  «roBser  als  ß  sei  I^^t  dies  der  fall  so  besitzt 
das  allgemeine  Integril  dci  Diffeiantialg,len,hung  die  im  Texti  an- 
gegebene Form.  Bei  negativen  Werthen  von  t:  erliiilt  man  statt 
dessen  unter  denselben  Annahmen  über  a  und  ß : 

i  i 

Sind  «  und  ß  beide  positiv  oder  beide  negativ,  so  ist  einer  der 
Exponenten  m  und  w  positiv,  der  andere  negativ,  «nd  zugleich  ist 
der  absolute  Betrag  des  negativen  Exponenten  grösser  als  der  des 
positiven.  Auch  in  diesen  Fällen  erhält  man  stets  zwei  partiouläre 
Integrale,  da  alsdann  die  Gleichung  [e'"' (f — «)"*(* — ^)"]  =  0  auch 
durch  i  :^  +  a>.  V— 1,  für  weJchen  Werth  e''°,  vrenn  auch  un- 
bestimmt, so  docl)  endlich  ist,  erfüllt  wird.  Ist  dagegen  Oi<lO<^ 
und  zugleich  der  absolute  Betrag  von  M  kleiner  alsj3,  so  findet  man 
auf  diesem  Wege  nur  ein  particuläres  Integral, 

5.  Aufgabe.  Setzt  man  in  dem  ersten  Integral,  welches  in 
dem  Ausdruck  von  y  in  der  4.  Aufgabe  S.  253  vorkommt,  t  =  <icos%', 
so  erhält  man  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  in  der  Form: 

Durch   die   Substitution   y  =x^~''ii  gebt   die   Differentialgleichung 

Man  kann  also  einen  Wei-ih  von  n  aus  dem  von  ^i  finden,  wenn 
man  darin  a  mit  2  —  a  vertauscht.  Dies  setzt,  da  vorher  a  positiv 
angenommen  war,  voraus,  dass  auch  2  —  a  positiv  sei,  also  a  zwi- 
schen 0  und  2  liege,  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  daher  das  allgemeine 
Integral ; 

Ist  aber  a^l,  in  wclohcm  Falle  beide  Integrale  identisch  werden, 
-—  und  schreibe: 
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Anhang. 


A  sm"^^  9'  -^  B 

Die  Aufsuchung  des  Grenzwertliea  für  a  =  1  iiacli  der  gewöhn- 
lichen Methode  gieht  dann: 

6.  Aufgabe.    Die  hierher  gehörige  Beesel'Bche  Gleichung  ist 

die  für  n  =  0,  also:   je  ^  +  ~   +  3:1/  =  0,     Hier  ist 

q>{t)=ot^^l,ij{t)  =  t,    alsoy-|^d(  =  %(l-l-i=)V 

Das  Integral  der  Gleichung  ist  also:  2/  =  0fe''*(l-\'t^)~V^dt,  wenn 
die  Grenzen  bestimmt  werden  durch  die  Gleichung:  [e*'(l-l-  f^)'''*]==0. 
■Bei  positiven  Werthen  von;);  wird  dieselbe  befriedigt  durch  t^^=^ — 00^ 
(  =  —  i,t=-\-i,  bei  negativen  Werthen  von  x  durch  t  =  -\-<x>, 
t=  -\-  i,  t-^  —  i.    Daher  ist  im  ersten  Falle  das  allgeraeine  Integral : 

,/=Ci}e^'(l  +  ;  ]    '  i'(+  (.     /  £^'ll  +0    '  <?( 

Das  eiste  Integiai  zeilege  man  m  die  Summe  zweiei  welfhe  sich 
etstiecten  von  —  8  bis  0  und  von  0  lis  -|-  i,  das  zweite  ebenso  m 
eins  von  —  i  b(S  0  und  in  eins  von  U  hi«  —  "»  In  den  diei  zwi- 
schen endlichen  Grenzen  genominonrn  Integi  ilen  setze  m^n  dann 
;  :=  ut  und  sühieibe  cos  i.ux)  -\-  i  sm{u£}  für  e^'*  Zieht  man 
zusammen  so  eihalt  man  als  allgemeines  Intej,ril  der  fm  Ji^O 
geltenden  Bosscl'schoji  Gleichung: 

y  =  Afcos{ux){l-~u^)-''^du-\-B[f&m{ux)il~u'')-y^äu 

+  /e"''(l-i-!(*)-'ÄiiM   ■ 

Doi  negativen  "Werthen  von  x  hat  raan  nur  im  letzten  Integrale 
-\-  CO  statt  der  oberen  Grenze  —  co   ku  setzen. 


Aufgabe.     Die  Gleichuag  aur  Bestimmung  von  T  wird : 


yGoosle 


Multiplicirt  man  dieselbe  mit  (   +  (*,   so   ist  die  linlte   Seite   ■ 
esaeter  Difierentialquotient,  und  es  folgt  durch  Integration: 


Um  ein  particuläres  Integral  der  gegebenen  GleiohuHg  zu  erhalten, 
sei  ^  ^  0,  Dann  bestimmen  sich  in  ^  ^=  B  /e'^'-'AC-M)'  dt  die 
Integrationsgrenzen  aus  der  Gleichung: 

[e'"-'^('-f>Ml— ^(i  +  (t)|]  =  0; 
dieselben  sind  also  f  =::  -|-   go  und  f  =  —   co ,  daher 

y  =  It  fe^^-'Mt-f'>^dt,  d.  i.  y  =Ce'A(*+^i'. 

Setzt  man  sodann:  !/^e''^'^+'')'M,  so  wird  die  Gleichung  für  u: 

.;g  +  («-+2,.-i)f|  =  o. 

mithin:  m=  d  f  e~'^^''^^>^^^  x  d x.  Demnach  ist  das  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

§.  H2. 
Aufgabe.     Man  nehme  )/  = /c"~^'aiPiij)  an,  differentiire  dies 
zweimal  nacli  X  und  substituire  die  Wertlie  vun  w  und  -;-—    in    die 

Gleichung -T—^  =  c^x^y.    Setzt  man  dann  wieder 

dt  i      ,      ,  3  c         ^+* 

■ —  -"CK,  also  t  =^  —- — ~  X 
dx  n  ']-  2 

und  dividirt  die  entstehende  Gleichung  durch  ck  ,   so  erhält  man, 

wenn  man  wieder  —  -1-  1  =  »[  setzt: 

mfil—p'')e-^HPäp  -I-  (ni+l)fe-i>'Ppdp:=0, 

also  dieselbe  Gleichung,  wie  in  §.  142;  nur  dass  —  m  für  iH  gesetzt 

ist.    Wie  dort  erhält  man  daher  P  ^  ^(1  —  p^)      ^"'  und  für  die 


y  Google 


Grenzen :  [fi-^'*  (1  — i)^)  ^"'  ]  =  0.    Der  letzterer 


lieh,  dass  m  entweder  positiv  oder  negativ  nnd  dem  absoluten  Be- 
trage nach  grösser  als  1  sei,  oder  dass  «  nicht  liege  zwischen  —  2 
und  —  4.      Es  ist  also  dann 

p  =  A'xfe-^'(l  -i)5)     ""  dp  +  B'xfe-^Hl  -p^)     '™  dp. 

Transformirt  man  das  erste  Integral  ehenso  ivle  in  §.142,  so  erhält 
man  die  im  Teste  angegebene  Formel. 

§.  1*4. 

1.  Aufgabe.  Sindaundt  die  Wiirzeln  von  .4-l-.Bar-l-(?a;ä^— 0, 
so  nimmt  nach  Aufgab«  2,  8.  589,  diese  Gleichung  durch  die  Sub- 
stitution x  =  a  —  {a  — ■  fi)  3  die  Form  an : 

sie  lässt  sich  also  analog  wie  die  hypergeometrische  IJeilie  durch 
Integrale  integriren,  deren  hesondere  Form  sich  nach  der  Beschaffen- 
heit von  M,  n,  p  richtet.     Ist  aber  A  +  Bx-\-  Cx'^=^-C{x  —  rt)^, 

so  setze  man  x  —  a^  j  und  j/  =  |*ß,  wo  ft  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung CU^  ^  (0  —  E)h  ^  F ^  i)  ist.  Dadurch  erhalt  man  die 
Gleichung : 

welche  von  der  in  §.  136  behandelten  Form  und  daher  ebenfalls 
durch  bestimmte  Integrale  lösbar  ist.  {Vergl.  Raabe,  Differential- 
u.  Integral-Eechn.  Bd.  III,  S.  280  bis  288.) 

2.  Aufgabe.  (1)  bis  (3).  Die  in  §.  143  enthaltene  zur  Be- 
stimmung der  Girenaon  dienende  Gleichung 

wird,  wie  man  leicht  sieht,  auch  erfüüt,  wenn  entweder  ß>0  und 
«  -i-  1  —  y  >  0  oder  y  —  /3  >  0  und  a -\- l  — y  >  0,  und  zwar  im 
ersten  Falle  durch  j[  =  0  und  m  =  +  o»,  im  aweiten  durch  «=:  1 
und  u  -^  -^cc .  MiLu  findet  somit  auch  zwei  particuJäre  Integrale 
in  der  unter  (1)  und  (S)  angegebenen  Form.  —  Setzt  man  ferner  y 
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Auflösungen  dei'  Anfgaljeu 


1  der  For 


,.,j^f  ui'-'  (1  -  m)^-''"U1  -  X  u)-"  d  V,   . 


E  und  g  gewisse  Constanten  sind,  differentiirt  dies  zweimal,  wobei 
BU  beachten,  dass  hier  auch  die  obere  Grenze  von  x  abhängt,  und 
substitxiirt  dies  in  die  Differentialgleichang  der  hypergeometrischen 
Reihe,  so  wird  die  linke  Seite  derselben  nach  Ausführung  einer 
partiellen  Integratioa  und  einigen  Reductionenr 

__  (y  _  j5  _- 1)  £(»  (1  —  E)!-"^«-)' {(B  —  E)v-(*-ä 

Ist  1  ^  a  >  0,  so  verschwindet  das  erste  Glied  für  £  ^  1 ;  ist 
forner  /J  >  0  oder  y  —  j3  >  0  oder  Oi  +  1  —  y  >  0,  so  ver- 
schwindet auch  das  zweite  Glied  und  zwar  re.sp.  für  ^=^0,  grrr^\, 
g=r  o).  Man  hat  demnach  sechs  verschiedene  bestimmte  Integrale 
als  Lösung  der  Gleichung  und  zwar,  wenn  man 

setzt,  (a)  wenn  ß>Q  und  y  —  ß>0:  iji=/Udu;    (b)  wenn  ^>0 

und  «  +  1   —  Y  >  0:    y  =  J'    Vdu;     (.:)   wenn    y  —  |3  >  0   und 

«-!-l  — )'>0:y  =  /)7rfMi      (d)  wemi  /3  >  0   und    1   -  «  >  0: 

y=  /■"  Udu;   (o)  wenn  y  —  ß  >  0   und  1  — «>0:  y=  ["Udu; 

(!)  wenn  «  +  1  >  y  und  1— COO:   y^^J-y  Vdu.    Der  Fall  (e)  ent- 


spricht   der  Gleichung  (3)   unserer  Aufgabe.     (Jaeobi,    Crelle's 
Journal,  Bd.  56,  S.  149,) 
3.  Aufgabe. 

(1)    Hier  ist  w  ^^  /?  =  ,-,  y -~  1,  somit  nach  §.  143  und 
§.  144,  wenn  man  in  den  dortigen  Integralen  v  ^^  sin'' fp  setzt: 
y~A  l'^(l  —  xsm^ip)-''''d<p  +  Bf^il^x'sin^<p)-^^'d(p. 

Man  konnte  dieses  Keaultat  auch  aus  Nr.  (2)  der  4.  Aufgabe  von 
§,  85  entnehmen,  da  die  dortige  Gleichung  durch  die  Substitution 
x^  --  ^  m  die  vorliegende  übergeht. 
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(2)  Für  y  =  X'£' z  wird: 

.(l-.)g  +  (2-4«)f|-|.  =  «. 

also  «-—  /3=^-,j'^;2    und  daher  nach  §.  143  und  114,  wenn 
man  v  =  sw?  cp  setzt ; 

(3)  Hier  ist  es  —  --  |,  /?  =  -,  ]■  —  1-     Es  wird  daher 
nach  Fall  (a)  und  (d)  der  2.  Aufgabe  S.  603 

-f  C,  fv-y^  (l  -  ^)-V.  (1  -  ^^)V.  d  V. 

Setüt  man  im  ersten  Integrale  v  =  sm^y,  im  zweiten   v  =  — — , 
so  folgt: 


y~~A  f"  {l-xsin^^y'''a(p  +  B(-\  VM  1-*™  ^j     '%os^(pd(p. 

(4)     Diese   Gleichung  geht   aus   der  Torigen   hervor,  wenn 
man  x  und  x'  mit  einander  vertauscht;  daher  ist  hier: 

y=:A  f^  (l  —  x'  sin^fpy''^  d(p-]-B(—\     f    (  1  — — ^^1       cos^fp  d(p. 


tiv  ist,  geht  durch  die  Suhstitution  y  =z  x'^g  üher  in: 

dx^  dx         4 

Ea  ist  also  a  =^.  ß  ^  -,  y  ^  S.     Man  erhält  aber  hier  i 
einziges  particularcs  Integral,  namllch  nach  §.  143  ; 

.,  =/A(l-..)".(l-^f)-"*<!», 
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Auflösungen  der  Aufgaben. 
V  aacli  einfaclier  Transformation : 


'-^r 


(1- 


Der  Umstand,  dass  man  nm  e  n  pi  -t  o  laie?  Integral  findet,  deutet 
darauf  hin,  daes  das  awe  te  nicht  die  Tora  sgesetzte  Form  haben 
wird.  Im  Falle  a  -^  ß  kann  man  aber  weon  dam  der  zweiten 
Aufgabe  angeführten  Fälle  cl  t  yo  aell  t  e  zwpite  partiouläros 
Integral  liefern,  wie  dief.  (1)  nl  (  )  der  F  11  w^  ein  solches 
in  folgender  Weise  finden.    Es   sei   z.  B.  /3  >  0  und  y  —  ß  >  0. 

Dann  ist  ä/ =^  y  w*~^  (1  —  v)y~ß—^(l — xv)—''dv   ein  particuläres 

Integral,  welches  mit  g>  (w,  ß)  bezeichnet  sein  möge.  Ist  ^nch  tt>0 
und  y  —  «>0,  so  genügt  auch 

der  Differentialgleichung,  da  man  unter  den  angeführten  Bedingun- 
gen auch  im  Integrale  «  und  ß  mit  einander  vertauschen  kann. 

m  (tt,  ß)  —  tp  (3,  et) 
Somit  genügt  auch  — ^ — der  Gleichung.      Ist  nun 

u  =  ß  -]-  £  und  liisst  man  £  au  Null  werden,  so  folgt: 

j,^  =  yV-i  (1  - .).--'-  (1  -  ..)~ß  im  (i-^^)-'-j+'(i-^)-^,^ 
d.  i.     j/,=/^-^-Hi~t')^-^-'  (1  -^^)-^%„-(^-^  <^^- 

Analog  kann  man  verfahren,  wenn  a  und  ß  anderen  Bedingungen 
genügen.  In  unserem  Beispiel  erhält  man  somit  als  vollständiges 
Integral: 

+  B  JVk  (1  - »,)% (1  _  x' ^)-% loa  ^^^^-^  ^^> 

also:  y^:=Ax'  f^  (1  —  x'  sin^ (p)~'^^  cosZtpdip 

4-  Sx'^  f^{l  ~x'm-^(p)-^'''sin^(pcos^<pJog   .  „  ■ ,.  —  ,    ,  .    .dip. 
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Die  Gleichung,  in  welcher  der  Coefficient  von  —  negativ   ist,  geht 

aus  der  eben  behandelten  hervor,  wenn  man   in  ihr  x  und  ^  mit 
einander  vertauscht.    Demnach  ist  für  dieselbe; 

+  Bx"^  f^(l  —xsin^w)-''''^sm'^(pcos^w  log  ^- — j- ^^— .  ''?>- 


(6)    Hier  ist  M  =  —  — ,  ß^  — ,  y^^l.    Auch  hier  findet 

man  nur  ein  particuläroa  Integral,  nämlich  nach  (d)  in  der  2.  Auf- 
gabe S.  603: 

Setzt  man  (?  ^  — ,  so  wird: 

s = »^/./»'/.(i  -  ..)■/.  (^1  -  '^y%u 

und  daher: 

y=--x-  '■'  I      (1  — \       cys  2  9  d  (p. 

Das  andere  particnläre  Integral  kann  man  aus  (5)  erhalten.  Setzt 
man  nämlich  y  =  ar-'/s  ;i  und  sodann  a:  ==:  ^  ,  so  geht  die  Gleichung 
in  die  in  (5)  behandelte  über; 

Man  erhält  somit  als  vollständiges  Integral  der  vorgelegten  Ditte- 
rentialgleichung : 

+  ^''--•'-  /»''■  (1  "»)''■(!-  ff'''  "!>  -  y-^-Vr  ■•  '•■ 
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Hierin  kann  man  auch  X  mit  x'  vertauschen,  da.  durch  diese  Vertau- 
schung die  Differentialgleichung  für  j/  nicht  geändert  wird.  (Integrale 
von  theüweise  anderer  Form  siehe  bei  Glaisher,  Quarterly  Journal 
Bd.  XX.) 

4.  Aufgabe.     Setzt  maii    in  der  Legendre'schen  Gleichung 
«^  =  ^,  so  geht  dieselbe  über  in: 


so  ist  nach  (d)  der  2.  Aufgabe  S.  603 : 

y  =.  ß  v^(l  -  v)~  "^"'  (1  -  I  vr  dv. 

Durch  die  Suhatitutioii  v  =  z--— —  geht  dieser  Ausdruol 
S  —  * 

oder  da  I  =  K^  ist, 

Ist  aber  n  negativ,  so  ist  nach  (c)  der  2.  Aufgabe: 

Setzt  man  hierin  t<  ^  —  und  sodann  wieder  |  ^=  x'',  S' 
y  =  x"  j  t      ä    (1  —  0      ^    (  1 A^  dt 
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Vermischte   Aufgaben, 

1.  Diese  Gleichung  hat  man  Tollatändig  bisher  nur  durch 
unendliche  Reihen  oder  in  der  Weise  durch  bestimmte  Integrale 
gelöst,  daas  man  die  erhaltenen  aur  Berechnung  sehr  bequemen, 
weil  sehr  stark  convergirenden  Reihen  durch  bestimmte  Integrale 
Bummirte.  (VergL  Spitzer,  Integr.  derDifferentialgl.  d;;/'''^ — J/=0, 
in  Grunert's  Archiv  Bd.  26.)  Die  Darstellung  der  Lösung  einer 
Differentialgleichung  durch  ein  bestimmtes  Integral  hat  offenbar 
nur  dann  einen  Sinn,  wenn  sich  aus  der  zur  Bestimmung  der  Gren- 
zen dienenden  Gleichung  solche  Werthe  für  die  Greneen  ergeben, 
dass  innerhalb  derselben  die  zu  integrirende  Function  endlich  und 
stetig  bleibt  oder  dass,  wenn  sie  unstetig  wird,  doch  wenigstens 
das  Integral  seihst  eine  Bedeutung,  d.h.  einen  bestimmten  endlichen 
Wertb  behält.  Die  Methode  des  §.  136,  auf  unser  Beispiel  ange- 
wandt, giebt  aber  nur  eine  beschränkte  Anzahl  diesen  Anforderun- 
gen genügender  particulärer  Integrale.     Man  erhalt  nämlich 


y  =  C  Je        '"   "'"    i-«  dt 

undzurBestimmungderGrenzen die  Gleichung:  \e  J^^^ü 

oder,  wenn  man  —  für  t  setzt: 

y=  C  f/~'^^  v^-^dv,    und    L"~'^^^J  =  0. 

Es  seien  nun  a  und  x  positiv.  Dann  wird  die  Gleichung  für  die 
Grenzen  erfüllt  durch  «  =  ojj  oo,  cjj  oo, .. .,  to„_i  co,  wenn  DJi,  öj, ..,, 
G)„_i  die  Wurzeln  der  Gleichung  o"-"'  ^  1  sind.  Unter  diesen 
Wurzeln  mögen  (»i,  ...,  eai  einen  positiven,  o.(+i,  ...,  (»„— i  einen 
negativen  reeUen  Theil  haben;  den  Fall,  dass  unter  ihnen  auch  +;« 
vorkommen,  lassen  wir  vorläufig  ausser  Acht.  Die  Gleichung  für 
die  Grenzen  wird  dann  ferner  noch  erfüllt  durch 

V  =  —  Kl,  i,  —  (a^t,...,  —  (Ol£,  (Oj^-i  £,...,  C)„_i  £, 

wo  e  eine  gegen  die  Null  convergirende  unendEcli  kleine  positive 
Grösse  ist.  Damit  aber  die  zu  integrirende  Function  innerhalb  der 
Integrationsgrenzen  nicht  unendlich  werde ,  darf  v  nicht  von  der 
negativen  Seite  der  Null  auf  die  positive  übertreten,  d.  h,  es  dürfen 
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Hiolit    Ol  cc ,  . . . ,  coj  CO    als  Integration sgreiizen    genommen   werder 
Man  erhält  daher  hier  die  n^  X^l  particuliireii  Integrale : 


+  ■■■  +  '!.-. 


und  awar  ist  dieses  Integral  ali  di'  tiienze  zu  betiichten,  ilei  &ieh 
das  Bwischen  den  Grenzen  6  und  co  genommene  lategiil  nähert, 
wenn  man  s  gegen  0  conTeigiien  lasst  Kommen  auch  j^  i  unter 
den  Wuraeln  der  Gleichung  o)"— '^1  voi  so  hat  man  zu  jenen 
particulären  Integralen  noch  das  eine 


:  C  /     e"      ""'  v»-^da    oder   y=C'  Ja 


hinzuzufügen.  —  Tat  x  negativ,  so  hat  mau  statt  der  Wuraeln  mit 
negativem  reellen  Theile  diejenigen  mit  positivem  reellen  Theile  in 
ähnlicher  Weise  wie  vorher  als  Grenzen  zu  verweaden,  —  Analoge 
Formeln  erhält  man,  wenn  a  negativ  ist;  nur  hat  man  dann  für 
OJi,  Oj,  ...,  Wn— 1  dio  Wurzeln  der  Gleichung  0)"~^  =  — ^  1  an  neh- 
men. In  jedem  Falle  erhält  maa  aber  auf  diesem  Wege  nur  eine 
beschrankte  Anzahl  einwiirfafreier  particuharer  Integrale, 

2.    Nach  §.  136  wird: 

wenn  diu  Grenzen  aus  der  Gleichung  bestimmt  werden: 

[^i  (fä  _|_  ^3)S]  _  0, 

Ist  a  positiv,  so  wird  diese  Gleichung  bei  positiven  Werthen  von  x 
erfüllt  durch  (=  —  co,  i=^d;&«,  bei  negativen  Werthen  von  x 
durch  i  =  4-  OD,  t  ■=  ^hi.  Die  linke  Seit«  nimmt  ferner  fur 
(  =  0  den  von  x  unabhängigen  Werth  &"  an.  Wir  erhalten  daher 
bei  positiven  Werthen  von  x  für  ij  den  Ariadruck : 

Foreytli,   Differentlulgloicbnageii.  gfl 
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y  ^  a,  fe-'^it^  +  h^f     'dl  +  C^f    e'Q^  +  b^y     'dt 

wo  die  Conatanten  G^,  Cj,  C3  durch  die  Relation  0^  +  Ca  +■  C^  =  0 
verbuiiden  sind.  Setzt  man  im  ersten  Integral  (  =  ui,  im  zweiten 
i=  —  ui  und  ersetzt  dann  die  Exponential grossen  durch  trigono- 
metiiache  Functionen,  bo  findet  man  mit  "Rücksicht  auf  Cj  +  Cq 
+  G,,  =  0: 


+  <■./. 

«^(r-+u^f       ,h(, 

(Ci 

—  Ci)  i  ist.     Fiii 

•  x<0    tmt  QV. 

m  im  letzten  Integral 

3.     Diese  Gleichungen  sind  Specialfalle  der  Gleichung  in  Nr.  1. 
In  Uebereinstimmung  mit  der  dortigen  Äuseinaijdersetzung  erhält 


>!=   C    f    j-c"^   ^"  ÜV  oder  y  =-•  C  J  V  e-V''"' 


inil  für  dip  Gleiclmng  x  y-=^  -|-   !/  --=  0   ebenso  ä 


:/  =  G  f  ■ve"      '    df, 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  x  positiv  oder 
negativ  ist.  (Üeber  das  vollständige  Integral  siehe  Grunert's 
Archiv  Bd.  26,  S.  61.) 

4.     Nach  §.  142  kann  man,  vorausgesetzt,  dass  n  nic]it  zwi- 
schen 0   und  — 4  liegt,   als  vollständiges   Integral  der  Gleiclmng 

--^  =  c'^x'^y  den  folgenden  Ausdruck  nehmen: 
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3'ou  ilev  Auffj'Hbpii. 


n  hierin  mc*  für  C,  ferner  2»*^2  für  n,  so  dass  )»  nicht 
+  1    und  —  1   liegen   darf,   und   endlich  p  ==  sin  (p,   so 
iin  als  voUstälndiges  Integral  der  Gleichung 

druck : 

■y^Gi    I     tos  (Cif'"  sm<p)  CDS     "'(pd(p 

-\-  C-iX  j    cos  (c  x'"- sin  cp)  cos"  q>  d  qi. 
3.     Durch    die    Substitution    j/^=^ffi"+^M    geht    die    Gleiclmng 


'''!!  _!_  ,....„"(»+1). 


1  die  folgende  übt 


Für  die  Gleichung  mit  dem  oberen  Zeichen  kann  man  ein  particu- 
läres  Integral  unmittelbar  aus  der  Aufgabe  Nr.  2  entnehmen,  wenn 
man  daselbst  in  dem  Ausdruck  für  y  die  Coiistiiiite  C;,  =  0  Betzt, 
Man  erhalt  so 

u  =    f  (a^  —  v^)"  cosxvdv  oder  u  =  j    {ii^  —  a^)''cosxvdv. 

Für  die  Gleichung  mit  dem  unteren  Zeichen  entnimmt  man  aus  den 
Untersuchungen  in  §.  113  das  particulilre  Integral: 


\x  clx/ 

/'  cosnv     ,  "^        „, 

J  X-'  +  V-'  2  X 


yGoosle 


Torausge setzt,  dass  a  und  x  positiv   sind.     Differentiirt  man   die; 
Formel  «-mal  nach  3;*,  so  findet  man: 


J   {x^'  +  vT^ 

■"^->      ''        anl2'^Vd^)      " 

id  demnach  ist: 

u^ 

B'  fi3:^  +  ^^)-''-'cosavav. 

a      Set7.t  mau 

in  die  gegebene  Gleichung  den  Werth 

!,r.-fzP(gx}d, 

[1,  so  erhiilt  mim: 

" 

(. 

h 

M" 

(sx)  Ze»  1 1  ds  —x"'  j  tf'  (ex)  Zeäz 

Integrirt  man  das  mittlere  Integral  einmal  partiell,  bestimmt  sodann 
f  aus  der  Gleiehimg  itp("+'>  (sa:)  =  (2«)'»-' j/i  (.aa:),  so  wird  Jie 
Gleichung : 


'^J  iP(ex)Zds:r=  0. 

partiell,  bestimmt  sodann 
'-'  i>  (äx),    so    wird    Jie 

und  diese  ist  erfüllt,  wenn 

[*(»i)2«]''=  0  „nd  «  '^  -  (m-  l)Z  +  *-«Z=  U 
ist.     Aus  letzterer  folgt: 

und  somit: 

WO  sich  die  Grenzen  bestimmen  aus  der  Gleichung 

[*(«x)^-r»M]"=o. 
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Ist  daher  m>0,  so  kann  man  <i  =  0  und  h  =  c 
ausgesetzt,  dass  ti^^)  för  diese  Wertlie  endlich  bleibt.  Die  Glei- 
chung j(i(''+"  (m)  :^=  m"""^  4)  («)  kann  man  aber  nach  einer  von 
Kummer  im  19.  Bande  yoq  Crelle's  Journal  angegebenen  Me- 
thode dureh  vielfache  Integrale  integriren.  (Vergl.  auch  Wantael 
in  Comptes  rendus  hebd.  Ed.  17.)    Da  die  Gleichung 

durch  einmalige  Differentiation  der  Gleichung  — -— -  ^x'"y  entstan- 
den ist,  so  stellt  das  vollständige  Integral  der  ersten  Gleichung 
auch  zugleich  das  der  letzten  dar,  wofern  nur  zwischen  den  w  -|-  1 
willkürlichea  Constanten  desselben  eine  gewisse  Itelation  besteht. 
Sind  z.  B.  (o,  (Oi,  Wj  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  A^  ^  1  und 
ist  1(1(3;)^^  Ce"'*-|-  Gl«"'''  -|-  Cie"^"  das  vollständige  Integral  der 


;  +  «.-!, 


GleichuL 

-z--- 

0  ist 

.^/rf 

(Ce--  +  C, 

,,.,. 

■+c. 

c"'ä")<7.s 

das  vollständige  Integ 

-™S^ 

=  . 

s  + 

if,    und   dalier  auch 

=  3;^,  falls  1 

lur  im  letzte! 

ren  Falle  die 

Oonstanten  G,  C,,  G^ 

der  Relation  genügen: 

Ct)}''+  Cicc 

•'>  + 

(7äBä'  = 

=  0. 

7. 

Der    leicMeren     Rechnung 

',     wegen     setze    man    zunächst 

.  =  ^, 

so  wird  y^= 

./■- 

-© 

v-H 

'v.      Hieraus  folgt: 

-in^x^'—^i/ 

=  4n-'x'"-' 

/ 

"  _„a« 

'©'V...... 

-  4)r- 

./. 

-"-©";-..,. 

-'/ 


'  «-""+J  «-■•"- 
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"Wendet  man    auf  daa    erste  Integral  die  parUnlle  Integration  t 
so  folgt: 


-iu^x^' 

'    *,'/■ 

=  3«.r'"- 

"/ 

de    "       v^ 

~2n{2t 

(  +  i: 

- """  X- 

Tntegci 

ft   man 

hier  daa 

erste 

Iiitegfal  ■ 

witider, 

Lim  partiell, 

sich: 

1  n'  x^ 

"~^2/  =  ■ 

1  ,-..' 
1 

'  a!-^'''. 

8. 

Setat 

man    F, 

=  «3 

u^  +  «iU 

+  «0. 

U,  =  ö,  «3  ^ 

ferner 

log  (F, 

y>=f 

#" 

11     so   l.t 

ein  p-Hti(,ulflres  Ii 

gegebenen  Gleichung  bestimmt  durch  y  ^=^  J  e^"- Vdti,  wenn  die 
Grenzen  dei  Gleichung  [e"-*  (7,  F]  =  0  genügen  Substituirt  man, 
um  ein  zweites  partioulaies  Integial  zu  eihalten  y  =:  (oi -\- h.j  aj)"  e 
und  bestimmt  )i  durch  die  Gleichung  (n  —  l)b^^ffjöi  —  «i  fcj,  so 
geht  die  uispiüngliche  Gleichung  uber  m 

(o,  + ».»)  ^  +  (a«»-  +  "1  +  ''•')sj+  («'i  +  "•  +  '.*)'=«. 

und  dieser  wird  genügt  durch:  z  =  fe^''  Vü^du,  wo  die  Grenaen 
und  der  Werth  von  V  dieaelben  sind  wie  vorher.  Mithin  ist  das 
vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

3,=  /e«=^r{Ci+  C,(a,+bssi)"Ul-\dii. 
Ist  nun  bl^^öiba  —  Ch^i<   so  ist  »  =  0,  und  die  heidea  particu- 
iiirea  Integrale  weiden  identisch.     Setzt  man  aber 


./.=  .{. 


der  Form  schreiben: 

(II, +  6,»)"  g;-- 


imd  dies  gelit  für  jt  =  0  über  in; 
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Aiiflöäiiugen  der  Aufgaben,  fil5 

9.      Bestimmt  miLn  h  aus  dei'  Gleichung  : 

«3  /(S  -I-  (^j  _  1)  7- ,«  -I-  A^  =  0, 

so  gellt  die  Diäerentialyleicbung  üliBr  in: 

Hl.     Diis  |iai-üi!ulävc  Iniügval  ist  dei'  Wertli  von 

Es  ist  also,  da  nach  §.36  ^^j-- f[x)=X-"^x"  f{x)  ist: 
!,  =  (.- ..i...)(^..l^.)...(.-.i«..)/W. 

~ /■/(») =/'l"""V(l)('l. 

SoUL  man  liicrin  g  =  3;(l„,  so  erhalt  man; 
somit ; 

Die  wieclei'holte  Anwendung  derselhen  Formeln  fülirt  dann   y.w  dem 
particulären  Integral  in  der  angegebenes  Form. 

II.     Nach  Nr.  8,  S.  243  genügt  die  Reihe 

^i-^'rä^^^    i.2.*(*+i)E(fi+i)    ■^+-- 

als     particuläres     Integral     dor     gegeheuen     Differentialgleichung. 

Nun  ist : 
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wenn  P  die  Euler'sche  Gammafungtloii  Ijezeiclmet.     Demnach  ist 
daö  allgemeine  Glied  der  Reihe: 

r  (»  +  .1)  r{ß  + ..)  rfr  +  «)  r(»)  r(e)  „ 
n !  r(«)  r(«  r(r)  r(» + ,)  r  (s + «) 

«!r(»)r(|i)r(7)r(»^/5)r(£-7)  '^ 


//«' 


WO  *>/J>0  und   e>7>0  sein  miiss.    Setzt  man    dies  i 
kann  man  schreiben: 


?/i  = 


ri&)r{,) 


\   ^    r(a)       \    ^     r(«)       2!    ^    y 

Die  unier  dem  Integralzeichen  stehende  Reihe  ist  aber  gleich 
(1 — MKie)~";  mithin  ist,  wenn  ilie  Constaiito  vor  dorn  Integral- 
zeichen   weggelassen    wird,    ein    [larticiüäres    Integral    dargestellt 

„,  =yy»»->(i-«)'^'-'"'  '(1 -»)-'-' (i-»«i)-ti»iJo. 

Ebenso  kann  man ,  wenn  ausserdem  noch  2  — ■■&>/?-[-  1  —  i}>0 
und  2  —  £  >  y  +  1  —  £  >  0  ist,  die  beiden  anderen  in  Nr.  8,  S.  243 
erwähnten  Reihen  durch  bestimmte  Integrale  s 


y^^  =  x^-''  I  I  u^-''{l-ii)-l>vy-''(l-t^'-y-^a-uvxy-"  'dudv, 
und 

,j,==x'-^ffu^-Hi-ziy-'-'v''^(i-v)-y(i-iwxy-'-'dudP. 

Die  Summe  der  drei  mit  je  einer  willkürlichen  Constanten  multi- 
plicirten  Ausdrücke  ^i,  J/j,  y^  gieht  das  voUständige  Integral  der 
gegebenen  Gleichung. 
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Aiiflösuiigeii  liei'  Aiiigabüii 


stituiion  a;^  =  i  in  die  folgende 

somit  ist  nach  t;    l^^C     ij=^  4    /  /  9  _r    iTiÄ-  ^°  die  Grenzen  ku  Ije- 

stinuneü  sind  ins  dei  trlpuhung  [e"*  (m'  +  A)'''']  ==  0.  Die  Wni- 
zela  dieser  Gleichimg  amd  eistens  die  "Werthe  a,  ß,  y,  für  welche 
M»-|-A=^0  ist  uad  femer  11=^03,  je  nachdem  (  positiv  oder 
negativ  ist.     Nimmt  miii  abpi  0  ils  untere  Grenze,  setat  also 


"J      («■  +  !)■/. 


so  findet  man  durch  Einsetzung  dieses  Ausdrucks  io  die  Gleichung 
1-  .[.  %Xx*y  =  bx,  dass  zwischen   den  Gonstanten  A,  JS,  G,  B 
die  Relation  bestehen  muss : 


13.     Durch  dio  Substitution  s'"^(  geht  di«  Gleiclmiig  über  in; 

Daher  ist  nach  §,  136:  y=  Cfe       "u      '"     du,    wenn    die  Gren- 
zen  bestimmt  werden  aus:  [_e       "u    '"  J  :^=  0.     Setat  umii  hierin 

w  =: j'  ^o  w"''i  y  =^  ^'  /^  °^"'  '^^  ^^^  die  Gleichung  zur 

Bestimmung  der  Grenzen  geht  ühev  in;  [e~"=    —}>'':      .a;— "Hi]  t=  0. 
ird  erfüllt  durch  k  =  0  und  at  ^  « ,  wenn  (» f  >  0  ist 


r  ist  {/  =  C  /  e-a^™-'""''^  '"  dx. 
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14     E.  i..    f^         =«(,.. 
J    a—h cos cp 


dass,  wenn  —    reell    ist,    der   absolute    Betrat''   von    —   iiiciit   Meiner 
oder  gleicSi    i    ist.     Setzt  man   kier   a=  1  —  Oix,   h^=a{x'^—  \)\ 


Entwickelt  man  beide  Seiten  naeb  Potenaen  von  «  und  setzt  die 
Coeificienten  gleicher  Potenzen  von  a  einander  gleich,  so  folgt: 

-^"  *^^  =^  ^/"l^  +  '''"  '''  ^"'^  ~  ^''■''*"  "^  ^' 
rj  —  (x2—  1)% 


Durch  die  Substitution  cos  (p 


isi)(a;ä  — 1)V! 


in:  P^ixi^-    f -. —4~ TvThTrr     Diese  Formel  gilt,  ob- 

3t J   {s:  —  cos7j{x^ — i)'A|"+i  ° 

wolil  der  Ableitung   nach  n  eine  ganze  positive  Zahl  sein  müsste, 

auch  für  beliebige  n.    Für  «  ^^  —  ^  i^*'  dabei': 


,.m  = 

-iJ  \ir-^. 

,  (^'  -  !)■/. 

!''■■ 

Ili, 

a-für 

■  kann  ma 

n  m„,  »  -  , 

für  j;  setzt, 

„„d, 

.dir.ibeii 

P- 

.,,(»)  = 

4/;^ 

<1, 

s,(«>~l)'/. 

T* 

=il' 

+  (»■ 

-""•'  "f 

j           2(«.- 

-  1)V. 
-1)V 

,...,)■' 

I     Vi  +  Vi  ->     'I 
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AiiflOsniigHU  clev  Aufgaben. 

Midung  doi'  Landen'schen  Substitution 

tätig»  =  -J^-L 
Kl  -|-  cos  2  Yj 

un  aogleicli  das  Resultat ; 


^^.m->'^y^r^ 


■  I  sin^  »y^ 


13.    Bei  der  Aunahmo  g  =^  fe*^  Tdt  bestimmt  aioh  T  durch 
die  Gleichung: 

o(t-a)~  +(l'-a'+'Ic}"+(3tJra)T=0. 

Durch  Multiplication  mit  t  —  u  wird  die  Gleicliung  exact  und  giebt 
nach  eiumaiiger  '.Integration ; 

Wir  suchen  zunächst  ein  particuläres  Integral  der  gegebenen  Glei- 
chung lind  setzen  daher  Ä  ■^  0.  Dana  ist  T  =  e  ,  also 
i/  =J    c                    dt,    wenn    die  Grenzen    bestimmt  werden    aus 

der  Gleichung ■.\e  "         J  :;=  0,     Vorausgesetzt,   dass  c  positiY 

ist,  sind  i  r=  -f   co    und  f  =;  ^  w    die  "Werthe,  durch  welche  diese 


-"!' 


GlHiclmng  btifriedigt  wird.     Uemnack   ist :   y 

oder  j/=:  Ci  e^         "     .    Ktvoh  §.  65  erhält  man  sodann  als  vollstän- 
diges Integral  dar  gegebenen  Gleichung: 


1.  Aufgabe.     Sct^t  man  /(a;)  =  «;(;'i  +  hx'^  ■\-  ex''  +  ex  +/, 

>  ist  das   allgomeine  Integral   der  Gleichung   , , -\-—p=L^-:=0 

Vf{yi)      V/W 
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620  Auliaiig. 

nach  §.  146  dargestellt  durch: 

Setat  mau  nun  -  statt  x  und  -  statt  «,  so  ijelit  fix)  über  in  —  X 

X  y  ^ 

nnd/Q/)  über  in  ~  Y,  wo  X  und  Y  die  iu  §.  146  angegebene  Be- 
deutung haben.  Die  Differentialgleicliung  wird  somit  wieder 
X~'^  dx  -f-  Y~^^'dg  =0,  während  die  Iniegralgleicliung  die  Form 
annimmt : 

Zieht  man  diese  von  der  in  §.  146  angegebenen  Integralgleichung 
ab  und  subetitiiii-t  man  für  X  und  Y  ihre  Werthe,  so  gelangt  man 
zur  Gleichung  0  =  0;  es  sind  daher  beide  Gleichungen  identisch.. 

2.  Aufgabe.    'Wird  ganz  analog  bewiesen  wie  in  §.  146,  indem 
man  p  —  x  ■\-  y,  ^^^  y  —  x'  dt  ~'  y  ^ x   ^^  ^  ' 

3.  Aufgabe,    x'^  -^  if  -\-  2xy  (1—  0")'/.  =  C(l  — ^^J/^). 

4.  Aufgabe.    Setzt  man  a;^|^  ^  =  ii^i  aowird  die  Gleichung : 

'H I dn ^ 

Ferner  sei 

Hieraus  ergiebt  siph; 

'■(a)-KS)'=<"--«<'-^«''-'^ 

Ei'liobt  man  ferner  t—  und  -r-  aum  Quadrat  und  differentiii't  nach  t, 
dt  dt 

so  folgt: 


•'S-^S  =  "S'!«'-'i=)' 
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lugeu  der  Aufgaben. 


Mnt  +  ^% 


integrirt: 


-n-'v')- 


{x(l 


dt 


dt 


-y)(l-lif)y"+\p(l-x)(l-Xx)y/^--^=Ä{l-i.o:y). 
Verfahren  rührt  you  Darboux  her;    ein   anderes   ist  voi 
angegeben    worden.    (Vergl.    Schlömilch's    Compendium 
S.  327,) 


1,  Aufgabe.  Genau  dasselbe  Verfahren  wie  in  §.  147  fährt 
auch  hier  zum  Ziel,  wenn  man  M  als  eine  sym metrische  Function 
von  X  nnd  y  voraussetzt,  deren  einzelne  Glieder  in  Bezug  auf  x 
und  y  Ton  nicht  höherer  als  der  zweiten  Dimension  sind. 

2.  Aufgabe.     Man  setze  m  in  der  Form  voraus: 

u  =  Ä^x^p^  +  Ä^ix^  +  y^)  +  2A^xif  -  1  =  0 
und  verfahre  im  Uebrigen  genau  so  wie  im  allgemeineren  Fülle. 


§.  1*9. 

1.  Aufgabe.     Das  Resultat   folgt  durch  unmittelbare  Anwen- 
dung der  am  Ende  des  §.  149  angegebenen  allgemeinen  Formel. 

2.  Aufgabe.     Setzt  man 

Xi~K-\-ßxi-yx''-\-Ox^  +  cx*  +  bx^+ax\ 
und  ähnlich  für  Y^  und  Zi,  so  ist  die  Integralgleichung  der  beiden 
Gleichungen 

dp 


,-:,,--        „        ,  xäx       ydy 


m 
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622  Anhang, 

nach  der  1.  Aufgalie  dargesteUt  durch. : 

l(g  -  s)  r/.  +  (g  -  X)  rv.  +  (!-./)  z;''\ ' 

{  («-»)(!, -«)(«-»)  ) 

=  Cf  Mä;  +  s  +  »)  +  a(i  +  s  +  «)'. 
Setzt  man  nun  —  statt  sc,  ebenso  —  für  w  «nd  —  für  e,    so  geht  Xj 
über   in  —  X,  wo   X  dieselbe  Bedeutung  hat  wie    in   der  vorigen 

Aufgabe,  ebenso   Yi  in  \  F  midZi  in^  Z.     Die  beiden  Diff'erentJivl- 

gleichungen  gehen  ferner  in  die  i,n  der  vorigen  Aufgabe  angegebe- 
nen über,  während  ihre  Integralgleichung  durch  diese  Substitutionen 
die  Form  erhält: 

- »)  XV.  4- «'  I'  (.  - 1)  TV-  +  »■■)'  (J!  -  y)  z»l  ■ 


»  +  «»)+< 

.(i.ü+S' 

1 

2.  Aufgabe, 

153. 

(1) 

xy\y^^^x  = 

C. 

(2) 

^-i.i,.=  C. 

(3) 

-^-«- 

(4)    (x  —  df\{y-\,Y 
liehe  Constante  ist. 

4-  (,-<•)■: 

=:  /i^,  WO 

;.  die  Willkür. 

(5) 
(6) 

■  +  «'+(!(' 

+  «■)»  = 

^C. 

(I) 
(8) 

9  +  ^    ,    «  +  !. 

(9) 

154. 

2.  Aufgabe.      Aus  der  Gleicliung 

=^^g 

i-'4  =  i 
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folgt: 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung 

ein,  so  erhält  man; 

„  fxdx     ,    ildy\ 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Projectionen  der  auf  dem  Ellip- 
soid  liegenden  der  Kfferentialgleichung  genügenden  Gurren  auf  die 
a;^ -Ebene  ein  System  von  centrischen  Kegelschnitten  bilden. 

3.  Aufgabe.     Der  ersten  Gleichung   wird   genügt    durch    das 
System  der  heiden  Gleichungen;  x^ -\- y^  =  ^  (s)  und 

x(x  —  a)-\-jf(i/  —  b)  „  2.  q,'  (^) 

der  aweiten  durch  das  System  y -\-  z  log  a:  -{-  y  (ä)  ^  0  und 

4.  Aufgabe.     Ist    ft   der    integrirende  Factor    der   Gleichung 
Pdx-\-  Qdij^rrr.f),  welche  aus  der  gegebenen  Gleiohuiig 

Pdx-ir  qdy-\-Iidz  =  0 
entstellt,  wenn  man  ^  zimäohst  als  constant  betrachtet,  und  sctKt  man 


ao  ist  die  Stammgleichung  YOn  der  Form  V  =irp  (s),  und  es  bleibt 
nur  übrig,  qo  {e)  derart  zu  bestimmen,  dass  der  Gleichung 

Pdx-\-  Qdy-\-Rd!^=.0 
Genüge   geschieht.     Dazu   differentiirt  man    V=fp  iß)    nach   allen 
drei  Veränderlichen  und  subtrahirt  das  Resultat  von  jener  Gleichung, 
nachdem  man  diese  mit  ;t  multiplicirt  hat.     Dadurch  erhält  man: 

~  —  fili  —  ip  (z). 

Durcli  diese  Gleichung,  deren  linke  Seite  eine  Function  von  g  allein 
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sein  m«as,  bestimmt  sich  die  Function  <p(z);  ist  die 

büdet  7^g)(e)  die  Stamm gleicliung  von  Pdx  -\-  Qdy  -\- Rds^=0- 

ünterswclit    man    die    Bedingung,     unter    welcher     die    Function 

dv 

(iS  mittelst    der  Gleichung    V  =  <p{e)   dargestellt  werden 

kann  als  blosse  Function  von  ^,  eo  gelangt  man  zu  der  in  §.  152 
angegebenen  Integrabilitätsbe dingung.  Daraus  folgt,  daaa  man  in 
irgend  einem  gegebenen  Falle  nicht  erst  au  untersuchen  braucht, 
ob  diese  Bedingungsgleichung  stattfindet  oder  nicht;  vielmehr  zeigt 


Die  Lösung  wird  gebildet  durch  das  Systei 
1/  r-  ip  (x)  und  -^-  ^  <p'  (x). 


§.  163. 


Aufgabe.  Diejenigen  Bedingungsgleichungen,  welche  eine  be- 
stimmte der  Grössen  Xi,  2^, ...,  X^  z.  B.  X«,  nicht  enthalten,  können 
offenbar  aus  denjenigen  abgeleitet  werden,  in  denen  X«  wirklieb 
vorkommt.  Denn  sind  A,  (t,  v  irgend  drei  verschiedene  Zahlen  aus 
der  Reihe  1,  2,  ...,  (b  —  1),  so  kann  man  aus  den  drei  Glei- 
chungen ; 

^ßXi     dx,\,^fsx,     ex.-\,  y/8x,     ezi\ 


/ax,       8X,\  /8X       8Z.\  /8X.       8Z.\_ 

*'l8ir~"öi;:J+  'V'8^^^J7;+^"lBV~8^r 

die  Grösse  X„  eliminiren,  indem  msin  die  erste  mit  -f-  X.,  die 
zweite  mit  — Xm  die  dritte  mit  -j- X^  multiplicirt  und  die  Resul- 
tate addirt.  Man  erhält  dadurch  die  Bedingungsgleichung  awischen 
Xx,  Xu,  X,.    Solcher  Gleichungen,  in  denen  X„  wirklich  vorkommt, 

giebt  es  aber  ^  (w  —  1)  (w  —  2).     Dies    ist  somit  die  Anaahi    der 

von  einander  unabhängigen  Bedingungsgleichungen. 
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2.  Aufgabe. 

(1)\«S««=  C, 
(2)    «!/  +  !/«  +  ««  + 
„  +  2  _      , 


(3) 


ä.  166. 
2.  Aufgabe. 

(1)  (!i  +  ».!,  +  ,.«-C)(fi  +  .i/j,  +  ..'«-C)  = 

(2)  (j:>  +  j,'  +  B'-C){ä!'»"  +  !/'«>-e)  =  o. 

(3)  («,-C)(9-C)(«-C)  =  0. 


(^-^ 


(^)    ^-  C    (^-0  =  0. 


3.  Aufgabe.    Ans  a^^  +  (>  j/«  +  c  «''  =  1  folgt  -. 
axdx  -f-  bi/dt/  =:  —  c^rf^. 
Eliminirt  man  hieraus  und  aus  der  gegebenen  DifFerentialgleichung 

das  Differential  ds  und  setzt  für  ce^  seiunu  Wcrtli  J  — ax^  —  hy'', 
so  erhält  man  die  Gleichung: 
b  —  c         /dyy  ,    /  „       h  —  c„       c(a  —  b)\dy 

welche  in  Nr.  5,  S.  490  integrirt  wurde.     Nach   dem  daselbst  an- 
gegebenen Resultate  hat  man  also ; 

■^  ah  {a  —  c  +  (b  —  c)G\ 
HStte  man  p  oder  X  eUminirt,  so  wäi-de  man  eine  Ähnliche  Glei- 
chung zwischen  x  und  s  resp.  zwischen  y  und  «  erhalten  haben. 
Dies  beweist  den  Satz,  dass  die  Projectionen  der  Krümm  uugsiinien 
der  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  auf  die  Hauptebenen  der 
letzteren  Systeme  von  coaxialen  Kegelschnitten  sind.  —  Auf  sym- 
metrischere Weise  gelangt  man  folge ndermaassen  ^ur  Losung  der 
Difforontialgleicbung  der  Krümmungslinien.    Setzt  mau 

1     ,,_! 1 
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ferner 

, 7  —  ß, 


WO  ä^=(ß  —  7)  {y — a)(r/.  —  ß)  ist,  90  wird  dadurch  der  Gleichung 

—  +  ^  -f-  —  =1  genügt  und  die  Differentialgleichung  geht  über 
K  p  y 

inr  dudv  ^=  0.     Es  ist  somit  tt  =  C  oder  v  =^  C.    Die  Durch- 

sclinitto   der  Flachen  ä(  =   C  und  v  =  C  mit  der  Fläohe 

«   +   ^    +   y   -' 
sind  die  Krumm ungslinien  der  letzteren.     In  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  lauten  die  Gleichungen  jener  Fläch  enschaaren : 

~+^  +  ^=''  ;7=i;  +  y^  +  ^  =  '' 

4.  Aufgabe.      Die    gegehene    Differentialgleichung,    welche    in 
anderer  Form  geschrieben  lautet: 

e  {x*  — -  y?)  clx  dy  +  a;  (y^  —  ^^)  dp  ds  +  y  (s^  —  x^)  dedx^O, 
stellt  die  Gleichung  der  Krümmungsliuieu  der  sogenannten  asympto- 
tischen Fläche  dritten  Grades  xyz^^  1  dar.    Eliminirt  man  hieraus 
n  und  dz  mit  Hülfe  von  xyz^=l  und  ys!dx-\-zxdy-\-xyds^<)^ 
so  findet  man  die  Gleichung: 

oder  aufgelöst  nach  ~  und  wenn  man  x^  y^  —  x''' y'' -\- x'*  y*  ^- x'^  y^ 

—  X'^yi-\-l=F  setzt: 

Setzt  man  nun 

^'  +  ?'■'  +  ^  =  3«!,   x^y^  +  ^^t|^  =  3», 
so  wird  F  =  i)3^y*  (m^  —  n),  ferner 

f^)/ __    \  xj       dn  —  ^^(?tn 

rfic  /x  „    ,\      dn  —  x^dm 
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Sttbstituirt  msin  diese  Werthe  iu  die  vorige  Gleichung,  dividirt 
dann  durch  den  Coefficienten  von  an  und  macht  darauf  den  Nenner 
des  Coefficienten  von  dm  rational,  so  erhält  man  die  einfache  Glei- 
chung: 

{m±(m^  —  fiy^dm--dn  =  0. 
Multiplicirt  man    dieselbe  mit  3  \m±im^ —  n)'^'],  so  kann  man  sie 
in  der  Form  schreiben ; 

{2m^ -3n)dm  +m  {imdm-  3dn)±S  {m^-nY^^  (2m.dm- dn)^0, 
und   dies   ist  eine  exaote  Differentialgleichung,   deren  Integral  ist: 

m  (2  m«  —  3  n)  ±  2  (j«ä  —  n)%  =  C. 
Diese  Gleichung  steDt  die  Projectionea  der  beiden  Schaaren  vod 
Krümmung slinien  der  Fläche  s:ys!  =  1  auf  die  xy-'Ebene  dar, 
(Ueber  die  Fläche  xyz^=0,  welche  eins  von  drei  Systemen  ortho- 
gonaler Ililchen  repräsentirt,  vergl,  Hoppe,  Principien  der  Flächen- 
theorie, S.  92,  und  eine  Abhandlung  von  Meth  im  Osterpi'ogramm 
1887  des  Königl,  Realgymnasiums,  Berlin.) 

•?■  170. 

1,  Aufgabe.     Setzt  man  zunächst  X.i  =  li-\-  e  und  entwickelt 
nach  Potenzen  von  E,  so  folgt: 

Ist  Ai  +  Ai  =  A,  Bi-)-Bä  =  B,  ferner  As^  =  A\  B^s-^B'  und 
lässt  man  dann  f  =:^Owerden,  somusssein:  X'/i  (A.) +  .B>i(A0  =  O 
und  AA  Ui)  +  iJ  q'i  (Ai)  -f  A' fi  (A,)  +  B'  q>l  (A,)  =  0. 

2,  Aufgabe,    e"'  (A  +  Ait  +  Aif^  -\ +  A,-i  t'-'')cosßl 

+  e"'  (B  +  Byt-\-B-2r^-\ hBr-i'''-^)  smßt. 

S-  171. 

4.  Aufgabe.    a;  + %;/=  Ciel"+™''''''^*  +  CäG-f"  ^'"' "'>''''', 

wu  )j?i  und  in^  die  Wurzeln  der  Gleichung  h  -\-  mb'^=m{a  -f-  m  a') 

5.  Aufgabe. 

(1)    x-=^e-<^' (Acüsl +BsinO;    >>  ~  e~ "' {{B  +  A)  cos t 
+  iB^A)smt\- 
40* 
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628  Anliang. 

(3)   '  =  "  <  -  f  «'  -  T  +  ""'"  +  '^"~'' 

(5)    T.  z=  e-^t  (A  cost  -\-  B  sin  0  +  ^  «'  —  Jt" ' 

(G)    Ä- —  e'"(CiCoswi  + Ojsw«0 

+  ö-'"(CaCöS0!(+  C^sinuf) 

-\-  ß~''*(—  Cicosat —  —  C^i  sin  dt  j, 
wo  K  =  2-''^m  ist. 

(7)  Sefcat  man  x=-.  u  +  a,  i/  =  v  +  ß,  uikI beHtimint  wund 
ß  aus  den  Gleichungen:  3«  +  4i3  =  3,  ß  +  /i  =  — 5,  aus  denen 
a  =  —  23,    j3  =  18  sich  ergiebt,  so  erhült  man: 

also  die  in  der  4.  Aufgabe  behandelte  Form,  Da  jedoch  hier  die 
Wurzeln  JWi  und  »(^  einander  gleich,  nämlich  gleich  2  amd,  so  eli- 
miniit  man  besser  oine  der  Grössen  W,  v,  woduich  mnn  eihalt 

demnaeh 

«=-e'(C,  +  C,0  +  e-'(a,+  C,(), 
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§■  174- 
2.  Aufgabe. 

(1)  x='^t+Ct-^    x  +  y^C,,*. 

C,  00814-  C.,sint  C^  +  2C.iC0st  — iC-iSint 

(2)  ^  =  ^ -,y  =  ' ^ 

"'"  ( 

4.  Aufgabe.    Setat  mau  3*»  +  2«  =  X«i,   4m+  5)j  =  ;Im, 
so  dasa  sich    ^   aus   der  Gleiclmng  {3  —  ^).(^  —  A)  ^  8   bestimmt 
und  dabei-  entweder  gleich  1  oder  gleich  7  ist,  so  ist: 
mdii  -\-ndz 

also:  e~*  =  C(wj«/  +  nzf.  Für  A  =  l  ist  Wi  -1-  «i^O,  fürA^T 
ist  Sm^  — Hj^O.    Polglich  wird:  Ä{y  —  .s)  =  B{«/ 4-2£')''''=e-='. 

8.  Aufgabe. 

((3)  Man  findet  zunächst  sehr  leicht:  Px-\-mHj-\-'>i;' s^A 
und  Z^a;^  -J-  ni^j/^  -|-  h^s"'  =  B,  Um  die  noch  fehlende  Relation 
zwischen  x,  p,  z  und  (  bu.  erhalten,  setze  mau  it  für  logt.    Dann  ist: 

du  "  du  du 

Differentiirt  man  die  ersten  beiden  nochmals  nach  u,  miiltiplicirt 
dann  die  erste  mit  m,  die  zweite  mit  —  l  und  addirt  beide  Pro- 
ducte,  so  folgt: 

'"'      du'       -  "  V   di  +  "   (!»       "  +  '"  '  dui 
Him  irf  aber 

du  ^  du  ^         du         ^ 

also  ;  m  — -  „        —         -  >-      I -  /  , 

du^  du 

sieht  auf  die  dritte  Gleichung: 

"-^^ +  ('•  +  •••■ +'"H^~  ,)  =  <>■ 
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Es  ist  somit;  x  —  y  =Ci  cos  p  m  +  Cj  sin  p  «, 

■wenn  (Z^ -|-»m^ -]- ;i^)'''*=  p  gesetzt  wird.     Analog  folgt: 
ij  —  gi^CiCOSQu  -\-  Ca  sin  QU, 
«  — a:=:  — (Ci  +  COcospw  — (Cs-f  C'a)sm0«. 

Zwischen  den  seclis  Constanten  A,  B,  C,,  C3,  C'i,  C's  müssen  drei 
Relationen  bestehen.  Man  findet  dieselben  folgeadermaassen :  Es 
ist:  {Px^  +m^y'-  +  n^z^)  (P  +  m*  +  n^)  -  {l^x  +  m^y  +  n'^^Y 
=  Pm^{x  —  y)^-\-Pn'^{e — x)''  -\-m''n^(y — 2)^.  Mithin:  Bq'^  —  A^ 
T=:  l^m^  (Gl  cos  QU  -\-  C^sin  (/uy  +  «J^m^  (G'iCOSQU-\-  C'zsinQuy 
+  nä;M(Ci+  C'i)  cos  QU  +  {0^+  C2)smQu]l  Setzt  mau  die 
Coefficient«n  von  cos^  Q  u  und  sin'^  p  W  gleich  B  p^  —  ^^  nnd  den 
Coeffioienten  des  Products  2cosQUsinQW  gleich  Null,  so  erhält 
man  drei  Gleichungen  zwischeu  A,  B,  d,  Cj,  CJ,  Ca,  so  dass  drei 
dieser  Grössen  willkürlich  bleiben. 

(y)  Mau  findet  leicht:  lx-\-my+  m^A,  x''  +  y''  +  £»  =  J5, 
ferner  auf  ganz  analogem  Wege  wie  in  der  vorigen  Aufgabe: 
mx  —  ly  ^  OiCOSpiH-  Ca  m^nQt,  wo  wieder  (p  -f- »«^  +  m^)Vi!  =  p 
gesetzt  ist,  ebenso;  ny  —  ms  =  G'\COSQt-{-  dsinQt,  Is  —  tix 
■=  —  {Gl  4"  C\icoSQi  —  {(4  +  C%)sinqt.  Auch  hier  bestehen  zwi- 
schen den  sechs  Constanten  A,  B,  d,  C2,  C\,  C2  drei  Relationen, 
die  man  aus  der  Identität  herleitet: 

{^-'  +  f'  +  «^)  (V'  +  m^  +  «') -Q^-\- my  +  n^y^{mx-lyy 
J^iny-m^y^iU-nxy. 

§■  175. 
Aufgabe.     Man  Hndet  zunächst 

dy     dx         ,(d'^yj_/'<^py^'^i^     T, 

''dt-'-'dI^'^''"^[dt)+\Jl)-T-''- 

Da  nun 

I     dx    ,        dy\'^         _ 
ist,  so  ergiebt  sich  hieraus; 


,.  ^  f-, ^^ 


(1)1- 
dllküi'liohe  Coustiuite  Ist. 
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('!£\'^ ^ 

folgt  ferner: 

also  dui'ch  Üififirentliitiüii  nach  I: 

~;^  =  ~  7?  ^  jjj^' 

Die  gegebenen  Gleicliungen  kann  man  aber  schreiben : 

dt^  ~  r  dr\r)'     df         r  dr\fj' 
mithin  ist; 

,  fM   ,''■'!  1    ,     ,,'>'' 

Setzt  man  nooli 

(2)     dq)  =  A  --  = 


2{tr—Br-- 


dahei-  (3)  —  =  aiCOsrp  +  biSm(p,  öbenso  {4)  —  :=aiC0Sip-'rb.,sinfp, 

wo  %^4- V=«2  +  ''a  =  l    w"d  «1  &i  +  »i  f.^  =  0  sein  rauss.     Die 
Gleichungen.  (1)  bis  (i)  stelleu  das  vollständige  Integralsystem  dar.  — 
Setzt  man  x  =  r  cosip,    y  =  raintp,  so  wii-d ; 
dy  dx  d(p  . 

^dl.~^Tt-'"lT  =  '^^ 

ferner: 


Die  Gleichung  (1)  giebt  r  ala  Function  von  f,  daher  findet  man  aus 
der  letzteren  auch  ip  und  daher  auch  j:  nndy  als  Functionen  von  (. 


Vermischte   Aufgaben, 
1.    Setzt  Tuan 

■    =   dl, 


d&  dq) 

(m  —  n  cos  »)''■'  ^'  (m  —  n  ras  . 


yGoosle 


Andererseits  ist : 


dt  dt 

Dividirt  man  die  Ausdrücke  von  -ttt  und  -7—    dmcli    diese    lets 
d t-  d t^ 

GtJeichimg  und  integvirt  dann,  so  ergieljt  sicli; 

dp  ■         ^^         a     ■ 

—  ^  a  stn  q,  -rr-  =  /J  sm  p, 

wo  K  und  ß  willkürliclie  Constanten  sind.    Da  a  ß  =:  —  sein  mu 

so  setaeu  wir   K  =  —  l/'^,  /J  —  c  1/^ ,  so  dass  wir  erhalten: 


dp  _  1  fn 


(n\'^'    .  dq  /n\'^'   . 

[2)    ^*^'^'   dl  ='[2)    ''''i' 


Hieraus:  ~  sin  qdii  =  c  sin  p dp,  aluo  c cos p — ■  — COSi/  =  ]',  ■ 
eine  neue  Constante  ist.  Um  diese  ku  bestimmen,  sei  ^  =  1 
rp  =  0\  dann  ist  y  =^ f  c 1  '^i'S  —  ■    Ferner  ist : 


eraus  folgt; 

(i-«)"4-(^T 


für  (f  =  0.     Hieraus  folgt; 
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ö  d 

Alüo,  indom    man   die  "Wei'the  für  S(7(  —  und  cos  -■  quadrii't  undad- 

dirt:  y^  =  c'^  -j — ~  —  2  —     Setzt  man  dies  ein,  ao  ergiobt  sieh: 

2m-n{c^  4-  ^)  +n(ecos^^--  cos  -^ j  =  0. 

2.  In  der  4.  Aufgabe  au  §,  146  ergab  eich  für  die  der 
transcend enteil  Integralgleicliung  F{iei)  ■]-  F(x-i)  =  G  entsprechende 
algebraische  Integralgleichung  die  folgende  Form: 

xi  {(1  -  xj)  (1  -  Pa;|}|'/.<  +  a:,  \{l—xf)  (1  -  fc'^g))'''^  __  _^ 

Für  a?!  =  0  erhält  man  %  =  A  und  da  J''{0}  =  0  ist,   so  folgt: 

C  =  F  (Ä).     Schreibt  man    noch   —  x-^   für  A  und  beachtet  man, 

das  F{ — x^)  =  ^  F{^i)   ist,  so  entspricht   der  Gleichung  F{xi) 

+  F(X3)  -^Fix^)  =  0  die  folgende: 

_  a^i {(1  —xj) (1  -fc%^}V^  +  j;,  1(1— ^i') (1  -fe^a^,^)}'/^ 
_  ^  —  _      _^^     ___      __________„         __ . 

Hieraus  folgt  leicht: 

oder  in  anderer  Form  geschrieben; 

x,x^{ii~h^xi)(i~k^xi)\''''={(i-xi^a-x.^}y/^ 

■   '~il—h^x'{xi)0-—xi)'^. 
Erhebt  man  beide  Seiten  ins  Quadrat,  so  wird: 

2—xi—x'^-~x:i  +  iiflx'ix^x:i=2  \{\—x'^)  (1  —x^){\  —xDY'^ 

oder  4  (1  —  ^i")  (1  —x^)  (1  —  a^^)=(2  —  x'}  —  xf—X^  +  k^x^x^x-^)''. 

3.  In  Nr.  2  hatten  wir  die  Formel: 

Ki-i,»)  (i-^i,')!'/.-»!»,  Ki-t'if)  (i-t'«,»)!'/. 

Ebeaso  findet  man 

,,     ,,..i,.,.,.l(i-'''''i'>(i-'''».')l''— *'=■!»■  1(1 -»SCI-».')!'-'- 

Setat  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von 
in  die  erste  Gleichung  ein,  so  ei-giebt  sich: 

(1  -  »!fl*=  1(1  -  I,')  (1  -11)1''—%*,  (1  -  »'».?)*. 
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Ebenso:  (1— 9:/)^=  {(1  —  J^^)  (1  — ^Dl'''' — «5^^  (1— fc'a;i")'^  und 
wenn  man  aus  diesen  letzten  beiden  Gleichungen  (1  —  xf)^^^  elimi- 
nirt,  BD  folgt: 

(1  -  fc^:c/)'A^  -  ^3  [X,  (1  -  a:/)'/'  +x,(l--  ^.f)'/^  (1  —  k-^  xi)H 

Addirt  man  hierzu  den  au  flogen  Ausdruck  für  (1  ■ — Ic'' x.J)'''^,  so  wird: 

(l  —  k-'xl)V'+{l  —  h^x:[j'/^- 

Es  sei  nun  S  =  £(%)  +  E(x.,],  also 

(iS=     -—- r-)    f'^i+     -; 5^      c^a:.^- 

V  l~x{  /  V  1—^2   / 

Ferner  ist : 

{il^x.^)(l  —k-'x^)\'^^d^-\-  {il—x^)il  —  k^xDy''dx3  =  0. 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  j  ( 1  —  iE^ )  ( 1  —  x.f)  [  '-'s  und  addiii 
sie  dann  au  der  Yorigen,  so  erhält  man  die  Gleichung : 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  vorher  abgeleitete  Hülfsformcl : 

f      dxi         ,         dx-i      1 
oder  durcli  Integration: 

s^.  c=  Ü^'^^^^  ![(i -Od _<)]% _^,^,i. 

Für  jsi  =0   wird   x.^  =  —  x^,  imd  S:=JB(— 0:3)  =  —  Efe),    also 


weil  {(1  —  x^)  {l—xi)Y^^^{l^X.f)Vi~XiX,'(l—h''x'f)'^  ist.     Wir 
erhalten  demnach  die  Gleichung 

lS(xi)  i-  Sfe)  +  Eix.;.)  =  —  J<!^  Xi  x.^  X-i, 
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äs  Xi,  iß-2,  x^  durch  die  Relatioo 
i(l—xl){l—xl)(l—xi)  =  (2—a:^—x^—a:i  +  k^x'^xixi)^ 
mit  einander  verbnudea  sind. 

4,  Die  Entwickelung  der  Detei'minante  giebt: 

!fi  i^i  —  3ii)  +  2/ä  (%  —  i«i)  +  Hz  i^i  -—X2)=i). 
Setzt  man  für  yi,  j/3,  j/j  ihre  Weräie  in  iCi,  aJ^,  iCg  ein  und  erhebt 
zur  dritten  Potenz,  so  nimmt  die  Gleichung  nach  einigen  Reductio- 
nen  die  Form  an ; 

il--s^i)(l~xi)(l-xi)  =  (l—XiX,X3y. 
Hieraus  folgt  durch  logarith mische  Differentiation: 

(z^—x.2Xi)dxi    ,    (xf  —  X3Xi)dx.i        (x^  —  XiXi)äXi  

1  —  xl  l  —  vi  1  —  x^         "^    ' 

Nimlässt  sich  aber  die  vorige  Gleicliung  auch  in  der  Form  schreiben: 

Xi  X^Xs  X^  —  3^  3^1   X^  —  XiX^ 

{1  -  x^)V^  ~  (1  -  xi)V^  ~  (1  -  ^lY^' 
Demnach  folgt: 

(1 -!,■)»■  +  (i-^,y.  +  {i-xtf-  -"■ 

Somit  ist  die  augegebene  Determinante  in  der  That  ein  particuläres 
Integral  dieser  Differentialgleichung.  Geometrisch  ausgedrückt  heiast 
dies :  Wenn  die  Coordinaten  dreier  Punkte  der  Curve  dritter  Ord- 
nung x^  -\-  y^  =^  1  der  vorstehendeu  Differentialgleichung  geniigen, 
30  liegen  die  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  und  umgekehrt. 

5.  Wir  betrachteu  sogleich  den  allgemeinsten  Fall  dieser 
Nummer,  nämlich  den,  wo  X^=k -\- 3liC -\-  Smx'^ -\- nx*  ist.  Neh- 
men wii'  vorläufig  w  ^  1  und  ist  «  eine  Wurzel  der  Gleichung 
X  =  0,  also  X  =  (x  —  <x)  {x^  —  2p  X-\-  g),  so  geht  die  Gleichung 
X~'''=dfl;+  y— ''ätüy^O  durch  die  Substitutionen 


'^'  -Ä7^«w  =  »' 


(:,-»).        -•■    (9-«y 


(x; -¥)•''  +  (jI-s')* 


-p'^ 


S.  271  dargestellt  durch 


ist.    Baa  Integral  liierv 
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836  Anhang-. 

wen»  ^1    die   wjUku)lit,lie   Couataute   bedeutet.     Dasfiellje   ist  sym- 
metii&ch  in  Beziig  aut  Xi,  y^,  ei,  was  man  erkennt,  wenn  man  es 
rational  matht  und  dtin  Factor  (_Xi  —  j/i)^  weghebt    Bemnauli  Icann 
min  daa'-elbe  m  den  diei  vei'schiedenen  Formen  schreiben : 
(^1  +  2/1  +  Si)  (xi  -  yi)'  =  i^Y'  -  Y'/')'^ 

(^1  +  yi  +  ^,)  Q/i  -  ^i)*  =  (1^^'  -  z['')\ 

wo  Xi  ^  x^  —  h'^  u.  s   w.  gesetzt  ist.     Addirt  man  diese  Gleioliuii- 
gen,  so  ündet  man : 

3 1,  j,  s,  =  3  6"  +  x'fi  r;*  4-  r/-  z|/>  +  ü«  x». 

Setzt  man  nun  aar  Abküraimg  «^  —  2iJ«  +  li"  F,  K— ji  =  P,  so 
wird  2|''s  =  — ^ r-f^^ — ,  und  analog  für  fV^   und  Z'/*,  ferner 

ist  Xi  =  ;  setzt  man  diese  Wertlie  ein  und  erliebt  ziu'  dritten 

Potenz,  so  folgt: 

■27xrz 


+ 


—  U  F-i"    ,  F(x-«)  +  r  P(j/-^+F 

"L      r     ^   FV.(j,-„)    ■    pv,(j_„) 
p(i/-i.)  +  y  ^(g-ixj  +  F  ,  p(.-»)  +  r  PU- 


-«)  +  FT 


F'/.(»  — «)    ■    F*(«~»)  F'/.(«— «)■■    F*(i- 

27FSXrZ=[3(F~P")(»  — «)(!;  — «)(»  —  «) 
+  (j:-«)|P(j/-«)+F|(P(2-o)  +  F|+(!,-«)(P(«-«)  +  F|; 

|P(«-«)  +  F|  +  (e-«)  {p(j;_„)+  Fl  |P(j/-«)  +  rn: 

Keducirt  man  noch  dea  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer,  ao  e 
hält  man  schliesslich : 

Zr2=|i  +  !(,i;  +  ä,  +  «)  +  i»(s«fii  +  i!,)  +  a;j/«|< 
oder,  wenn  man  wiedei*  n  von  1  verschieden  annimmt, 

als  vollständiges  Integral  der  Differentialgleichung 
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wobei  dann  e  die  willkürliche  Constaute  bedeutet  und 

Z  =  *+  3!^  +  3»K£5  +  M^3 

Ist.  —  Setzt  man  Z  =  »h:=0,  Ti-=n^=\  «nd  £!  =  a,  so 

erhält  man 

in(l  +  «')(l+2/S)(l  +  «"^)--(l+i.2/ß}'  das  allgemei 

ae  Integral 

™a;:,,.  +  af,,.    o,.,.a„«„n*    .,, 

--i^ 

jw^O,  M  =  4,  s  =  a,  so  ist 

(l«i>-J«i+,r)(4!;'~J»  +  J-)(4o>-i«  +  J) 

=  |4i,,» --/(»■ +  s +«)  +  /!  = 
das  allgemeine  Integral  YUn 


rfa;  d)/ 


(Vergl.  Mac  Mahon  n.  Cayley  in  Quarterly  Jonrn.  Bd.  XIX, 
Russell,  ebenda  Bd.  XX.) 

6.    Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  sin'^%  ^^x^,  sin'' <p  ^r=  x.j, 
sm^'^  =  x^,  so  gehen  dieselben  über  in: 

dxi  dx2  ^  dXj      

Ym)    Vf^)    VTte)  ~ 

Xidxi        XjdXj         x^dXj    

V7^)    Vm)    V7(%) '  ■ 

yi<if{x)  =  x{l—x)(l—v.x)(\  —  lx){l  —  ^x)  gesetzt  ist.  Nun 
beweist  Riehelot  im  23.  Bd.  von  Crelle's  Journ.  den  folgenden 
Satz:  Wenn  die  ganze  rationale  Function  f{x)  vom  (2m — l)ten 
Grade  für  x-^Kh  verschwindet,  so  wird  dasSyatem  von  Differential- 
gleichungen : 

{«  =  0,  1,  ...,  w — 2)  vollständig  integrirt  durch  das  System  Inte- 
gralgleichungen, welche  man  aus  der  Gleichung 


L   statt  «;,  irgend  )» —  1  Wurzeln   der  Gleichung 
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63a  Anhang, 

f{x)=:0  setzt,  durch  F (x)  den  Ausdruck  (a;  —  aii)  (x  —  x^)  ... 
{x — x„)  und  durch  Q,  die  wilUcürlicho  Conatante  bezeichnet.  Setzt 
man  nun  in  unserem  Falle  einmal  «r  ^  0,  sodann  Wj,  ^=  1,  so 
erhält  "innn  die  Integralgleichungen: 


,d: 

V^,(«, 

-I.)(l,-» 

4)        V«,l 

)  +  VT 

Vi- 

-I,  (»1  - 

-«.)  (I, -»1 

l-j;,)(l-«^,)  V/(i,) 
—3^2  (Xa  —  a^,0  (X2  —  X,) 

-«,)(i-^,)V/w_ 

Restituirt  man  für  iCi,  a^ji  *3  i^re  Werthe  sin^&,  sin^ip,  sin^^,  so 
erhält  man  die  im  Texte  angegebenen  Integralgleichungen.  Ist 
(p  ITT  «,   -p  =  ß   für  9  ^  fl,  so  wird 

_  1  _    siii2ß^a—~sin2tt^ß 

s*)i  K  SM*  ß'   '        2  sin  a.  sin  ß  {sin^ «  —  sin^  ß) 

7.    (1)    Man  betrachte  entweder  zunächst  s  als  constant  oder 
man  setze  x  =  uz,    y  ^  ve.     Das  vollständige  Integral  ist: 


(2)  {x--v){x-e){y-^)=  a 

(3)  Man  verfahre  entweder  nach  der  Regel  in  §.  153,  oder 
man  setze,  was  einfacher  ist,  x  =  uz,  y^ve.     Es  wird  dadurch: 

c|£  _  _  (jj3  4-  i,  -f  1)  ^M  -I-  (M«  +  ii  +  1 )  d;; 

iU_  _  J'it_±_^''i {V  ^  \)  du -\- {u -\-  \)dv 

z    ~    u+'v+l  UV  i:u  +  r 

<"^ +  "+:>"  =  C  oder:  ^^+y'  +  '^  =  c. 
w  +  u  +  l  x-\-y  -{-X 

8.    Für  X  =  uz,  y  -^^  vz  geht  die  Gleichung  über  in: 
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Derselben  genügt  als  partteuläres  Integral:  ■u=v.  Um  das  voll- 
ständige Integral  z«  erhalten,  setze  man  nacli  S.  535,  Nr.  13 
f  ;=  M  -[-  zp,  dann  erhillt  man : 

also  iificli  5-15: 


/'- 


y  —  x 

Viel  weitläufiger  wii.re  hier  die  Anwendung  der  in  §.153  angegebe- 
nen Regel  gewesen. 

9.  Mwltiplioirt  man  die  erste  Gleichung  mit  2x,  die  zweite 
mit  2^,  die  dritte  mit  2s  und  setzt  man  (p  ::^  fxyz(1t.  so  folgt 
durch  Integration: 


WO  «,  ß,  y  willkürliche  Constanten  sind.    Hieraus  folgt : 

d^       (8(&  — c){c —  «)(«  — &)1 ''s,,         ,,        ,,,         ,,,, 

^^^^  di^X     —  ahc     ^1  i('''"'*H9'-ft(9'-r)}'''' 

Hierdurch  ist  (p  und  somit  auch  x,  »/,  z  als  elliptisclie  Functionen 
von  t  bestimmt.  —  Oder  man  multiplicire  die  drei  Gleichnngea  ein- 
mal resp.  mit  2x,  2y,  2e,  sodann  mit  2ax,  26j/,  2cz  und  addire 
dann  die  Gleichungen  der  so  erhaltenen  beiden  Gruppen.  Durch 
Integration  folgt  hieraus ; 

Berechnet  man  hieraus  y  und  2  und  setzt  deren  Wertho  in  die  erste 
der  gegebenen  Gleichungen  ein,  so  folgt: 

wodurch  x  als  elliptische  Function  von  (  bestimmt  ist.  Analoge 
Ausdrücke  ergeben  sich  für -^^  und  —'  — Oder  setzt  man  endlich: 


-sr 

D  folgt: 


dt 
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wobei  e',  c",  e'"  conatante  Grössen   sind,  die  nach  der  Deflnitioiis- 

gleichung  Ton  u  der  Bedingung  e'  -f-  e"  +  e"'  ^=  0  genügen.    Nun 

ist  aber 

^  =  2  (^ -<=)<>-<*)  ^  ^  =  -  2  (c-h)ib-a)ia-c)  ^ 

dt  1)C  dt  abe  •'    ' 

demiiach: 


Mittelst  dieser  Gleichung  kinn  Hnn  i  und  sodann  au^h  x  y  z  sehr 
leicht  durch  eUiptiaohe  Functionen  y  n  (  lusdiucken  Die  hier  be 
handelten  Gleichungen  spielen  eine  Rolle  bei  dem  Iioblem  dei  Be 
wegung  eines  Köipei«  um  einen  festen  Punkt 

10.  Man  lose  jede  Ulei  hung  nach  lern,  i  ihr  enthilte  en 
Differentialquotienten  auf  und  differentiire  i  dann  j  1«  Gleichung 
nochmals  nach  (.  Setzt  man  in  den  eihaltenen  Eeiultaten  für  die 
ersten  Differentialquotienten  die  aus  den  gegebenen  Gleichungen 
folgenden  Werthe  so  findet  mnn  das  filgen  le  Sistein  von  Mei 
Gleichungen: 


dt'i 


+  {a^  +  -b-^^un)y  = 


§5  +   («.  +  ,._„.).  ^      4f- 


Hieraus  folgt 


„     ,    2  (..+  ^.-,„+1)  gl'  +(,.  +  !,.-,„,.  ..  =  0, 
WO  M  irgend  eine  der  Grössen  ra,  x,  p,  z  ist.    Setzt  man  zur  Äbküi 
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»=l+("  +  (»~l)T^''=l- !'■+(« -DT- 

eo    "t    o  =  Aeo««*  -f  B  sinat  -f  G eos ß  t -\- J) sin  ß  t    Analogo 
Auadr  cke  m  t  ai  deren  Constanten  ergeben  sieh  für  x,  y,  s.    Setat 
mal    d  e  elben  i     die  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung 
PI     •iü  erl  alt  man  zwiaclien  den  Constanten  die  Relationen: 
A   =  —  B,    B^  =  A.     Ci  =  —  D,    Gi  =  C, 
sowie       A^  =  —  B^,  Bi  =  A2,   Ci  =  —  Da,  A  =  C2, 
wo  die  Indices  1,  2,  3  resp.  zu  ic,  y,  s  gehören.    Setzt  man  Hcliliess- 
lich  die  hiemach  abgeäaderten  Werthe  von  CO,  x,  y,  z  in  eine  der 
gegebenei}  Differentialgleiehnngen  ein,  so  folgt: 

Ä.  =  ^—^  D,  B,  =  —7-"  C,  C,  =  '*-"—  B,  I)-!  —  '-^~~  A, 
b  b  b  h 

somit  schliesslich: 

a  =  Äcosett  -}-  Bsincci-]-  Cccsßi  -j-Dsnißl, 

X  =  —  Bcosmt  +  Asinat  —  I>cosßt-\-  C^nßt, 

y  r=  ~~^  Bcosat  +  ^-~  C sin at  +  ^^ZL^  Beosßt 
-\-'^~—  Asinßl, 


+  -— -  £  sinßt. 

11.    Multiplicivt  man  die  erste  Gleicliung  mit  ^,  die  zweite  mit 
»/  und  addirt  die  Producte,  so  folgt: 

Mnltiplicirt  man   ferner   die  erste  mit  rj,   die  zweite   mit  — |  und 
addirt  die  Producte,  so  folgt : 


Man  setze  nun:    m|  +  fij  =  D",    urj  ^  v^ 
erhaltenen  Gleichungen  über  in: 

^-(••+2«')n=-2« 
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6+2  Aiilmiig. 

Ilioraus  folgt,  wenn 

gesetzt  wird  ; 

F=  öl  e^>'  +  A  e-^i'  -H  A  e*'*  +  I>4 «"''''- 
Zwischen  den  Constanten  C  iind  i>  bestehen  vier  Relationen,   die 
man  findet,  wenn  man  die  Wertbe  von  U  und  V  in  eine  der  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  einsetzt.    Man  erhalt  darauf  tt 


und  V  . 

iiivch  die 

Gleichung» 

m   .1  = 

=  PI  +   F,, 

e  =  P,  - 

-  n^ 

(LiouY 

iUe's  Jon 

rn.  II.  Seri 

.  t,  I.) 

12 

,    Diircli  Elimination 

TO„   ^ 

lus  den  beiden  gegebene] 

1  Glei- 

chungei 

1  erhält  m. 

au: 

(a^-\-2b) 

S+<'- 

+  2c) 

1^  +  "« 

=^  0. 

13.  Aus  x^-\ry''  +  e^  =  r^  folgt:  aiÄa;  +y(h  -|-^il«  =  0, 
daher  aus  der  zweiten  Gleichung:  iidy^=2'mdx,  also  j(^^4ma;4-C- 
Die  Projoctionen  der  Gurvenschaar  auf  die  j/^-Ebene  erhält  man, 
wenn  man  x  aus  der  Gleichung  y^^imx  -{^  C  mittelst  der  Glei- 
chung x'^  -\-  p^  -\-  2^  ^=  r^  eliminirt;  also: 

(y*-a)S=16t»3{r=-2/ä_^s). 

14.  Für  dy^O  wird  .die  Gleichung (1  -\-2m)xdx  -{- sd^=0. 

Es  ist  daher  hier  (t  ^=  2  und  die  Lösung  wird,  da  V  von  3/  ganz 

BF 
unabhängig,  also  ^  =  0  ist:  (1   -(-  2m) x'^  +  «■»  =  q)  (j,)   nebst 

21/(1  — «)=^  —  V' (y)-  —  Um  diese  Methode  auf  die  vorige  Auf- 
gabe anzuwenden,  sei  zunäelist  dx  =  0.  Die  Gleichung  ist  dann: 
y  (l  —  x)  dy  -\-  zän  =  0,  also:  {l—  x)  y^  -{-  g'^  :^  (p(x)  und 
y^  ~\-  2(1  -i-  2m)x^  —  tp' (x).  Diese  beiden  Gleichungen  stimmen 
resp.  mit  x^ -\-  y^ -\-  ä^=^r^  und  y^  =  imx  -\-  C,  welche  wir  in  der 
vorigen  Nummer  als  Lösung  erhalten  hatten,  ftberein,  wenn  man 
g)(3^)  =  r2— Ca;— (1  +4:m)x\  also  y'(a:)  =  —  C  — 2(1  -^im)x 

15.  Setzt  mau 

(x'i+xi -{-■■■ +  xl)y^  =  r, 
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so  ist: 

dR__XidB^           dB  _  Xn  dli 
dxi         r   dr'       '  8a„         r    dr  ' 
somit  lassen  sich  die  gegebenen  Gleichungen  auch  solireilien ; 
d^Xj  _^i  dB            d^__x^dR 
^  '    diä   —  r    dr'  '"'   df>    ""  r  dr' 
Hieraus  folgt  duroli  Combination  Ton  je  zwei  Gleichungen: 
dXf  dxi „  dxn  dx„—i  

^'^  Tt     ^^  'dt'^^-^''"'^"'^'dr~^''~~dr~  ~     '■"■ 

Die  Smuine  der  Quadrate  dieser  Gleichungen  giebt: 

/     dif^  dxA'^  ,         ,   /        äx„  dx„^iY 

K"  rif  -  "•  irj  +  ■  ■  •  +  ['-' Sf-'-  -ir) 

Multiplicirt  man  aber  die  gegebenen  Gleichimgeii  mit  dx,, . ..  ,dx„, 
addirt  sie  dann  und  integrirt,  so  folgt: 

Somit  aus  der  Torigen  Gleichung: 


^^^'^■■'"-Jw 

nB  +  B)^A^} 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  kann 

man  ferner  Jede 

der  Gleichungen 

(1)^ 

in  genau  derselben  Weise  transformiren,  wie 

dies  S. 

316  aus- 

gefü 

hrt  wurde,  und  zwar  erhält  n 

m  Af^^d^p^-- 

Adr 

1 3  rä  {I{  +  B)  — 

-Af^^ 

sotzl 

;,  für  jeden  Wertli  von  i: 

d<p'' 
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und  somit  (4) :  -^  ^=  Oi  COS  ip  -\- hi  sin  fp.  Bei  der  Integration  von 
(3)  braucht  aus  dem  auf  S.  318  angegebenen  Grunde  au  (p  keine 
Constante  hinzugefilgt   zu   werden.     Da  ferner  f  —  j    •]-  \  —  I    ^... 

^f^y^  1,  also  :£al=m=l   nnd  Saibf^O  sein  muss,  so 

treten  im  Ganzen  2  »  -[-  3  w  llkilrl  he  Co  stauten  auf  nämlich  die 
GrösBBen  A%  B  t^  Ot  b  lie  du  1  1  e  Relat  one  mit  einander 
Terbnnden  sind  Mith  n  1  efem  le  Gle  ohungen  {*')  (3)  «nd  (4), 
da  das  Problem  2  i  w  Ukilil  cl  e  Coasta  ten  erfoidert  das  vollstSn- 
dige  System  to  Int  g  al^^l  cl  a  ge  der  D  ffe  e  t  Igloichnngen  (1). 
(lUnot  in  Lionville'a  Journ.  I.  Serie  t.  Tl.) 


IX.  Ciipitp]. 

g.  181. 
1.  Aufgabe.     Spocialfall  dei^  Yollsiündlgen  [iitogrfils  für  h  =  0, 


"G-f> 


2.  Aufgabe.     Denkt  man  sich  J>  als  eine  Function  von  «,  etwa 
I)  T=  *(«),  und  differentiirt  man  nach  o,  so  ist:  &'(a)  =  Iog—,  d.h. 

es  ist  a  eine  willkürliche  Function  von  —  ■     Somit  ist  auch  aJoa  — 

+  d-(a)  eine  willkürliche  Function  von  ^,    die   wir  mit   loc/  q;   (-j 

beaeichnen  können.    Mithin  ist  ^  =  j;  g)  (- j  das    allgemeine  Inte- 
gral der  gegebenen  DiffereüUalgleiehung. 

3.  Aufgabe,     e  -[    ry  ist  das  singulare  Integviil ,  denn  es  ist 

f(  7=  —  )/,    b  =  —  'x. 

§.  189. 
3.  Aufgabe. 

(1)    »=-S  +  •?(»!/). 
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(2)  ^'  =  ij  +  ,1  (ly 

(3)  I"  +  j'  +  s»  =  j,9(i). 

(4)  Aus  —  ^  ^  = T-^r-, — ;; — ; — s,"T7  folgt  zunächst : 


-  den  Wertli  *,  so  wivd  diese  Gleichung:  - 


iiiithm  *-"=  (7i  {w  +  (1  +  C^  +  iJ*)'A|  imd  schlieaslicli; 


..(^..+  y.  +  ^.)%}  =  g,0^. 


.-,    «  — i*  fx  —  a 


Allgemeine  Gleichung  der  Kegel- 


(6)    Aus  dei'  ersten  dei-  Liigi'unge'sClien  Gleichungen: 
dx        äy dz 

folgt,  wenn  man  die  Nenner  wegschafEt,  sodann  mit  — — -    niultipU- 
cirt  und  integrirt:  -^  +  i^  =  C.    Ferner  wird; 

also  durch  Addition  beider  ; 

/dx    ,    (^\        da    ,   ,  Ci 

"3     — +  —    = — .  dahoi'  £■— -r--- 
\x         yj        s  xiy 

Somit  ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

(8)    Ist 

äx  dy  de  dt 

Tl'x'—'Ciy^  2g         —6x~+T6)i^Tg  ~^  2x  —  iy-^  B2         1  ' 
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so  wird:  --  =  -^-75 j ^— j — "^  .  also  '  —  L(lx  +  my  +  n  zy- , 

wean  man  7,  )»,  «,  A  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

lU_6„(_j-2m  =  Ai,  —  6i-l-10m—  4»  =  !«, 

aus  denen  folgt: 

A1--3,  »H,  =  2ii,  %  =  2(i;  ;i3  =  6,  ;2  =  2W2,  )i-i  =  — Sm^i 

A3  —  I8,  ^3  =  2%,  Hl3  =  — 2)^,. 

Mithin : 

(  =  Ci(:e  +  2;/+äs)'-=C3(2j;+:(,-22)'''.=  C3(2a;-23/J-^)'''ie, 

und  schliesslich : 

(^  +  2y  +  2^)'-'  ^      /(^£±iziMi\ 

2x^2y-\-^  ^  \  237  — 2^/^-^   ^   , 

(91    Aus  —  =  — —  =  ---  -  —      '^^ 

dxi  _        d  {x^  —  Xj)  __        ri(g  — a3)_  rf  (s  +  j:^  +  x^) 


folgt: 


Äa~a>,  s  — »j  2(^4-% +  3:3)' 


mithin:     — ; '- =  ^  [Xi  (x.^  ^  X^),  Xi(il  ■— X-i)]- 

5.  Aufgabe.     Nach  der  i.  Aufgabe  S.  344  war: 

{e—XiY{e^  a'i  f  atj  +fl^)  =  (i^^  =  «,  (^  — Wä)H^  +  %  +  a^a  f  ^-i) 
^c^  =  ß,  {^  —  x.i)Hz  +  Xi  +  Xi  +  Xi)-=ci  =  y. 

Setzt  mau  hierin  z  =  0  und  eliminii-t  dann  aus  den  drei  entste- 
henden Gleichungen  und  aus  x^ -\- x^  •]- x^  =  l  die  drei  Urossen 
Xu  x^,  x^,  so  folgt:  ia  +  ß+  y)%=-  («%  +  ^V.  +  j/H.),  also: 

6.  Aufgabe. 

(1)     s  ^=^  x^  (p  { — ,  -^J,  d.  h.  der  Gleicliung  genügen  alle 
homogenen  Functionen  mter  Ordnung  von  ajj,  Xi,  Xs. 

3)    (p  {x}  —  s\  x4  —  s\  xi  —  «2)  — -  0. 
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§.   191. 
3.  Aufgabe. 

(1)  Vollständigea  Integral: 

z  =  afl;-f  {«f2— «-■y/5(,+  c. 

Das  allgemeine  lutegi'al  erhält  man,  wenn  man  aus 

und  {)  =  x  —  a  (»K^  ~  «■ä)-'''2  y  .f  ^'  («)  die  Grusige  a  eüminict. 

(2)  Setzt  man  ~  =  d Z,   so  folgt: 

alaü  Z  =  (/  :5  -I    (! )/  -f  e,  wo  6  -1-  6  r^  -  ist.     Demnaeh   ist   dus  voll- 

ständige  Integral:  g  =   Ce  Das    allgenieine   Integral   ist; 

g  =  e"  (p(x  — !/),  ein  singnläi-es  giebt  es  nicht. 


gellt  die  Gleichung  über  in: 

deren  vollständiges  Integral  nach  Nr.  (1)  lautet: 
Z==aX  +  (1  —  a*}'/«  r  -1-  )». 
Demnach  ist  das  Tollstäadige  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

(4)     Sctat  man 
2    "^~"dz^dZ,    cos^  xd^f;  =  dX,    siii'^  ij  d  i/ ^  d  Y, 
so  gellt  die  Gleichung  über  in;  (ä^l   +(0^)  =  !■  ^^^  '^'^^  ^°^^' 
ständige  Integral  dieser  ist:  Z  =  a  X  -j- hY  -]-  c,  wo  «""  +  6"^  1 
sein  miiss.     Demnach  ist  das  Tollständige  Integral  der  gegebenen 
Glcichnng  r 
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+  (1  —  «™)"  [^  ^  "  i  **'*  2yj  -^  c- 

(ß)     Das   Tüllstäiidige    Integral  ist :   g^ax-\    hp-\-c,   wo 

(6)  Das  yollBtändige  Integral  ist: 

S  =  «j  j-,  -\-   u.,  X^   -l-  (f:5  :c-i    +  i), 

(7)  Das  vollständige  Integral  ist: 

wo  Ci  Cj  cj  —  I  sein  muss. 

(8)  Für  -?  - --  d  X,  --'-=-- (lY  geht  die  (Heitliung  über  in : 

Vary   1^    sx 

Setzt  man  nun 

8£  _  rf^       ^  _.       £f 

8f  ~  rf|'  ex  ^  '*!!' 

wo  I  ^  «  X    f    Y  ist,  Bo  folgt: 

mithin  Tog  n  =  C  -\-  et  g.  Mithin  ist  das  vollständige  Integral  der 
gegebenen   Gleichung;    z  ■^  Ä  (x^y)".     Hält«    man   sogleich   noch 

■ —  r=  Z  gesetzt,  so  würde  man  die  zur  ersten  Hauptform  goliörigo 

Gleichung  ^-^  -\-  l  ^^  1=1  erhalten  haben,  aus  welcher  Z  ~  d  X 

-j-  Ca  r  -)-  Cä  und  somit  s  t=  Ax^i  y^  folgt,  wo  c,  und  Cj  der  Bedin- 
gung Ci  +  Cj  ^^1  genügen  müssen.  Setzt  man  Ci^aw,  Ca^^=w,  so 
ist  die  Bedingung  Cj  +  c,*^^!  erfüllt,  und  beide  KesuHate  stimmen 
mit  einander  tiberein. 
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2.  Aufgabe. 

(1)  ^-|-«yfc-3(l  +  «^=)'/.+  «-V=fc3{a'/^^+(l+a^^)'A]. 

(2)  Durch   die  Substitution  log  y  =^  tj,  —  =  q^,  nimmt 

diese  Gleichung  die  hievhev  gehörige  Fofm  sm:  p  =  (3i  +  «)*,  die 
fiich  durch  die  Annahme  s—f(ti  +  2ax)  —  f{^)  m  die  nach  §.  18 
integrivhare  Gleicliung 


,)-,+.-  =  0 


vei-wandelt.     Eiafachei'    aber  gelangt  man    nach  der  Methode   dea 
§.  195  Kum  Ziele.    Vergl.  folgende  Seite  unter  §.  195. 

(3)    4(m,^am-l)  =  U-\-nnj+Cr. 

(4}    Mau   setze  versuchsweise  m  =  f  (Xi  +  «x^  -\-  bx^). 
Als  Vüllatändiges  Integi-al  erhält  man  dann: 

/{ab  +  bs  j-ae^y/'de  =  x,  -\- ax,  -\-bx3  +C. 
(5)    Vollständiges  Integral ; 

r       ab^^d^  .  ,  ,        , 


2.  Aufgabe. 

(1)    Für  «äs  =  dZ  gelit  die  Gleichung  über  i 


/dzy      „      „     /dzy 


Demnach  erhält  man ; 

^5  ^  C^x(x^  +  ö)V.  +  alog  \x  +  (x'^  +  a)V.}  +  2/(;,5-a)% 

(2)  s  —  C  — üj/  — -x^  ±   -ä(^*  +  4»)''' 

^  alog\x  ^- {x'^  J-4a)'/«]j. 

(3)  Vollständiges  Integral:  ^  =  ^  (2  J!  —  «):■!  -L  »'«/  + 
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(4)    Vollständiges  Integral : 

(V  gl  (2)  "^  193.)  Die  in  §.  195  angegebene  Methode  besteht 
darin  da  s  ma  die  ibliäugige  Veräudorliche  als  eine  Summe  von 
Funct  neu  da  teilen  siicht,  deren  jede  nur  von  einer  unabhängi- 
gen V  And  1  1  o.  abhängt.  Setzt  man  also  auch  hier  e=^(p{x) 
+  t{j)   80 mu  fp'ix)  =  yil)'(ß)  +  (p(£)  -\-  il>(p)\\  demnach: 


Mithill  i&t  dasi  vollständige  Integriil: 


3.  Aufgabe.  Sctat  man  f,  {x, ,  Pi)  =  a, ,  /.  (-r-i ,  p-i)  ^^ 
fz  (^3.  Ih)  =  «3.  wo  (fi  -1-  «a  -1-  "3  =  0  sein  niuss,  so  folgt  dai 
durch  j! 


Pi  =  fi  (Jfi.  öl).  Pi  =  fi  ix-i>  a-^,Pi  ~9'i  fe.  »3). 
und  somit: 

e—C  —  /<pi  {xi, «i) dxi  +  /<p2  (x-i, ffi-i) da:..  +  / 9>j  fe. "3) c^^s- 
Für  das  Beispiel  ist: 

2^  -  G^'^M4  +  «,)'''^  +^aJog\xi  +  (4  +  0^^^} 

uiui2.,=  a 

§.  1!)6. 
1.  Aufgabe. 

(1)  Vollständiges  Integral :  2=^ax  -\-  bp-\-ab,  ainguläi'es : 

^  +  X7J=0. 

(2)  Vollständiges  Integral:  2^ax  +  hij -\- (l -]- a^ -{■  b^)\ 
singiiläres:  x^  -\-  y^  -\-  s^^=  1. 

(3)  Vollständiges  Integral:  ß^ax-{-hij-\- {oca^  f/5(>2|-y)'/s, 
siogulärcs:  1-  +  1  -j-  1  =  1. 
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(4)    Vollständiges  Integral:  «  =aa;  +  6  i/ +  3  ßV.fc'^  aia- 
guläres:  xyz  —  1. 

2.  Aufgabe. 

(1)  VolbtäiidigeB  Integral: 

s— .((,  Kl  -^-Ot^-i  4-öaa':i  4/(ni,  n.,,  a^). 

Bas  singulare  Integral  ergielit  sich  durch  Elimmation  der  Glossen 
«1,  a-i,  fl-i  iras  dieser  Gleichung  und  den  drei  folgenden: 

'«,+^  =  0..,  +  |/  =  0,x.+|/=0. 
c«i  0  03  oa- 

(2)  Vollständiges  Integi-al: 

z  =  ''^  «,.  ^,.  H-  0*  -h  :)  («,  n,...  o„)^\ 

singuläres:  Xi  x^  .  . ,  XuS  =  (~  1)". 

§■   !!>'■- 
2.  Aufgabe. 

(1)  Die  traiisf(iiiim-te  Glüidnmg  Ist:   ZZi-'+ rZg^XJf. 

Ihr  allgemeines  Integral  lautet:  Z^=XX+fp  f  ^Y    Ein  Integral 

der  gegobenen  Gleichung  findet  man   also   durcli  Elimination  von 
X,  Y,  Z  aus  dieser  Gleichung  und  den  drei  folgenden : 

2.z-r+|,p'(|)™o,2!,z-x^.^,,'(|)  =  o, 

gZ+  Z-i  —  XY  =  0. 

(2)  Die   transformirte   Gleichung  ist:  i'^  -]-  Q^  ^  l  —  Z. 
l)as  vollständige  Integral  derselben  ist : 

(Z  +  n  r  +  !))•  =  4  (1  +  «•)  (1  -  2:). 

Um    ein   Integral   der    gegebenen  Gleichung    zu    erhalten,   hat    man 
X,  Y,  Z  aus  der  vorstehenden  und  den  drei  folgenden 

2{1  -f  ö2)a.^x  +  «r  +  i)=:0,  2{1  +  a^)p  +  a(X-\-  aY+h)r-^0, 

2{l+a-')(Z+^)  +  (X+aDiX+aY  +  1>)^0 
au  eliminireu.    Da  X  und  Y  nur  in  der  Verbindung  X  •\-  a  Y  vor- 
kommen, also  im  Grunde  nur  zwei  Unbekannte  vorhanden  sind,  so 
sieht  man,    dass   entweder    eine   Gleichung    eine  Folge    der    übrigen 
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sein  musB,  oder  dase  für  die  gegebene  Gleiehting  eine  dui 
a  und  6  nicht  als  eine  willkürliclie  Constante,  sondern  als  eine  un- 
bekannte, ebenfalls  ans  jenen  Gleichungen  zu  bestimmende  und  zn 
eliminirende  Function  von  x,  y  sein  muss.     In  def  That  folgt  aus 

der  zweiten  und  dritten  Gleichung ;  «  =  —  xmA  sodann  schliesKÜth 

^    -1-    1    +    6;«   -f   ^2   +   J/a  =  0, 

wo  man,  u.ni  das  allgemeine  Integral  zu  finden,  h  gleich  einer  will- 
kürlichen Function  von  a,  also  6  =  ip  f  — )  aii  setzen  liat.  Das- 
selbe Resultat  folgt  leicht  aus  den  Lagrange'scben  Hülfsglei- 
otungen. 

(3)    Die  transforniirte   Gleichling  ist:   X'' P  ^  Y' (i  =  Z'K 
Kach  §.  191  findet  man  als  vollständiges  Integral  derselben: 

z  ~  5  "'"  r  ~  ''' 

wo  rt  4"  b  :^  1  sein  miiss.  Uieraus  erhält  man  als  vollständiges 
Integral  der  gegebenen  Gleichung:  {ax)'^*-\-  Qjy'f^^  —  {csf^'  =  1. 

(4)    Die- trän sformirte  Gleichung  ist: 

Nach  der  Lagrange'schen  Methode  erhalt  man  hierfür  als  all- 
gemeines Integral ; 

Bildet  man  sodann  die  Gleichungen,  aus  denen  in  Verbindung  mit 
der  vorstehenden  die  Grössen  X,  F,  Z  au  eliminiren  sind,  und  führt 
man  diese  Elimination  aus,  was  nur  nach  getroffener  Wahl  der 
willkürlichen  Function  q)  möglich  ist,  so  findet  man  ein  Integral 
der  ursprünglichen  Gleichung, 

3.  Aufgabe. 

(1)     Durch  die  in  §,197  angegebenen  Substitutionen  nimmt 
die  Gleichung  die  lineare  Form  an  : 

/i(-z,z,r)p+/,(-z,x,r)9=/s(-z,z,r), 

deren  Integral  mittelst  der  Lagrange'schen  Hülfsgleichungen  ge- 
funden werden  kann.  Daraus  leitet  man  dann  wie  in  §.  197  das 
Integral  der  gegebenen  Gleichung  bor. 
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(2)    Die  transformirto  Gleichung  ist:  J^(— 2,  P,  Q)  ^  0, 
und  dieae  besitzt  die  in  §.  193  behandelte  Form. 

4.  Aufgabe.  SetztmanM=a — px,  so  wird  du  =  qdy—xdp. 
Tietrachtet  man  also  y  und  p  als  die  neiien  unabhiingigen  Veränder- 
lichen, so  ist  ;-—=::  a,  —  =  —  X  und  die  gegebene  Gleicliuag  geht 

oy  dp 

über  in : 


welches   die  Lagrauge'scke  Form    ist.     Ist  ^  (j/,  JJ,  m)  ^^  0    das 
Integral  dieser  Gleichung,  so  hat  man  p  und  u  aus  demselhea  und 

d(p     I    ÖJP  S^  :=::  ÖJP    _       ^  f,  —      —  V     ' 

^^^    dp       du   dp        dp  du  ' 

niren  iind  findet  dadurch  ein  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  — 

Für  das  Beispiel  ist  die  transformirte  Gleichung: 

,        ,,,8«    ,      ,  ÖM  , 

(u  —  oy  7^  +  p'  .7—  =  ii^ 

deren  vollständiges  Integral  ist:  —  ^=-  ■■■■    , \-  c.     Eliminirt 

man  aus  diesem  und  aus  den  Gleichunffen  z  —  px-^=u  und  —i,^=~„ 

p-'       u^ 

die  Grossen  u  und  p,  eo  findet  man  das   vollständige  Integral  der 

ursprünglichen  Gleichling : 


(°»)*i' 


5.  Aufgabe.    Die  transformirto  Gleichung  ist : 
Hieraus  folgt: 

^  =  II  =  x  {1  -h  x^  L  r3)-v.,  ,;^g  =  r(i  -h  Z2  +  P)-'A 

mithin:  a;^  -[-  ?/^  -|-  .?^  =  1,  und  dies  ist,  wie  wir  in  Nr.  2  der 
1.  Aufgabe  von  §.  196  sahen,  das  singulare  Integral  der  gegebenen 
Gleichung. 
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2.  Aufgabe.     Das  allgemeine  Integral  der  GleioKiiiig  ist: 

X  —  a  nj ^h\ 


Sctc.t  ms 

,n  hierin 

2  =  0, 

so  folgt: 

I  =  o  -  , 

,,'-: 

-^n 

seits  Süll 

^=  (] 

1 -»')'* 

sein,  mitlün  ergiebt  sicli 

K-1 

"-)-h 

1»  -  (1  - 

-»W 

duhcr  <p 

w=i 

{»-[1 

-(6- 

c, )>]■/.),  u 

iid  dflmnaoli 

K".- 

.')-: 

;H' 

-(-' 

,  ?'_^^ 

DT' 

Setzt  mn 
so  folgt: 

,11  diesen 

,  Werth 
l)>4-(J 

2-0;,). 

-K^ 

ei„   .„ 

3.  Aufgabe.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialglei- 
chung, nämljoh  Ix -\- my -\- ns:=:(p{x'' ^  y^ -\- s'^),  stellt  alle  Ro- 
tatiottsflächea  dar,  deren  Achse  durch  den  Coordmatenanfangepunlct 
geht  und  auf  der  Ebene  Ix  -\-  my  -|-  ms  =  0  senkrecht  steht.  Dreht 
man  das  System  der  x,  y  ia  ihrer  Ebene  um  einen  Winkel,  dessen 


Tangente  - 


( 


D  geht  die  Gleichung  der  Rotationsfläche  über 

in:    (!' -|-»t^)''»  J -|- M.s=  9(|ä  + ijä  +  Ä^),  während  die  Gleichung 
der  Linie,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  der  DurchscIinittscurTe  der 


Eben 


=  0  und  jener  Fläche  l 


,11,  {Is+m^V'ig-l- 


ist.  rürÄ  =  0  ist:  (i^ +  «*')'''' |^=  9)  (J* -f  i;'}.  Da  diese  Gleichung 
einen  excentrischea  Kegelschnitt  darstellen  soll,  so  muss  cp  die  Form 
ß  +  Ii  (1^  -|-  tj^)'-'»^  haben,  so  dass  die  Gleichung  der  Schnittcurve  ist: 
b^d*  -|-  I)*)  ^=  {^{P  4"  w^)"»  —  aj*-  Aus  dieser  Gleichung  geht 
hervor,  dass  die  Achsen  des  Kegelschnitts  den  Coordinatenachsen 
d-     Transformirt  man  auf  den  Mittelpunkt,  wobei  zu 


beachten,  das 
und  stellt  ma 


für  denselben  |  - 


(1- 


lumerische  Exccntricitiit, 


y  Google 


Auflöauiigen  der  Aiifgabpu.  fir,ö 

d.  h.  das  Verhältniss  der  linearen  Excentricitiit  zur  lialben  grossen 
Achse  gleich  e  sein  soll,  so  folgt  o  =  1,  b  =;.-  i}^  +  m^y^  und  die 
Gleichung  der  ScKnittcurye  ist: 

Als  Gleichung  der  Eotationsfläche,  bezogen  auf  das  ursprüngliche 
Coordinaten System,  ergiebt  sich  hiemach: 

«•(!»  +  .«!/  +  »« -!)■  =  ((• +  .»')(!■ +  »'  +  «■). 
Dieselbe  stellt  ein  Eotationseliipsoid  dar. 

§.  202. 


mithin  aus  der  gegebenen  Gleichung;  g}  —  2gj/  =  —  a  —  \.     Als 
Tollatändiges   Integral   der    vorgelegten  Gleichung    hat  man    also: 

+  y{y^-a-  1)V<  -  {«  -1-  1}  log  [y  -|-  {^^  _  «  _  i)%;. 
Dasselbe  Resultat  hätte  man  nach  §.  195  erhalten,  da  man 

p^- — 2^j>  =  2g«/^g' — -1=7« 
setzen  kann. 

(2)     Aus  den  Hülfsgieichungen 

dp    __(2s     ^^       ^iy 

erhält  man  leicht:  x-\-y  ■\-  p  -\-  g  =  «.    Da  sich  nun  die  gegebene 
Gleichung  in  der  Form  schreiben  läast: 

2(p  +  »)(9+s)  +  (i  — !/)'  =  0, 
so  folgt  daraus: 

2  (j  4- «)  =  <.+  («' +2  (>;-!,>')», 

Setzt  man  die  Wertie  von  j?  und  g  in  ds  =:  pdx  -f-  qäy  ein  miA 
iutegrirt,  so  ergiebt  sich ; 
2«-6  =  «(l  +  j/)-(i>  +  !,')  +  i(ji-j)(«>  +  2(a,-j)'|V. 
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Allhang. 
Ist    Z^-e  -\-   -  X^    -1-    -?A    so  V 


I  3^ 


'  dy 

alao  2  7--^  — -  =T  —  (a:  —  w)^.      Aendert    man    die    unabhängigen 

Veränderliclien,   indem  man  setzt:   x  —  y  =-■  2'''*  X.   x-\ry^2'^'Y, 
so  folgt: 

^e^'ö^-Ver;      \öx)  -^^       ^■ 

Demnaeli:  pS— $3  =  2  K\  welches  die  Form  des  §.   195  ist,    Setzt 
man  P^  —  2  X^^=  Q''  =  -r-,  so  ergiebt  sich  genau  dasselbe  Resultat 


g.  207. 

1.  Aufgabe.      Die  beiden  ersten  Ilülfsgleiclmngen  sind: 
dp  __dl  , 

IT  ""  ~ö~  ~  ' " 

Mitbin  p  —-  a,  t;  ^  ö.  Aus  dg  =  pdx  +  q_äy  folgt  daher 
^  =  aa;  -f  \iy  \  c,  während  die  Substitution  in  die  Differential- 
gleichung giebt:  a^=ax-\-'b''j  -H /(«.&)-   Somit  muss  c-=^f{a^  sein. 


Setzt  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  wird 
f{x  +  ay)  =f{p,ap)  =  p'^f{},ä). 

Setzt  man  dies  in  d^  =pdx  -|-  idy  ein  und  integrirt, 
man  das  Yollständige  Integral: 


Für  die  Gleichung  xp"^  +  VQ''  "^^  ^  P9.  lautet  e 
gleichungen :   -^  ■=^  — r--     Aus  dieser  folgt;    —  —  - 


!<)". 
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q  = Setzt  man  diesen  Werth  in  die  gegebene  Gleiclmng 

.  ,       .  ,                              1  -|-(1  — le«)^     , 
ein,  so  ergiebt  sieh  :  a  —  p  =:  a ^^ '^— i  ■'ilso 

MithllJ  : 

ds^^  pdx  +  gehl  =:  a dtr 

t/  X1J 

Somit  ifit  daü  vollständige  Integral,' 

^(l_a;j,)V.+  r 


g.  213. 

Aufgabe.  Denkt  man  sich  die  Gleichungen  J*!  ^  0,  F^  =  0, . . ,, 
F„^^0  ■as.ch  pi,  p^,  ,  pm  aufgelöst  und  sodann  die  Werthe  dieser 
GtösRen  wiederum  m  jene  Gleichungen  substituirt,  so  müssen  die- 
selben identisch  erfüllt  werden.     DifFerentiiren    wir    daher  irgend 


zwei  derselben, 

etwi 

F,= 

=  0  u 

nd  Fh  =  fl, 

nach  jeder  der  Verilnder- 

liehen  j-i,  a^, 
der  Poim: 

'" 

so  . 

rhalten  wii'  m  V&s 

ire  von  Gleichungen  von 

s+ 

dF, 

17'- 

'.  + 

dF, 
8ft 

dp, 

,    8F,  8p, 
^  8»  8,^, 

dp„ 

|fc  =  o, 

und  eben 

■  o: 

SÄ    , 
8«.  + 

BF, 

'.  + 

dp. 

dp, 
8«. 

,    8F.  dp, 
^   dp,  die. 

IS  =  »' 

und  aus 

diesen 

folgt 

durch  Elimiuation  TO 

8», 
8t' 

+  [f 

m 

,  rfi,  ni  81),  ,      ,  r  ?■,, 

«  1  8ä-, 
,J)J    dx. 

Solcher  Gleichungspaare  giebt  ea  n  für  jedes  bestimmte  Werth- 
syatem  i,  k  Addirt  man  sie  alle,  und  beachtet  man,  dass,  wenn 
der  Ausdruck  de  =  pidxi  -\-  p^dx^  -|-  ■■■  -|-  p^dx«  integrabel 


y  Google 


Anhang. 

-  :t^  sein  miiss,    so  folgt,  dass  die  F 

/Fi,  Fk\         [Fi,  F\\ 
der   Bedingung  genügen  müssen:    (^ 1   -f"    l^" — j  ^^^  ^  ^""^ 

jedes  Werthepaar  i,  fc,  falls  i  und  ft  verschiedene  Zahlen  aus  der 
Reihe  1,2, ..  ,,)i  sind.  Mau  erhiilt  alle  diese Bedinguugsgloichungen, 
wenn  man  h  alle  Werthe  von  1  bis  n  und  aodann  i  alle  Werthe 
von  a  bis  n  giebt.  Dass  diese  Bedingungen  auch  hinreichend  sind, 
folgt  eben,=io  wie  in  §.  212. 

§.  223. 
3.  Aufgabe. 

(1)    Ist  i!»  (a^i,  x^,  '£i,  ä)  ^^Q  eine  Lösung  dieser  Gleichung 


e  Gleichiiag  geht  über 


-  S  ^  =   (P/  +  PI) 


T'i 


Aus  den  Hülfsglelcliungeu    —~   =  -^  —   ~    folgt:     Pi  —  «i, 
Pj  =  1(2,  Pj  T=  «3,  und  diese  Werthe,  in  die  vorige  Gleichung  ein- 
geB.W,  geben,   p,  ^  !!+M±AM+M!1.    Mithi.  folgt,  „. 
dii>  =  Pidxi  +  P^dx^  ■\-  P,  daiä  -j-  P^ds  durch  Integration: 
1(1  -t-  C'i  =  Ol  3:1  -H  %  ^  +  %  %  +  «  %  ^1  ■wo 
%  +  |a'  +  4  W  +  «a')}'''' 
2 
ist.     Dil  ifi  ^  0  ist,  so  erhält  uiaii    als   vollständiges  Integral  der 

gegebenen  Gleichung:  log  z  -\-  Ü  = ^sCi—r  — % tr-i.  —  Das- 
selbe Eesultat  hätte  man,  wenn  man  logg  =  Z  gesetzt  hätte,  ein- 
facher nach  §.  191  erhalten.  Danach  wird:  logs  -{■  C  ^=  Ci  a^i  -|- 
0-2^  ~^  Cs  ^3)  wo  Ci,  Ci,  c-i  der  Bedingung  cf  -\-  c'l  —  C;i  ^  1  ge- 
nügen müssen.       Diese    Bedingung    wird   durch    die    obigen   Con- 


1  selbst  erfüllt. 


(2)    Das  vollständige  Integral  ist : 

+  2{«|  +  («,  +  «,p^|'/^ 
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Auflösungen  iler  Aufgaben.  65a 

(3)    Das  vollständige  Integral  erhält  man  am  einfachsten 

nach  §.  191,  nachdem  mau  löge  =  Z  gesetzt  hat;  es  ist  70^^  +  C 

=  «1  oii  +  Oj  a'a  +  «3  %,  wo  (a,  —  1)  ("j  —  1)  («:,  —  1)  =  «i  «a  % 

5.  Aufgabe. 

(1)  Vollständiges  Integral:  g  —  C  ^  — -\- C-j X-2 -\- c-^X:;,  wo 
Ci  +  ci  +  a  r^'  =  0  ist. 

(2)  Die  HüLfsglcichungen  sind  : 

d  %  d  x^         clXf         dp^ dp^ djj;, 

P2P~^  —■  2xipi~ p^Pi  —  23^pi~ Pip^  —  2x-iP--~  p^  ~  p'^  "  p'i' 
Aus  dem  viertes,  fünften  und  sechsten  Bruche  erhält  man : 

J^ 1.  _  J_      i J^_J_- 

jji         p./  ~  n,  '     Pi         p-i  n-i 

Setzt  man  i.;  =  ^  —  i,    F,  =  ~  -  —,  sü  ist  (Fi,F,)  =  0. 

Pi.         Ih  Pi         Pä 

Man  hat  daher  aus  den   drei  Gleichungen  f  =  0   (der  gegebenen 

Gleichung),  Fi  ^^  —  F^  =  —  die  drei  Grössen  ßi,  pg,  p-i  au  be- 
rechnen und  n  den  A  sdruck  l  =  pi  d  tci  -^  p^  d  ic^  -\-  pt,  d  x^ 
einzusetzen ;  durch  d  s  en  Integrat  o  ergiebt  sich  das  vollständige 
Integral  der  „egehenen  Cle  ch  ng 

(3)  DeHulfrfleci      gensnd: 

dxi dw;, dx-j dih         dpi         dp^ 


2pi       2pä       2^3       2Xi-\-x^~\-Xi       2x2-\-Xs-\-Xi       2 x.^  -j- ^i  +  a^j 

Aus  der  Gleichheit  des  ersten,  zweiten,  vierten  und  fünften  Bruches 
folgt: 

d  (x,  ~  x^)  _  d  (jj|  —  i>.j) 

2  (j)i  —  Pi)  Xi—x^     ' 

Fi  —  (xi  —  x^)^  —  2(pi^  —  p^y  =  «,. 
Eine    zweite    Lösung,    welche    auch    der    Gleichung    (F,,  F2)   =  0 
genügt,   ist: 

Fi  =.  2  (»1  +  ^,  4-  «3)'  —  iPi   +  Ih  +  Ih^  =  a,. 
Berechnet  man    daher   Pi,  p^,  p-    aus    den    Gleichungen    F  ir^  0, 
Fl  =  Uf,  Fi  —  a-i,  so  folgt: 
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A=i-{2ta +»,+»,)'-»,  r'--|-|{i(ii  +  «;.-2a;,,)'  +  2fi,+|«i)'', 

P,=j|2(J,  +  i,  +  >!,)'-o,)'»-^J3(»,  +  a:,-2ä:.)«  +  2o,+|  ,['" 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  de^pidxi  +p-idx2  + 
p3  dx^  ein ,  so  wird  derselbe  integrabel,  und  es  ergiebt  sich  als 
vollatändigeB  Integral,  wenn  man  zur  Abkürznag  Xi  +3:2  -|-%^=m, 
^1  +  %  —  2  ^3  =  P,  Xi  —  Xi=:  to  setzt : 

.-c=||2».-„r*-^{i..+2.,+|<.,)"-+fji„.^i».p 

.to!;|.i2''.  +  (2.i>-o,)'*) 


i2i±_8i.  ,..(„-./„  +(i„,  +  2  ,fe  + 1«,)''") 


21/2 

(4)  Zwei  Lösungen  der  Hülfsgleichungan  sind; 

Fl  =  pi  —  pi  =  Gl,  F2  =  (p,  +  ft)  eV.^1'  =  G^. 
Da  für  dieselben  (Fi,  Fj)  =  0  ist,  so  hat  man  aus  den  Gleichungen 
Fl  =  Cj ,  Fg  ^=  (^  und  der  gegebenen  Differentialgleichung  die 
"Werthe  von  pi,  Pn,  p^  zu  berechnen  und  in  den  Ausdruck  dz  = 
PidXt  4"  i^s'^^'a  "i"  fof^^j  einzusetzen.  Durch  Integration  folgt 
dann  als  YoUständiges  Integral  der  gegebeneo  Gleichung: 

2  «  -  C=  -|  (i,  -  s,)  «>',..■  +  c  {X,  +  a:J  e-V„. 

-/d»'""" +""""■"'")'"""■ 

(5)  Aus  den  Hiilfsgleichungen : 

dx-i       dx^       dx-f,       __  dpi  ___  d  Pi dpf 

PiPi—^l~''p.\Pl—X-i^PlP-,~X~~    pi     ~     p^.     ""    p,i 
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und  es  ist:  (Fj ,  F3)  =0.      Somit  erhält 
wnd  der  gegebenen  Gleicbung  die  Werthi 


f. 


-  C  = 


■2  l(x,  +  UiX.,  +  a.iXsy^\ 


7.  Aufgabe.  Setat  man :  pl  +  05+  ■'^4)  iPi  +  J'e)  Ps  =  "1  so 
wird :  (^3  pi  +  3^1  Ps)  x-i  +  « jjj  (pi  — ■  Pi)  =  a.  Da  in  dei-  ersten  x^ 
nicht  explicite  vorkommt,  so  kann  man  p-^  ^  ß  setzen,  wo  ß  eine 
Constante  ist,  und  dann  folgt;  p^  +  (^  +  ^i)  iß  +  ^«)Pi^  "=  «, 
Dividirt  man  durch  ß  -\-  Xi,  so  sind  die  Veränderlichen  aSf.  und  x^ 
separirt,  und  es  folgt,  wenn  man  (ß  +  x^)pe  =  —  7  setzt: 

^'-  ~  ß+  X  '  ''"^  ~  ('^-  +  ßy  +  yx.,)\ 

PidXi  +  p^dx^+P6dxt~ia  +  ßr  +  y^i)'^'d(ei  +  ßdx^-j^  dXi, 

aliso  wenn  man  integrirt  und  sich  ^  =  «'  +  /'  gesetzt  denkt,  wo 
y  nui-  von  Xi,  x^,,  x,;,  dagegen  e"  nur  von  Xi,  x.^,  Xj  abhängt: 

Um  das  vollständige  Integral  der  zweiten  Gleichung 
fePi  +  »^1^2}^^  +  "Ä  (Pi  —  ft)  =  « 

zu  erhalten,  bedienen  wir  wus  der  Jacobi'schen  Methode.  Da  die 
Hüifsgleichungen  dieselben  sind,  wie  bei  der  4.  Aufgabe  S.  389 
(nur  «  statt  a  gesetat),  so  erhalten  wii- : 

J^i  =  Ol  +  P-i)  (^1  +  ^,)  =  «1 ,  F,  =  a  (p,  ~  p,)  —  2  ic/  ^  «3. 
und  haben  n«n  aus  den  Gleichungen 

(x.iPL  +  XiPi)Xi^-\-cipiiPi—p^)  =  a,  Fi=ai,  F.^  —  a-! 
die  Werthe  von  pi,  p-i,  JX,   au  berechnen.      En  folgt ; 
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1  »1  ,        «i        ,  ^  ;  1  «1  Ö-J  1  j 


Setzt  man  diese  Wertlie   in  ds"  ^  pidxj  -^  p^  dx^j  -^-p^dx^  ein, 
und  integrirt  man,  so  fulgt : 

s"  -\-A"  =  j  log  (»i  +  %)  +  2^  (^1  —  a^ä)  ("s  +  ^  j 

(4)K  -  2"°"  <^"' +  "="'■ 

Mithin    ist    schliesslich    das    voUstJiniiige    Integral    der  gegehenen 
Differentialgleichung : 

fa  +  a^)"  

2k 


+"L-r 


(/?+«:,)' (2  o,  +  «,')7l 


+  «  f-V'"  ore  to.;,  y-iy,  +  i  («  + /i  r  +  r  ct.,)"*  +  (i  >;,. 


2.  Aufgabe. 

(1)  Dies  Integral  erhalt  man,  wenn  man  F^  =  ~  =  -  setzt, 

(2)  . . .  (3)  Aus  den  in  der  1.  Aufgabe  S.  397  augegebenen 
Hülfsgleichungen  ergiebt  sieh  ferner:  P'iPi^nh'hi  und  Pii>3^=iCa  a;*. 
Setzt  mau  nun  einmal  JFi=^i'äi'4  —  a>^x^^  —  a,  das  andere  Mal: 
F4  :=:  ^j^  ^  —  X2  Xi  ^  —  a,  so  sind  die  Bedingungsgleichungen 
(^1,  Pi)  =  {Fi,  Fi)  =  (F3.  i^4)  =  0  erfüllt,  und  man  gelangt  auf 
dem  gewöhn  Hellen  Wege  zw  den  in  (2)  und  (3)  angegebenen  Inte- 
gralen. 

3.  Aufgabe. 

(1)  Beaeichuet  man  die  linken  Seiten  der  gegebenen  Glei- 
chungen mit  Fl  reap.  Fg,  so  muss,  wenn  beide  Gleichungen  ein 
gemeiflsohaftliches  Integral  besitzen  sollen,  (Fj,Fa)  =  0  sein.  Nun 
findet  man ; 

(Fi.Fj)  ^=  ~  {XiX^x^  4-  ^s   +  ^l  -f  %*4  ~  3^1  ^1 

+  XiXi  —  x-j  ~  1)  {xxp^  -h  Pi). 
Da  dies  nicht  infolge  der  gegebenen  Gleichungen  verschwindet ,  so 
setze  man:  F<,  =  iCiP4   ~|-  Pn  ^  0.      Dann  ist: 
(F, ,  F.i)  =  0 ,.  (F, ,  F,)  = »!,  F,  ^  0 ,  (Fs ,  F«)  =  (x,  x-^  +  ^^j  I'g  t=  0, 
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und  es  erfüllen  somit  die  Gleicliwngen  Fi  =  0,  F2  =  0,  F^  =^  0 
■  die  Integrabilitätsbedingiingeii,  Es  erübrigt  noch,  ein  gemeinschaft- 
liches Integral  der  drei  Gleichungen  (Fi,  F^)  =  (f  3,  Fi)  =  (J'3,  f  4)= 0 
HU  suchen.  Ein  Integral  der  Hüifagleichungen  von  {F^,  F^  -^^  0 
ist  ^4  •=  K.  Setzt  man  nun  versuchsweise  ^"4^=^)4  =  «,  so  ist: 
(F3,  F4)  =- 0,  {F„  Fj)  =  371  pi  f  ft  =  0,  {^2,  F4)  ^  a;,  fe  P4  +  iJä)  =  0. 
Berechnet  man  daher  aus  den  Gleichungen  Fi=F.i=^F'i=:F.i=,0 
die  Werthe  von  ^1,  p^,  lh<  Pt.  3«  folgt: 

jjj  =  —  (ajä  +  3  xl)  a,  p2  =  —  %  «.  i»»  =  —  xia,  pi  =  a. 
Setzt  man  diese  WeHlie  iu  äe^PidXi  -\-p^dXi  -\-pidx/,  +  ptdx^ 
ein  lind  integrirt,   so  folgt  als  gemeinschaftliches    Integral  der  ge- 
gebenen Gleichungen; 

g  ^  ß  =  ct{^^  —  x(  —  -x'^  ~  Xi  3:sj- 

(2)  Bezeichnet  mau  wieder  die  linken  Seiten  der  ge- 
gebenen Gleichungen  mit  Fi  resp.  F^,  so  muss  sein:  (Fj,  F^)  ^=  0. 
Nun  findet  man :  (Fi,  F^)  =  2  X^  (ft  -f  {1  —  x^)  ps  | ,  und  da  dies 
nicht  infolge  der  gegebenen  Gleichungen  verschwindet,  so  setae 
man:  F^  =  p.^  +  {1  —  x^)  Pi  =  0.  Dann  ist:  (Fi,  F2)  =  0, 
ferner  auch  (Fj,  Fj)  =^  0,  dagegen  (Fi,  F3)  =  x^p^.  Setzt  man 
daher  noch  Fj  =  p^  =  0,  so  ist:  (Fi,  F3)  =  0,  (Fi,  F,)  =  0, 
(Fi,  Fi)  —  0  und  (Fi,  F4)  =  (F,,  F4)  =  (F„  F4)  =  0;  es  sind 
daher  die  beiden  Gleichungen  simultan  integru'bar.  Da  p^  =  Q 
ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  F3  ^  0  auch  P'i  ^  0,  daher  wird: 
/i  =  2XiPi  -\-  x^p^  =  0  und  fi  ^  XiPi  —  2xi£ii  =  0.  Aus 
den  verallgemeinerten  Lagr ange'schen  Gleichungen  der  letateron 
ergiebt  sich  ff  =  Pi  —  a^i  =  0,  und  es  ist: 

Aus  /,  =  0,  f-i  =0,  /3  =  0  folgt: 

p^  =  ax'l,   pi  =  laxiXi,   p-^^  —  2«iCä; 

daher  iat  das  gemeinschafUiohe  Integral  der  gegebenen  Gleichungen: 

«  —  6  =  ß  (a!J'«4  —  ^l). 


Vermischte  Aufgaben 

1.     (1)    Allgemeines  Integral: 

Ix  -Y  mij  -\-  ne  =  fp(xy  \-  yz  ■\- 


y  Google 


864  Aiihiuig. 

(2)  Für  e'  =  ^,  i^  =  fj  geht  die  Gleichung  über  in: 

w + i)^ + v{'+i)i^= "  -  si' 

Aus  den  Lagrange'schen  Gleichungen  dieser  letateven  folgt; 
geig  — grfg  _d^  s^dl  —  itd^ d|^ 

4   -i-  ^"if  13  =  «1    und    —   +   toj7  I  =  «j. 
Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist  somit : 

(3)  Allgemeines  Integral:  xye  =  <fi  {x/i  +  J^  -|-  «^). 

2.  Die  Differentialgleichung  lantet: 

2a(Ä^  —  pa;  —  32»)  =  (3^3  "1-  */'  +  «'')  (1  "l"  i^'  +  aO'''- 
Das    singulare  Integral    ist ;    a:^  +  ;/'  +  ä^  =  4  a"--      Wegen    der 
geometrischen  Bedeutung  vergleiote  man  §.  182. 

3.  DiLä  allgemeine  Integral  ist:    —  —  —  ^tpf )■      Das- 

X      g        ^  \y       11/ 

Reibe  kann  nur  dann  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  dai'stellen,  wenn 

w  eine  gnnae  Function  ersten  Grades  von ■  —  ohae  constantes 

y         z 

Glied,  also =  e(—  ^  — )  ist.      Da  dor  Kegel  durch  den 

X         z  \y         zj 

Punkt  (1,  2,  3)  gehen  soll,    so  touss  1  — -  -  =  c  f  -  —  ^J    oder 
c  =  4  sein,  so  dass  die  Gleichung  der  Kegelüäche  wird: 

Zxy  4-  J/«  —  ^■^^  "=  0.  . 
Dasselbe  Resultat  hätte  man  aus  dem  vollständigen  Integrale   ab- 
leiten können,  welches  lantet: =  h.      Hier   musa 

s       X  y 

zunächst  b  ^=  0  sein;  ferner  soll  sein:  0"  ""  ^j 5 —  =  0,  also 

a  =  —  -,  mithin;  Sxy  +  ys  —  isix  =  0,  wie  vurher. 

4.  Aus  den  Lagvange'sol 


ä«  ä£  _ä» 

^ '   X''.  ^  r'i  ^  i?» 
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AviflÖBungeii  liev  Aufgabe».  685 

^         ä^        £d£ 

1  zunächst  X^=  «  +  2bx-\-  Gx\  imd  analog  für  Y  und  2, 


"  X'''' 


,  dalier  mit  Rücksicht  auf  (1)  und 


(2):  <;(Z'''^  +  rVs  +  ZV.)  =  o,  oder:  X^'-f- F'/^ +2'A=  0,. 


/■ 


demnach  ist  das  Integral  von  (1): 

{b  +  cx+c'^'X'''')  (b  +  cp  +  c'^'Y^  ((j  +  CÄ-fcViZ'''-)  =  C,. 
Eine  wülkttrliche  Function  der  linken  Seiten  der  gefundenen  Inte- 
gralgleichungen gleich  c  gesetzt,  giebt  das  allgemeine  Integral  der 
gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  fav  den  Fall,  dasa  X,Y,Z 
dieaelbea  Functionen  zweiten  Grades  resp,  tron  ce,  y,  2  sind.  — 
Sind  X,  Y,  Z  Functioaen  vierten  Grades ,  so  können  wir  hier  der 
etwas  weitläufigen  Recliuung  wegen  das  schliessliche  Resultat  nicht 
in  esplioiter  Form  entwickeln,  sondern  zeigen  nur  einen  Weg,  auf 
welchem  man  au  demselben  gelangen  kann.    Durch  eine  Substitution 

von    der  Form    x  =    -. — srir  kann    -=pn-  immer    auf  die   Form 

0  -^  gebracht  werden,  wo  C  eine  gewisse  Coustante  igt  und  S!  die 

Form  {1  —  |5)  (1  —  x^i^)  besitzt.  "Wendet  man  die  entsprechen- 
den Substitutionen  auch  auf  y  und  s  an,  so  gehen  die  Gleichungen 
(I)  nnd  (2)  heziigÜch  über  in: 

,1')     il  +  ^  +  11  =  0 

Die  letzte  Gleic^iung  kann  man  noch  uiaformen.     Da  nämlich 
ist,  so  geht  dieselbe  mit  Büclisicht  auf  (!')  üljer  in : 

^  '  (r'-e'i')s''-  ^  {r—i'n'fu''-  ^  (7'-«H')z'* 
-  *  j       S-JJ ,  vLl j.        m      \ 
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deren  rec];ite  Seite  unmittelbar  durch  bekannte  Functionen  inte- 
grirbar  ist.  Die  der  Gleicliung  (l')  entsprechende  algehraische 
Integralgleiehung  kann  man  in  folgender  Weise  finden.     Setat  man 

11  +  11  =  ^.    ---^^    ||  +  ^  =  0.nd™.nh.t(v.rgh 

4.  Aiifg.  §.  146): 


ri  {(l  -  g^)  (1  -  ^H^)\'^^  +  £  1(1  -^^)  (1  -K  ^^)|V^  ^ 

Lhmmut  mi  Q  id  diesen  bellen  (jlen,hingpn  lo  eihalt  man  U 
Integial  der  fileiohung  (1  )  Mit  Hülfe  lieses  Integials  kinn  man 
dann  die  linke  Seite  dei  Gleichung  (2)  nmfoimen  namUcli  beselbe 
daietellen  als  Difteientia!  eine?  duich  loganthmisehe  le'ip  o^klo 
metiiBohe  Functionen  mtegiiibaien  Ausdiu  ks  so  dass  man  also 
durch  Integiition  In  b  modiflcirten  Gleichung  (2)  ein  zweites 
und  awai  wie  man  sieht  el  enfalls  ilpfehraiachea  Integi  il  dei  tdei 
chiingen  (1)  und  (2)  eihslt  Aus  diesen  bildet  man  dann  in  be 
kanntet  Weise  da«  allgemeine  Integial  lei  gegebenen  partiellen 
Diffeientialgleichnn^  —  8md  endlich  \  I  Z  die-iell  eu  Functionen 
sechsten  Gilles  ies|    j    /and  ?w^i 

X=      +'      +  <       +0^-1-3       +  lii    +   < 

30  haben  wir  in  der  1.  und  2.  Aufgabe  §.  150  für  die  Gleichungen 
(1)  und  (2)  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  gefunden, 
nämhch : 

((!/-») g.  +  (a-a;)  ja  +  (x~s)Z'/,] • 

1  ('-9)1.»-  •)  («  -  ii)  ) 

-  (i (et  +  j  +  «)-«(«  +  j,  +  .)■'=  C, 
und: 

1.1/'  ^'  (,.)  - «)  s'-  +  g »!(.-»)  r/.  +  j »(» -  i/)  z''<\' 

\  11/8(1  — ä,)((/~g)   (!-»)  I 

Eine  willkürliche  Function  der  linken  Seiten  dieser  beiden  Glei- 
chungen gleich  V  gesetzt,  stellt  das  allgemeine  Integral  der  ge- 
gebenen partiellen  Differentialgleichung  dar.  (Richelot,  Crelle's 
J.  Bd.  23,  S.  354.) 
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Aiiflösiingeu  der  Aufgaltti 


3  (ik^xH'"'^  +  2Ae***)  +  Y  T-J  (^''^^^^ö''^  +  2^^*=^=) 


2!  da^  ■■ 

eÄ  =  *'<^  +  r^^+2T^  +  ->^^ 


8A  " 


;  +   2  ft  I(, 


Die  Liigraiigc'scheii  Hülfsgleichung-en  dieser  partiullen  Di£feraitial- 

,  .  ,  ,  dh  äh  du        ,        ,        ,    . , 

ffleichuns  lauten:   — -  =^  — -r-  ^=  — —     Aus  den    beiden  ersten 
"  "  1  —AW        2kw 

Brilclien  folgt:  :; ttt  ^  f'i  sodann  aus  dem  ersten  und  letzten  : 

"      1  — 4AÄ 

m(1   4-  6  Ch)-y^  —  Gl,  oder:  m(1  —  4hk}Vi  =  d.    Demnach  ist 

das  allgemeine  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung ; 

•'"-"'""■  =  ''(r^> 

Für  fi  ^^  0  ist  all«'  v  =  a'"^^  somit:  fp(k)  r=  e'"^,  silso 


/       i       \  1— , « 


und  daher:  u  =  (1  —  4ÄÄ)-'''i.6^-*''''  —  (ranz  ahnli(,h  veifihrt 
man  bei  den  beiden  anderen  Gleithungtn  dieser  Nummi.i  Die 
entsprechenden  partiellen  Differentialgleichungen  Bm\  le^^p 

||=f||  +  *.,    .,.d||  +  4P^  +  .,„  =  0 
oder:   ^  =  X,  -  .«,  X„  ^  =  Z,  —  i,  Z,.      SotKt  mim  .c,  =  'i'. 
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iCo  :=  — ,  WO  y,  eine  noch  zu  bestiminende  Function  ist,  so  erhalt  man : 
Bestimmt  man  niiu  ■//?,  durch  die  Uleichimg:  -j^  ^  Xg)/a  und  setzt 


allgemein:  X^i/3  =  aj,,ij/i  +  a^,^2/a  +  u^.sVs  =  Y^,  so  wii-d  das 

System  der  Hfllfsgleicluingeu :  ^  =  Fj,  ^=  r„  ^=  T^,  ein 

System  von  drei  gewölialichen  linearen  Differentialgleichungen ,  das 
man  nach  der  3.  Aufgabe,  §.174,  8.311  leicht  vollständig  integrireu 
kann.  Ist  dies  geschehen,  so  findet  man  in  bekannter  Weise  dos 
allgemeine  Integral  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung. 
(Hesse,  Crelle's  J.  Bd.  25,  S.  171.) 

7.     (1)    Setzt  man :  x  +  y  ^=  2^,  x  —  ij  ^  27},  so  wird  die 
Gleichung;  ( ^)   —  6  |-  :=  2?)'^  —  (a")  '    ^^^^^^'    '^'^^^   §■   1**^- 
e  —  b  =J'  i&y  -{-  a)'^  d^  +/  (2»i3  —  a)'/irf(^.     Dasselbe  Re- 
sultat hatte  man  auch  nach  der  Charpit'scheu  MeÜiode  ei'halten. 
(2)    Ans  den  Hülfsgleichungen 

dp    dq    __     dx     __     dt) 

—  P  "  — 3        '^^  — 9        y^p 
erhält  man    die   Integrale:    d  =  ap,  p  ^  «/  +  (»/^  -f-  a)''"    oder 

^  =  x  -^  (x'^-lr  a)\  p±i  =  ix±y)  -^  {{x±ijy^  aY'-'. 
Berechnet  man   nun  p  und  g  aus   einem  dieser  Integrale  und  der 
gegebenen  Differentialgleichung  und  setzt  deren  Wertlic  in 

dii  ^^  pdx  -j-  qäy 
ein,  so  erhält  man  das  vollständige  Integral  in  den  verschiedenen 


ic  «/-|- 2/ (x» +  «)'''',  unA  s  —  e  =  xy-\-~J  \(.x-\-''jy+  a]''-' d  {x ^' y) 
+  0/  [(^  —  y)''  ^  a]''^^d{x  —  y).     Letztere  Form  hatte  man  auch 


nach  §.195  erhalten  können,  wenn 

substituirt  hälki. 
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Aiiflösiinfren  itei-  Aiifgaljen. 
(S)    Man  kann  die  Gleichung  m  der  Foi 


daher  nach  §.  195 :    2  a  —  [)  =  (u  +  1)   (x'  +  —\       Oder    man 

dividire  die  Gleichung  durch  xp  und  setze  x^  ^^  |,  ?/*  ^  ij;  da- 
diirch  erhält  man  die  zur  I.  Hauptform  gehörige  Gleichung: 

dt  dn      dt  ■•■  dfi 

und  durch  deren  Integration  dieselbe  Lösung  wie  verlier.  —  Oder 
man  substituire  a;H-j/=:§,  a;  —  J/^*);  dadurch  erhält  man  die 
zur  III.  Hauptform  gehörige  Gleichung: 

4  (.  -  4)  =  S'  +  1'  +  S  (!■  +  »)"■  +  1  (1'  +  «)'* 

+  %  IH  +  (S'  +  «)''•]  [•!  +  (tl'  +  o)'*]|". 
(4)  Aus  den  Jacobi'schen  Hülfagleichungen  erhält  man 
die  beiden  Integrale:  Fi^x^pi  — %ft  =:aj,  Fj^a;!^] — s^Pa^Msi 
und  es  ist:  {Fi,  F.^)  ^=  0.  Berechnet  man  daher  aus  diesen  und 
aus  der  gegebenen  Gleichung  die  Grössen  pi,  p.^,  pr^  und  setzt  deren 
Werthe  in  du  =^  pidxi  -]-  p^da^  -\-  Pidx^  ein,  so  giebt  die  Inte- 
gration dieses  Ausdrucks  das  vollständige  Integral  der  gegebenen 
Gleichung. 

8-     Die  Gleichung  der  Fläche  ist:  x'^  -|-  ^^  =  cs^- 
9.     Werden  die  aus  der  Gleiclmng 


(©•- 


sich  ergebenden  Werthe  von  -7^  mit  y'i,  J/a  lieKeiclinet,  so  ist : 

p'i-y'^  =  —  1,  «/!  +  «/a  —  2/(3;,  y)  ■=  2e. 
Die  erste  Relation  sagt  aus ,  dass   die  beiden   Curven  ,  denen    die 
Werthe  y[  and  j/ä  angehören,    sieh   rechtwiuldig   schneiden.      Das 
Product  der  Krümmungen  der  beiden  Curven  im  Schnittpunkte  x,  y 
ist,  wenn  Qi  und  Q-i  ihre  Krümmungsradien  sind,  gleich 

J^  J_  _        y'\ yl 

Qv'  92        (1+3/;*)^^' (1+2/;^)*" 
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670  Anhang. 

Nim  hat  iiimi  aber:  (1  -|- jiO  (^   'I"   2/?^)  ^=  *(1  "I"  '^^}',    ferner  ist: 


ebenso:   ^ä  —  (l   —  -— — ^w")  '?'  +   ^J''')"      Mithin: 

also,  ein  «^  der  Gleichung  P^  ^  ^'^  -\-  2pqe  ^  c^  (l  -j-  .s*)Vs  ge- 
nügen soll:  — ^  -^,  d.  li.  das  Product  der  Krümmungen  der 

beiden  Cnrren  im  Punkte  x,  y  ist  oonstant.  —  Ist  z  von  »/  ünab- 
hüngig,  also  ^  ■=  f  {x\  so  ist  g  =  0,  demnach: 

cx=fii  4-  ^-^r'^-de. 

Durch  die  Substitution  e  =  tang&  (2  -|-  taiig'^&y'^-  gebt  diese  Glei- 
chung über  in:  ca:  =  äV^y  (  1   —  -^  sin'' ^\        cos^&'dd',   inithiii 

ist    ra  =  2'^  £(2-'=  &)  ~  2'i.F(2-V»,«-). 

10  Für  den  gegebenen  Punkt  als  CoordLnatenanfangspunkt 
und  die  gegebene  Gei<ide  als  O!  Auhae  ist  die  Gleichung  der  Kugel- 
flachen  3,*  -|-  )/2  -f-  jT*  —  2  «  i  =  0 ,  wo  tx  ein  veränderlicher 
Parimetei   ist       I^t    nun  f  (r    y    *,  a)  =^  0   die  Gleichung    eiaer 

dF           dF       dF 
Flaeheuschaai      o  stellt  p  t: h  0  -^ -^r-  =  **  die  Bedingung 

dafui  iii  dass  eine  mdeie  Flache,  deren  Tangentialebene  die 
Kiohtungscoefhoienten  ß  ^  —  1  hat,  diese  Flächenscbaar  recht- 
winklig schneidet      Eliminiit  m  n     Is  «     üb  beiden  Gleichungen, 

i  eihait  man  die  partielle  Diff        t    1  1     hung  der  oi-thogonalen 

Injectonen  der  geaebeuci  Fl    1         1  —  In  unserem  Beispiel 

rgiebt  stcl     %ls    ololie     {y'  -\-  ^    —  )j  —  2X'yq  -\-  2xsr^  0, 

und  dfts  allgememe  Integial    I              t  1  Nr.  3  der  3.  Aufgabe, 


(,1^9      t     ^  y     J^  el=zyip  (-y 


11  Dib  Oioidiuatüu  des  Si,hmttpunktes  der  Normale  mit  der 
^y-Ebene  smd:  |  ^  ^  +  gp,  ij  =  y  -{-  eg^;  demnach  soll  sein: 
gp  =  (i.  —  l)x,  «3  =  (A  —  l)y.     Die  Differentialgleichung   der 

gesuchten  Fläche  ist  also:  —  =  —,   ihre    endliche  Gleichung  ollge- 
meii.  ■  ä  =  <p(x^  +  2/3). 
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12.  Sind  (p(a!,p,e,i.)  =  0  und  il){x,y,z,(jt)^0  die  (rleiehun- 
gen  einer  Curyenschaar,  so  hat  man,  um  die  Gleichung  einer  darauf 
senkrechten  Fläche  au  finden,  aus  jenen  Gleichungen  und  aus  den 
Gleichungen 

ox  oy  OS  ex  öy         dz 

die  Grössen  A  und  (t  zu  elimiiiireu.  Maa  erhalt  so  ein  System  von 
zwei  partiellen  Differentialgleichungen,  deren  gemeinschaftüches 
Integral,  wenn  ein  solches  existirt,  die  endliche  Gleichung  der  ge- 
suchten Fläche  ist.  —   In  unserem  Beispiel  sind  die  Gleichuugea 

k  cosh  $   und 


derOurvenschaai 

;  wenu 

c'='-l 

-  =  (l  ist:  CO 

'Shx  = 

cösÄ  y  - 

=  (t  cosh  e 

;  ferner 

ist; 

psinh. 

x  —  Xsinh^  =  {>, 

q  sinli  y  —  n 

sink  e- 

Hiera« 

s  folgt! 

P  = 

wshx 
sink  '£ 

$inh  s 
coshz ' 

smhy 

sinh . 
cosb 

Setzt  man  diese  Werthein  den  Ausdruck  ä;s=:päx-\-  qdt/  ein 
und  integrirt,  so  findet  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche: 
sink  X .  sink  y^a  sink  2. 

13.    Der  in  dieser  Äufgahe  enthaltene  Satz  gilt  auch  allgemein, 
nämlich;  Sind  X,  2i,  X^,  ...,  X„  die  Partialdeterminanten,  welche 

bei  der  Entwiciielung  der  Function  aide  tcrminante  IJ-h  ^r—  ■  p—-  ■■■  ■ 

OX     ÜXi 


v   V         v  ,„,«  „„irt  ..,,, 

8»'  8»,'       '  dx.           ' 

,  so  ist 

stets: 

8z     ex, 

8«  +  ixi   ■•"  ■■■ 

,  ex« 

+  87: 

=  0, 

wie  sehr 

leicht 

Bu  erweisen,  und  u 

mgekehrt 

:  Sind 

X,  Xi, 

...,  X„ 

Functionen  der 

n  +  1  Veränderlichen  3t,  a-, ,  . 

..,  1C„, 

welche  der  Be- 

dingung 

8i  + 

8i,   +       ^^  8l. 

=  0  gen 

ügen,  t 

10  las  st  sich  der 

Ausdruck 

X 

8-  +  ^.8-+- 

■  +  x„ 

0^ 

0 

darstelle 

n  dlircl 

0/« 
"  8a-„' 

■/i,A 

...,/« 

willkür- 

liclie  Functione 

n  Yon  a-,  a;i,...,a:„  s 

ind,  so  dass  also  X,  Xi 

,-..,  x„ 
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ihiiiig. 

;en  Partialdet-ei-miiianten  sind.    (Vg 


Jacolji,  Crelle'a  Jowrn.  Bd.  27.) 

14.  Ans  den  beiden  Gleichungen  folgt: 

SetKt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck 

du  =  ^  dx  ^-  ^  dy  -\-  ^  de 
dx  oy  OS 

ein,  so  ergiebt  sich  daraus,  dass,  wenn  heide  Grleichungen   eine  ge- 
meinachaftliche  Lösung  ausser  u  =  con&t  zulaasea  sollen,  der  Ausdruck 

}.{{YZ'  —  ZY')dx  +  {Zl[!  -'X2f)äy  ■\-  [XY-  -  lX)d^) 
ein  exactes  Differential  oder  also  die  Gleichung 

(YZ'  —  ZY')dx-{-{ZX'  —  XZ')äy-^{XY'—YX!)ds  =  Q 
durch  Multiplication  mit  einer  gewissen  Function  7on  x,  p,  e  eine 
exaete  Differentialgleichung  werden  miias.  Ist  f(x,  i),  0)  ::=  G  das 
Integral  derselben,  so  ist  jede  willkürliche  Function  qo  j/{iC,  J,^)]=^M 
eine  gemeinschaftliobe  Löaung  der  gegeljenen  Gleichungen.  —  Die 
beispielsweise  angeführten  Gleiohmigen  haben  keine  gemeinschaft- 
liche Lösung  ausser  u  ^  const, 

15.  Die  verallgemeinerten  Lagrange'sohcn  Hülfsgleiehuugon 
siod  bei  dieser  Aufgabe : 

dxi dx<i  <?a^:,  dxj 

—  1  — 3^2 — 2x^ — X:,p:,         — 'ix<i^bx-^ -\- X^^p^  pi 

'  Pi 
dx^  dj>t  __  dp2 

—  X,  —  x-,  (ih  — i),0  —  2  %-^ 

äpf         dpi dp:, 

-  21.. +5,..  -  ir  -  (;;z;.),,,+|j  ■ 

Aus  dem   ersten,   siebenten  und  achtea  Bruche   folgen  dui'cli  ver- 
schiedene Corabination  die  beiden  Integrale: 

Durch   Cömbination    des    viertea,    fünften,    neimten,    und   zehnt«n 
Bruches  erhält  man  ferner  das  Integral:   F-^  =  XiPt -\- Xjpr,=za^. 
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AuHBsuugan  der  Aufgaben.  öTii 

Endlicli   gielit   eine    Coiubm.ition   der  letzten    vier  Brüche   das  Inte- 
gral: F,=^—  e^'^'^^a^.    Alle   diese  Integrale  orfällpii  die  Inte- 

Pi 
grabilitiltsbedingungen,  denn  es  ist: 

Berechnet  man  daher  aus  diesen  yier  Integralen   und  aus   der  ge- 
gebenen Gleichung  die  Grössen  pi,  p^,  ft,  pt,  P:„  so  findet  man: 


e~^i, 

%+«4«,e"i'""''' 

p,=-'^(2x,^x,)i 

:-^'  — 7-fa(J-i  +  *,)c-'^ 

—  ttsOie"!* 

U,  «3  «1  < 

i-^ie""'""' 

3-4  ■■{-  «4  a:^  e"^  ^ 
Setzt  man  diese  Werthe  in  d£=piclxi  -\-p2clx<,  4-  ■■■  +ftd%  ein, 
so  findet   man   iils   vollständiges  Integral   der   gegebenen  Gleichung: 

—  a-i  üi  yc"i^~*'  dxi  4-  «3  ^og  {xt  +  a^  a;:,  e"i«~"'  |- 
(Imachoiietsky  in  Grunert's  Archiv,  Bd.  60,  S.  388  findet  nach 
Tveitläufigerer  Eeohnung  ein  Integral  von  complicirterer  Form;  das- 
selbe ist  i-eproducirt  bei  Mansion,  Theorie  des  equat.  aiix  deriv. 
part.  p.  169.) 

Die  gegebene  Gleichung  wird  linear,  wenn  man 

Z=Pi  Xi+p.2X<i-\ -I-  ft  %  —e 

setzt  und  jj^,j3.j,  ...,?,-,  als  die  neuen  unabhängigen  Verün  de  rlichen 
betrachtet.    Bezeichnet  man  dieselben  als  solche  mit  Xi,  Xj, ..,,  X^, 

.,=||=A,...,.„=||  =  P.,.  =  AX.+P,i',  +  ... 

+  A  ^r,  —  Z, 
und  die  Yorgelegto  Gleichung  gelit  über  in: 

X,  +  (3  X,  +  i  X,)  P,  +  (2  X,  +  5  Zj)  P,  -h  Zj  Pj 


+  (x,-z.  +  g)  JrsPs=o. 
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674  Anhang. 

Da  Pi  hierin  nicht-  yorkommt,  so  kaüii  man  X,  für  die  Iiitegriition 
dieser  als  constfuit  hutrachten.    Die  LftgrfingG'schen  lililfsgleiehim- 


"'   *(*-*  +  !) 


Aus  diesen  folgen  die  Integrale: 

und 

Eine  willkürliche  Function  der  linken  Seiten  dieser  Integralglei- 
chungen gleich  0  gesetzt,  stellt  das  allgemeine  Integral  der  trans- 
fovuiirten  Gleichung  dar.    Bezeichnet  man  dasselbe  mit 

9)(Z,  Xi,X^....,X,)  =  0, 
so  findet  mau  eine  Lösung  der  gegeheueu,    wenn  mau  aus  dieser 
Gleichling,  aus  den  fünf  folgenden: 

Z=   XiXl+X-iX.,^ +  x,  X;.  —  g 

die  Grössen  Zj,  Z^,  ...,  X,  und  Z  eliminirt. 

16,     Nach    g.  201     findet     man    sehr  leicht    das   TuUstiindige 
.Integral : 


:  ffli  x^y- 


^x 


17.    Bezeichnet  man  die  linken  Seiten  dcv  gegebenen  Gleichun- 
gen mit  t\.,  I\  F.,  so  findet  man   leicht: 

{F„  Fi)  ^  (f,,  J^,)  =  (Fi,  F-,)  =  0. 

Es  sind  daher  die  Gleichungen  simultan  intogrirbar.    Stellt  man  sie 
in  der  einfacheren  Form  dar: 


;"  +  ^' 


X,X,f 
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Auflösungen  der  Aufgaben.  Cii'i 

und  beaeiehiiet  die  rechten  Seiten  mit  ii>i,  ifi.^,  i/>-,,  so  hat  man  ein 
gemeiiiscliaftliches  Integral  der  drei  Gleichnngen 

(pi  —  '^u^)^=0,    (ft  —  *■! .  9")  =  0,    {p3  —  i'?.,q')  =  0 
zu    suchen.     Eine    Lösung   der  zweiten  Gleichung  ist:  (p  =  x^  Pi- 
Setzt  man    dies   iu  die  linke   Seite   der   dritten   Gleichung   ein,   so 
erhält  man: 


(1 

h  —  i'3,  ?>)  ^  q'i  —  j^  {XiPi  —  1). 

Wiederholt  iiiii 

n  dies  mit  g;,,  so  wird: 

(ih- 

-  «/'s,  9^1)  =  9s  =  —^   (%i*4  —  1)  =  f 

Ferncr  findet  r 

lan:  (pa  —  ifJa,  9*.;)  —  0;  ea  ist  demnach 

"fi  =  ~-i  i^iPi  -  1) 

eine  gemeinschaftliche  Losung  der  aweiten  und  dritten  Gleichung. 
Setzt  man  nun  dies  in  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  ein,  so 
folgt: 

0.,-^,,  q..)=  9'=  ^  K^.~l)^  |. 

Wird  dies  mit  cp'  wiederholt,  so  ergieht  sich;  {p^  —  ^1,  qj')  =  0. 
Ea  ist  demnach — -^ ^  4  o    die   gemeinschaftliche    Lösung 

%^4 

der  drei  Hülfsgleiohungen 

(Pi  —  ^1,  9)  =  0,    ilh  —  T/'s.  9»)  ^  0,     (Pa  —  •i>'A,  <P)  —  0. 
Berechnet  man  jetzt  ^ii,  ft,  ft,  Pt,  so  folgt : 
i'4=  ~  -\-2ax2a-4,  Pl^  —  axl  Pi  =  —  +  aail  p,^^  —  2axj  x^, 

und  somit  erhalt  man  als  gemeinschaftliches  Integral  der  drei  ge- 
gebenen (Jleichungen 

;:  ^  h  =  a{Xi x'l  —  xi cc'i)  +  log (x^ icj. 

18.  («)  Multiplioirt  man  die  erste  Gleichung  mit  J'^ ,  die 
zweite  mita;;^,  sodaun  die  erste  mit  Xi,  die  zweite  mit  x^  und  addirt 
jedesmal  die  Prodncte,  so  erhalt  nian  das  äquivalente  Gleichungs- 
system: 

Fl  —  ^tPi  +  ■■^■aPi  —  a^fti  —  a'ip4  =  0' 
F-i  =  x,iP,  +  XiPi  —XiP-i~x^ih  —  0 
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iiod  es  ist:  (i-'j,  l's)  ■=  ö.      Ans  den  HlÜfsgleiohunffen    der  ersten 
Gleichnng  findet  man  leicht  die  beiden  Integriile: 

Ffl  =i)i«i  +^2^:2  +p^Xf  ^'P^3:^  =  4^  a, 
Fi  =Pj  a-i  +p3  ah  +  J>3  3:4  +  JJ4  a:^  —  4 !), 

welche  zugleich  sHmmtlichelntegi'aljilitätsbedinginigeu,  d.i.  die  Giei- 
changen : 

(■Fl,  -Fi)  =  (Fi,  F,)  =  (i''„  F^)  =  (Fi,  Ft)  =  (Ej,  F,)  =  0 
erfüllen.'    Die  Berechnung  der  "Werthe  von  p,,  jh^  Ih^  Pi   ist  leicht, 
wenn  man  zunächst  F:_  +  F.,,  F,  +  F„   fto.knn  F,  —  Fj,  F,  —  F^ 
bildet.    Man  erhält: 


a^i  +  3^^      1   .j  ,    _  , ,  -^1  — '^ 


-±2ia~h) 


{x,+x,y+{^,+x^y 


Setzt  man  diese  Werthe  in  äe=pida:i  -^ p2da:^  ■\-p^dx3  -\-PidXt 
ein  und  int«gj-irt,  so  findet  man  als  Yoliständiges  gemeinschaftliches 
Integral  der  Gleichungea  (w): 

+  ia  —  b)  log  {(x,  —x,)^  +  (iBs  —x^y]- 

(ß)  Es  seien  wieder  die  linken  Seiten  der  gegebeaen  Gleichun- 
gen hezeiehnet  init  Fi  und  F^.  Dann  ist  (Fi,  F3)  =^  0,  Ein  ge- 
meinschaftliches Integral  der  Hülfsgleiehuagen  (Fi,  q))^0,  (Fs,  <p)-=0 
ist  ferner:  Fg^:=a:i.^i  +  x^p-j  -\-  X^Pi  -\-  s:-^pi  =  2ai.  Es  bleibt  daher 
noch  eine  gemeinschaftliche  Lösung  von  (Fj,  ip)  =  Q,  (Fj,  <p)  =  0, 
{F3,  9)  :^  0  zu  suchen.  Eine  Lösung  der  ersten  und  dritten  ist 
g)  -^^  Xjpi.  Setzt  man  dies  in  die  zweit«  Gleichung  ein,  so  ergiebt 
sich:  (Fa,  (p)  =  —  x^pi  —  Xip^^^fpi-  Substituirt  man  dies  noch- 
mals in  die  linke  Seite  von  (F^,  (p)  =  0,  so  folgi; 

(Fä.ip,)  =  2(p,^Xs—piXi)  =  (p.,. 

Femer  ist:  (Fj,  q)j)  =  4  (pi  x-j,  -\-  Xi2h)  =^  —  ^  9^1'    Somit  ist  das 

gern  ein  schaftliclie  Integral  bestimmt  durch  — '•  := — —^.dasselbe 
<Pi         —itpi' 

ißt  daher:    q)^  -{- 4  q>^  =:  i  a^   oder:  Fi  =  (x^ -{- x^(pi  -{-p^}  ^=:a^. 

Berechnet  man  nun  aus  den  Gleichungen  Fi^^^f\,  F.2=0,  F^^^2ai, 

Fi  =  a-i  die  Grössen  pi,  pj,  P;^,  Pi,  ro  findet  mn.n : 
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Ji 

.„llärai,.. 

y  Au 

Jgab, 

a- 

0,1, 

1+«' 

«3 

,*  = 

»1% 

+  "» 

x-^> 

P-2 

«lÄ^ä 

-o'i, 

I," 

».' 

+  i3    ' 

__«l£4 

+  «'«, 

«,'  +  II 

wo  a'=  {Mj  -^  «*)''''  ist.     Demnach  ergiebt  sich  als  das 
gern  eins  eil  aftliche  Integral  dei-  beiden  Gleichungen  (ß) : 

■^-'i=\a,  ^0(J  \{x'i  +  xf)  ix.!  +  xh] 

-\-  a'  ( arc  tanij  —  +  arc  tmig  ~  ),    . 
oder  in  etwas  anderer  Form; 

»-c  =  o!.j,|(<  f  »;)  (4  +*i')l  +!.  «r»  ,„„  »;.  ^.  +  ^ '». 

ÜI  Xl  —  Xj  OCfl 


X.  Capitcl. 
§.  228. 

1.  Aufgabe,    s  =  axij  \  fiy)  \  t  W. 

2.  Aufgabe. 

(1)  ^  =  /c-/««^  |/JVe/^'"^d;/  +  9  (^)}  d^  +  «P  W- 

(2)  ^  z=  /e-ZMäo. {/J^e/«"-«;»;  +  fp {3i)\dy  +  <t (^). 

§.  231. 

Aufgabe.    Durtli  DitibrcnLiation  vuu  J'  {ff,  ip,  %)  =  0  wir( 
ei""        ,  ÖF  ,      ,  8:f 
g^'P^.  +  ä^^^.  +  äi^ 
wo  qij-j.  den  Differentialquotienten  von  <p  nach  Xj  bedeutet.    Eliai 
nirt  man  aus  diese«  drei  Gleielmiigen  die  (irössen 
dF  dF   dF 
dqi'  dip'  ^z' 
so    erhält  mau    die    Differeiitialgleidmng :    i' +  fpa,  ■  fc,  .  Z^^,  ^  ' 
Nun  istr 
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dp,            d*     Öft\ 

Sit;;    '^  gft   93;;/ 

=  o„  +  !>,.  » 

»a  j,  =  «„  +  6„. 

e  Wertlie  ein,  so  «rhUt  m«n : 

«11  4-  6u.  «n  +  hu  «ai  +  631 

«is+f*iä.  aä2+-f'äi.  %ä  +''r/ 

=  0. 

«13   +Öiä,    0(3+   &2S.    "3:!+l>33 

acht  dreireihige  Determinanten 
1  Grössen  a  resp.  Grössen 


Pieae  Determinante   läset    sich  i 

zerlegen,  deren  einzelne  Colonnen  n 

b  gebildet  werden.     Da  nun  naob  VoraussetBung  sämmtliche  ersten 

Unterdeterniinanten  der  Determiiiante 

V  +  ^    9j/i    dj^ 
'^  ~  d.pi    dpi ,  dpi 

gleich  Null  sind,  so  versehwinden  Ton  diesen  aclit  Dotcrmiuiinten 
vier,  aämlicli  diejenigen,  in  welchen  zjpei  oder  mehr  Colonnen  aus 
de»  Grössen  & 


!    «11.    i^l.   «31 

I  «la.  ^32.  <*39 


«11,  asn«äi 

hi„a.n,  «si 

«13,   Oji,   «BS 

+ 

&12,  «ää,  «s* 

«19.   %Ä.   ^M 

''lä.   «SB.    "33 
»11.   «51,   h-, 

+ 

«12.   «S3,    hl 
«IS,   «23.    &3S 

auch  in  den  Gros 


Diese  Gleichung  ist  linear  in   den  Gross 
bpi    dpi  dp3 

letzteren  sind  Functionen  von  2,  Xi,  %,  X^,  pi,  P},  p^.  Ordnet  njan 
nach  den  Differential tiuutienten  von  «,  wobei  au  beachten,  dasa 
dp>^_dpi  . 


erhält  ) 


en  (*u,  hyi,  ,..,  (>3;,,  s 
md  die  Coefficienten  d 


1  Resultat  von  der  Foi 


\+S,  , 


yGoosle 


dp, 

dpi 

dl 
dpi 

flu, 

<h^ 

«SJ. 

(tu- 

U.1V 

%,. 

dq) 

8^ 

H 

Wi 

SjJ. 

dp, 

air 

%, 

Chr 

au 

a^j 

Cil 

dp,, '  opj, 

«ir 

Oa  ,  ,   «H  r 

»l.« 

Oa;.  ,  «./. 

wo  A,  ft,  v  die  drei  Zahlen  1,  2,  3  id  cyklischer  Vertauscliuiij,' 
Dass  dieae  Ooefficienten  M  in  der  That  die  Relation 

-ßi  i?s3  +  i?ä  ^a^  -|-  Jfii  Ria  —  4  B,  B^  Es  —  -Bis  ^n  ^ii  =  ( 
erfüllen,  kann  man  durck  unmittelbare  Ansrechnnng  verifi 
wobei  zu  Ijeacliteu  ist,  dass  nach  Voraussetzung  aämmtliche  i 
_0^  d^dz 
~  dpi  dp.j  dpi 
wird  die  Eechnung  ziemlich  weitläufig. 


3.  Aufgabe. 

(1)  Ist  h  l 


§■  ^41. 
so  hat  man    die  beiden  Zwiächenintegrale: 


•-  p  =  if,l!l  +  ii(l  +  t,} 


WO  Ä|=:(l  — ft)'*^  ist.    ßereciiiiet  man  hieraus  jj  und  q,  setzt  der 
Werthe  in  dz-=pdx  +  (jrf«/  ein  und  niaolit 


'^I' 


q)i  (f)  dt  ^=  (p(t). 


„j, 


ip,,{t)dt^-^(i\ 


so  erhält  man  ala  allgei 

Ist  7ii:=l,  SO  sind  die  beiden  Hülfsgleicliungeu:  dy  ■\-  adx=^Ü  und 
dpdy  ■\-a'^dqdx^=Q,  und  aus  diesen  folgt  das  Zwiachenintegral : 
j)  —  «2  =  91)  ()/ -|- «ai).  Integrii't  man  dieses  nach  der  Lagrnngo'- 
sehen  Methode,  so  findet  man  als  allgemeines  Integral : 
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(2)  Die  Ilülfsgleichungen  siud:  xdy  —  ydx  =  0  iiiid 
X'^ d p d jf -\~  f/'^ d q d X  =  0.    Aus  beiden  folgt: 

-  =  ^    und    ^  di»  +  i/  d  1/  =  0. 

Letztere  fülirt,  mit  de^pdx  ■\-  'id y  comHiiii't,  üu  dem  Zwisclien- 

integral:  x^  -\-  yq  —  ^^fp  (~\  aud  dieses  liefeii,  nach  der  La- 

grange'schen  Methode  integrivt,  das  allgemeine  Integral: 

oder,  was  dasselbe,     z  ^=  y^  {-\  +  q>  i~\ 

(3)  Die  Hülfsgleicliungen  siad:  iX^'J  -^  i^dx  =  Q  und 
a^rf;prf!/ 4"  J'^'^^tf '^^  =  0.  Aus  ihnen  folgt:  —=:A.  Femergiebt 
die  erste,  mit.  d^  :^pdx  4"  ü^'ä/  verbimden,  das  Integral  s  =  B; 
daher  ist  das  Zwischeniategral:  —  ^  <p  (ß).  Aus  diesem  folgt  nach 
der  Lagraiige'sclien  Methode  das  allgemeine  Integral- 

i>i^)  =  p  +  X<p  (e). 

(4)  Allgemeines  Integral :  ^=cp  [xy)  +  x^  (^f^- 

(5)  Ein  Zwischenintegral  ist:  p  -j-  a  (i^  e"^"'"'  rpj  (//-l-  ax). 
Die  Lagrange'schen  Hülfsgleiclumgen  desselhen  sind: 

dx dy ds! 

1    ~    a  '~    ß-ioT:^  q,j  (j,  +  ux) 
Daher:  ^  —  a;c=  C  und  sodann:  de  ^=  t-^"^"  ^ii%ax  ■\- G)  dx. 
Setat  man  /e~''**9)i  («()  (iM  =  9)(M),  so  giebt  die  Integration  dieser 
letzteren   Gleichung:  e  ^  (^'^ tp  {2ax  -\-  C)  ■{-  Ci,  und  somit  ist 
das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

3  =  6''^«-'"^^ ^  (ff  +  ax)  +  il)(p~ux). 
6.  Aufgabe. 

(1)     Die  Gleichung  aur  15estimmiing   von  A  ist: 

ttU'i— 1  =  0,    also   Ai=-,Aa  = 

Man  ei'liält  so  die  beiden  Zwi sehenintegrale : 

«,'/  +  i»  =  q>]  (««  — g)  und  «1/— ^  =  95i(fla:  fa). 
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Nimmt  man  eiaen  besonderen  Fall  des  letzteren,  etwa  ay  —  -p^a, 
so  wird  9i  («  ^  —  (;)  ^  2  M 1/  —  «,  also  omgekehrt : 

oder,  wenn  mmi  /3>(2  «»/ —  ß)d«/=  —  qo  (2  «i;  — «)  setzt: 

Dara  aligemeiae  Integral  erhält  man  hieraus,  weun.  man  ^  =  4'  (w) 
aetzt,  wo  ip  eine  willkü.rliche  Function  bezeichnet,  und  sodann  a  ans 
den  beiden  Gleichungen  ^=:«a;)/  —  «j;-f]f'(«)  4-9(2««/  —  «) 
und  0  =^  —  X  4-  i/''  («)  —  9)'  (2  «)/  —  w)  flliminirt. 

(2)  Setzt  man,  wie  in  der  4.  Aufgabe  8.422,  Xm\-  U==0, 
so  wird  die  Gleichling  axir  Bestimmung  von  m;  m''  —  (p  -^  x)m=:  0, 
also  nii  ^  p  -j-  x,  «!;  ^  0.  Demnach  erhält  man  die  beiden 
Systeme  von  Hülfsgieichungen ; 

2/dx  +  ydp  —  (p-\-  x)äy=:0,  qdy  ■>[- ydq_  =  0 

ydx-\-ydp  =  Q,  tidtj^ydq  —  {p -{-  x)dx=zO. 
Aus  dem  ersten  Systeme   ergiebt   sich  leicht   das  Zwischenintegral 
der  gegebenen  Gleichung:  qy  ^  tp  (- V  Verbindet  man  dieses 

mit  dem  aus  der  ereten  Gleichung  des  zweiten  Systems  sich  er- 
gebenden Integi-ale  p  -\-  x  =  a  (dem  einzigen,  welche  d  eses  Sj  stem 
davbietet)  und  mit  der  Gleichung  dz  =  pdx  -\-  qdy  nd  setzt 
man  die  bei  der  Integration  des  ietzteren  Ausdrucks  eu  i  ftretende 
Constante  gleich  einer  wülkürliohen  Function  t^i  («)  v  c  so  findet 
man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleich  g  d  ch  El 
mination  von  «  aus  den  Gleichungen ; 


r^'  + 


*©  +  *'"' 


?j       \yJ 


+  ^'{a.). 


Dasselbe  Resultat  hätte  man  gefunden,  wenn  man  das  Zwischen- 
' '  nach  der  Charpit'echen  Methode  inte- 


•e-^) 


grirt  hätte,  da  p  -f  j;  =  «  ein  Integi-al  der  Oharpit'schen  Hülfs- 
gleiclmngen  ist. 
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(3)    Pie  beiden  Systeme  von  IliilfsgleicliUDgeii  sind  bier: 
xäx  —  pqAf  —  py^y  ■=  0,     2pydy  —  Xi'^dq  —  xilx  ^^  0 

iqydtj  —  pqdq_  —  pydx  =  0,  pxdx  —  p^qäp  —  tixdy^O. 
Aber  nur  das  erstere  liefert  integrable  Combinationeii ,  und  zwar 
findet  man  Seicht  die  Integrale: 

i'd  —  li  y'  ^^  -^  ""^  i'''-i  —  ^  1^  =^  -^> 

so  dnss  Olli  Zwischenintegi'al  der  gegebenen  Gleicluing  lautet: 

p^q—-^x^  =  <p{pa—2  ■'/ 
Eine    weitere   Integration    des  letzteren    nach    der  Ckarpit'sclien 
Methode   erweist    sich   als  nicht  ausfilhrbar;    dagegen   findet  mau 
partriouläre  Lösungen  der  gegebenen  Gleichnng,  wenn  man  die  Yor- 

hep  erhaltenen  Gleichungen  pq  —  —  y^  =  Ä  und  p-  q^  —  x"^  =^  B 
nach  dieser  Methode  integrirt.     Man  erhalt  so  resp.: 

und 

^  =  ^f  (-ß  +  I  '^'Y^i^  +B^y  +  S,. 

In  §.  271,  S.  403  wird  gezeigt,  wie  man  aus  jedem  solchun  parti- 
üulären  Integi'ale  das  allgemeine  finden  kann. 

7.  Aufgabe. 

(1)  Man  erhält  hier  nur  ein  System  von  Hiilfs gleich un gen, 
nämücli:  päx  —  xdp  ^  0  und  qäy  —  ydq  =  0,  so  dass  das 

Zwischenintegi-al  der  gegebenen  Gleichung  ist:  ^t—  —  1  ^0.  Als 
particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichiing  erhält  man,  wenn 
mau-^  =  2a,  ^  =  21}  setat:  £=  ax^  +  bf  +  c  und  das  all- 
gemeine Integral  findet  man,  wenn  man  c  aus  den  Gleichungen 
is  =^  (p  ic)  x^  +  i>  (c)  )ß  +  c  und  o=.(p'{c)x''+  ip'Xcjy^  +  1 
eliminirt. 

(2)  Man    erhält    nur   ein    System    von    Hülfsgleiohungen, 
nämlioli ; 

pdx-  -f-  pif'd  j)  ■ —  2qd!i^.Vi  und  qdy  -\-  p-'idq  —  2pd,s=--(i. 
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Hieraus  folgen  leicht  die  Integralö:  q^p  —  dx^=a,  p'^q  —  3y^=i, 
so  dasa  das  Zwiscliecintegral  der  gegebenen  Gleicliung  lautet: 

F{g^p  —  dx,pH  —  3p)  =  0. 
Als  particuläres  Integral  der  gegelienen  Gleichung  ergiebt  sich; 

(«  +  »)•=  ("  +  3«)(b  +  3!/), 
und  das  allgelneine  findet  man,  wenn  man  c  aus  den  beiden  Glei- 
chungen   (s  +  c)s  =  [9)(c)  -f  3(k}   [iy(c)  +  3i/]    und   S{si  -\-  c)^ 
=  {<pio)  +  3x]^'{c)+\ii![c)  +  3tf]ip'ic)  eliminirt. 

(3)    Man  erhält  nur  das  eine  System  von  Hillfsgleichungen : 
(1   +  p'-  +  q'')-'/-'äp  +  pqdy  +  (!-!-  p'^^dx  =  0 

(1   +  j/.  +  q3)-V^dq  +  pßdx  +  (l   +  a*)  dy  =  0. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  einmal  dp,  das  andere  Mal  dx  eliminirt 
und  die  entstehenden  Gleichungen  integrirt: 

("=-<•)  (!+!>' +  !!■)''■ +  J)  =  0,  (!/-S)(I+li'  +  S')'*  +  9=0- 
Destimmt  man  hieraus  die  Werthe  von  p  und  q,  setzt  dieselben  in 
d^^pda;  -\-  (idp  ein  und  integrirt,  so  erbält  man  das  particAiliire 
Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

(^-ay-\-(V-b)^+{z-c)^=  1, 
und  das  allgemeine  findet  man,  indem  man  c  aus  den  l>eideii  Glei- 

und 

1^-  -j^Wl-p'W  -f  |/;-J^(c))t'(c)  +^-.^0 

8  AiUfeabe  Durch  Auflösung  dei  Gleii,hang  (p(x,y,3,a,b,c)^=() 
nioh  s  eibilte  man  s^^9'(x,p,a,J),c),  wo  b  ußd  ß  als  Fimctionea' 
Yon  n  aus  den  Gleichungen  ifi  ((S,  (i,  c)  =;  0  und  x{a,  b,  t)  =  0  zu 
beatimnien  sind  Um  die  Enyeloppe  an.  erhalten,  hat  man  a  nicht 
mehr  ^Is  eine  Constante,  sondern  als  eine  Functiou  von  x,  ■'/,  »  au 
betiiLbten   welche  mittelst  der  Gleichung 

rta  '^  db  da        de  da  ~^ 
au  bestimmen   ist.    Es   gelten   dabei-   auch   für   die  Euveluppe   die 

gen   nochmals  nacli  X  und  y  und  setzt  der  Abkiirz 
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8081^     "BiBit"     '8o8« 

8-a    ^_^,^   8-'a   ^jy    8'»  ^p, 

erhält  man  die  Gleiclmiigeii : 

ox^  ex  6x  ox 

_    8>»     ,     .,80  ,    „86    ,  „,8c 

-8^  +  "'r^  +  *  8^  +  "  ei- 

Öjä  9,,  (,j/  gj, 


i  folgt: 


~{AB'  —  A'B)(^  5 5-5-1 

\dpox      cxoijj 

+  (£C'-I>'0(|-'^-|58«) 

'   ^  Vo»/  ex      ex  dyj 

Die  zweiten  Factoren  der  drei  Grlieder  auf  der  vecliteii  Seite  dieser 
Gleicliiiug  verschwinden  aber  nach  §.  10,  da  &  und  c  blosse  Func- 
tionen von  rt  sind.      Somit  ergiebt  sich: 

d^  '■     ^  dx'^dj,^  +  ~dxi  '      ^'■*     '  ^  ~  Bä^  d?/^     \dxdi,)  ' 

Diese  Gleichung  ist  aber  von  der  Forin : 

Er  +  Ss  +  Tt  +-  U{rt  ~  s^)  =  F 
und  ilire  Coefficiwtcn  genügen,  wie  man  sieht,  der  Bedingung 
S-'  —  ^{RT-V  UV)  =  0, 
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■.  242. 


1.  Aufgabe.  Durch  die  Substitutionen  Z=^ p(e  -\-  qy  —  e, 
X=^  p,  Y  =  ([,  X  =  P,  y  ^=  Q  geht  die  Gleichung  q^r  ' —  2pq_8 
-\-  p^t  =  0  über  in;  Z^B  +  2  XT S  +  7»  T  =  0,  deren  allge- 
meines Integral  nach  Nr.  2  der  3.  Aiifgabe  in  g.  241  lautet: 

Hieraus  ergieht  sich,  wsnu    inaii  nach  X  und  Y  difforentiirt  und 
für  X,  r,  Z,  P,  Q  ihre  Werthe  reetituirt; 

px  +  qj)  ^^=pi,Q^  +   <P  (1) 
Aus  der  ersten  und  Kweiteu  von  diesen  Gleichungen  folgt: 
px  +  qy  =pt  (^|Y 

daher  mit  Rücksicht  auf  die  dritte:  <p  (— j  =  —  s,    oder  umge- 
kehrt:   ^  =  0  («).      Setzt   man    diesen   Werth   in    die   Gleichung 


-*{f)' 


ind  macht  li-  |*(3)j  =  'P(e\  so  folgt  ds 

■slntegralTony^r  — 2i>gs  +  ^^(  =  0:  x  +  yO(£r)  =  ^P(_e). 
Dasselbe  stimmt,  wie  man  leicht  erkennt,  mit  dem  ia  Nr.  3  der 
3,  Aufgabe  des  §.  241  ilberein. 

2.  Aufgabe. 

(!)     Die  trunsforrairte  Gleichung  ist; 

PQS+  Z{RT  —  S»)  =  0. 
Die  beiden  Systeme  von  Hülfsgleiohungan  hierfür  sind:   dP  =  0, 
ZdQ  —  PQdX=0  un&  dQ  =  0,  ZdP  —  PQdr=0.     Ver- 
bindet man  mit  jedem  derselben  die  Gleichung : 
dZ—  PdX—  QdY^  0. 
so  erhält  man  leicht  dio  beiden  Zwischen  integrale : 

Nimmt  man  die  apecieilen  Falle :  Z=  Q  (Y  +  ß).  Z  =  P  iX  ^  «), 


y  Google 


68fi  ADhftng. 

so  findet,  man  ein  particulävns!  Integral  dov  triiusfnvmirten  Gleichung 
in  der  Foi-m:  y  Z^  {X  + k)  (Y  +  ß)  und  hieraus  leicht  ein  parti- 
culäres  Integral  der  gegebenen  Gleichung  in  der  Form:  s  =^  J'a;^ 
—  OiX-  —  ßy,  woraus  maa  dann  nach  §.  271  auch  das  allgemeine 
Integral  erhalten  kann.  —  Man  kann  aher  auch  jedes  der  beiden 
Zwischenintegrale  nach  der  Cbarpit' sehen  Methode  integriren. 
Nehmen  wir  Z  =  Q[T+  ®(P)],  so  giebt  eine  der  Charpifschen 
Hülfsgleichungen  dQ^O,  also  Q  ~  a,  daher :  a<P(P)  =  Z^aT 

oder  umgekehrt:  P  ^  ipi  ( —  j-     Setzt  man  die  Werthe  von 

Q  und  P  m  d  Z  =  Pd  X  +   QdY  ein  und  int«grirt,  so  folgt: 
^        ,  r^d  (Z—a  Y)  ,  ^        ^  /Z—aY\ 


_     rd(Z-aY) 

-    /        yz-aYV    "'' 


Das  aligemeine  Integral  crgicbt    aich ,  wenn   mun  b  ^  i;  (a)  sotat 
und  a  ans  den  beiden  Gleichungen  X  —  ifi  (a)  =  Ci  95  ( \ 

,          , , ,  ,              fZ—aY\       Z     ,  /Z  —  «  r\    ,,    .   _    „. 
und  —  ip  {(*>  =  9>  1  ~ ) '  'P  \ )  elimmirt.  Hier- 
nach findet  man  dae  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung 
in  der  einfachen  Form:  z  =  x^iy)  -\-  p  W(x). 

(2)  Um  diese  Gleichung  zu  integriren ,  betrachte  man  ^ 
als  die  abhängige,  x  und  e  dagegen  als  die  unabhängigen  Ver- 
änderlichen.    Es  gelten  dann  die  Trans  form  ationsform  ein : 

dy  1     dy  2)    d''y t        d^y    j)(  — gs 

Ö^  __  _  q-^r-~2pgs  +  p''t, 
dx'^  ä* 

wo  p,  q,  r,  s,  t  dieselben  Bedentnngen  haben  wie  früher.    Hierdurch 

geht  die  gegebene  Gleichung  in  die  folgende  über; 

welche  der  Form  nach  identisch    ist  mit  der  Gleichung  in    Nr.  1 . 
Ihr  allgemeines  Integi-al  ist  daher:  y^^x^{e)  -j-  zW{x). 

(3)  Die  transformirte  Gleichung  lautet :  X^  T  —  2  X  Y  S 
+  Y^E,  =  XP  -\-  Y Q.  Die  Hülfegleichungen  derselben  ergeben 
nur  eine  intograhle  Combination,  deren  Integral  X'^  -|~  -^^  =  **  ist. 
Man  führe  daher  an  Stelle  Ton  X  und  Y  die  neuen   unabhängigen 
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Veränderliche a  u  und  P  ein  mittelst  der  Gleiuliimgeü  X^  +  Y^^u 
2XY  — -  v;   diidurch  nimmt  die  tvansforinirte  Gleichung   die  nach 

§.  228  int^egrirbare  Form  an  :  {m^ 

meines  Integral  ist:   Z  ^  if  {«)  +  tp  (ti)  arc  sin  —  ■     Demnach  ist 

dfts  allgemeine  Integral  der  trunafurniirtea  Gleichung : 

Z  =  9>  (2"  +   !■■)  +  *  (X'  +  r')  an  sin  J^^- 

Hieraus  findet  man  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung, 
wenn  man  p  und  g  aus  den  drei  Gleichungen 

P^  ~h  gy  —  «  =  'iP(i'*  -|-  9^)  -|-  'f'  (p^  -\-  q'^  arc  sin 
x  —  2p(p'{p''+q'')--—^~<Pip'^+q-')  +  2pjl>'{p-^+0arcsw.-^^^^. 


(4)     Die  transformirte  Gleichung  lautet : 

i\  +  XY  +  x^)B  —  (x^  —  r^) s  —  (1  +  X r+  rä) r  =  0.    . 

In  diese  führe  man  an  Stelle  Ton  XundT  die  neuen  unabhängigen 
VeränderlicheH  m  und  v  ein  mittelst  der  Gleichungen:  X-)-  Y^^M, 
X —  Y  ^  V,  wodurch  dieselbe  übergebt  in  die  leicht  integrirbare 

Gleichung:  uv  -^  +  («^  +  2)  ^— ^  =  0.  Das  allgemeine  Inte- 
gral dieser  Gleichung  lautet : 

z^cp  00  +  Vn-^  +  2  »p  [-  ^~  ;, 

daher  das  der  ersten  transformirten  Gleichung : 


Z=ipiX+Y)  +  V(X+Yy  +  2^{J^^^^J^)- 

Hieraus  findet  man  das  allgemeine  Integral  der  gegelioneii  Gleicliu 
wenn  man  jp  und  g  aus  den  drei  Gleichungen 


p^^ciy-^^ip{p  +  q)  +  V(p  +  2)^  +  2   if- {^^^-~)- 
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;;  =  <?'(?+ !;)  + 


„i+jig  +  g'  .Mp  +  gy  +  aX 


l/(p  +  s).+  2 


/V(y  +  8>'+2\ 


,  „i+fa+j'',,,Mp  +  'J)'  +  ''\ 


§.  246. 
1.  Aufgabe.     Durch  die  Substitution  ^  =^  gj  (|,  ij)  m  golit   die 

'   epXö^^n        ög        01?       ^y       9 

BilJet  iiiiin  nun  aus  den  Coefficienteu  dieser  Gleichung  die  den 
Ausdrücken  LM  —  N  -\-  t: —  und  LM  —  N  4-  ■x-r  entsprechen- 
den  Functionen,  so  findet  man  genau  diese  Ausdrüclce  wieder.  Die- 
selben sind  also  für  alle   Substitutionen  dieser  Art  absolute  luva- 


a.  Aufgabe.     E,s  ist  i 

7f,+,  =  2f..ti  - 

-  A'  +  l 

iB-,+1 

ii  • 

7,.+i   =  iV,.+,  - 
Ks  ist  aller  ferner: 

-  A+i 

Ä,ii 

dM,.„ 
8, 

Ar      Otj 

*,,.  =  7,«, +  /f„-i-7fT^(|;). 

1  diese  Wertho  in  die  vorstehenden  Ausdrücke  e 
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Ist  eine  der  Grössen  K  gleich  Null,  so  führt  die  Laplace'sche 
Methode  zum  endlichen  Integral  der  Gleichnng.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  muss  man  Yersuehen,  ob  die  Methode  vielleicht  anwendbar 
wird,  wenn  man  die  Rollen  von  |  und  Jj  vertauscht.  Bezeichnet 
man  die  (iahei  anfti-etenden  Functionen  mit  ft,.  und  %.,  nämlich 

V  =  W,-    -  UM,.   --^,       %.^Nr-   UMr    -   ^^, 


Dieser  Fall  tritt  hei  dem  angeführten  Beispiele  S  +  Siyp  ^  2j/s 
ein.  "Während  hier  die  Reihe  derX  lautet:  JCi  =  —  3  «/,  Äi  =  — 4i/, 
Ä^,  =:  —  5  3/,  .  - .,  ist  die  Reihe  der  i;  i^-^  —  2y,  J-j  =^  —  y,  %  ^=  0. 
Man  gelangt  also  nach  zwei  Transformationen  au  einer  integrahlcn 
Gleichung.     Die  traiisformii-ten  Gleichungen  sind: 


B^-^'^ö^^'"''^ '^    öFg;,  +  ^^8^-°' 


s^  —  xs,A ^-    und    «i^^a;«, -1 —  — — 

ist.     Als  Integral  der  Gleichung  für  ^^  findet  man: 

Hieraus  findet  man  nach  einander  für  üj  und  .s: 


y^  r  ^ 
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2.   Aufgabe. 

(1)  Eä  folgt:  q  =  ±  up  —  I  ^^  +■  C.  Eine  der  Char- 
pit'sclien  Half  Sgl  oic;hungen  giobt:  p  ^ttt  o),  wo  CJ  eine  Cunstantc  ist, 
iUso  q=^  -^aco  —  —  (o2   -|-    C,  somit 

^  =  ü,^  +   (+  «<o  -i  «^  +  c)  2/  +   C,. 

(2)  Die  Gleichung  zur  Bestimrming  von  g  ist: 

Diff'ereatiirt  man  dieselbe  nochmals  nach  p,  ao  wird  dieselbo  inte- 


1  und  liefert:  g  ^  ap  -f  V —  1  —  a''.     Somit  wird  : 
^  =  q=  («  +  «?)  +  ;;V-1  — «2. 

S-  2 SO. 
2.  Aufgabe. 
j_  1  iF(^  +  at)  +  F(^  -  at)\  +  ^  |/(^  +  ut)  -f(x  -  at)\. 

8.  Aufgabe. 

(1)    Das  particuläre  Integral  findet  man  wie  folgt.    Es  ist: 
cos mxcosnif^^ M  ■    y' nVi c "" "°  cos K J/ 


1  1 

^  cos  M  J/  :=  i?WS  m  X  ■  YJ^ ^  fOS  )i  )/ 


Somit  ist  dus  alägemeine  Integral  ,■ 


cosmx  cvsny 


.'  +  « 
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(Ü)     Biis  pariiculäre  Integriil  ist : 

7)ä  -I-  a  DV  +  2D'^      ^  D'i+3  DD'  +  2  i)'^  -^        Z>ä 

2Z>'3  ^  ~  IT  "^  12' 
Demnach  ist  das  allgemeine  Integral : 

(3)  Führt  man  an  Stelle  von  y  die  neue  Veränderliche  u 
ein  mittelst  der  Gleichung  y  -\-  ax  =^  %,   so  erhält  man  die  Glei- 

cliung:  |^=^/(«),daher:^  =  ia:V(«)  +  a^'P(M)  +  fW     Dem- 
nach ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

(4)  s  =  ,p  {a;  +  j/)  +  -^  (^  +  ra  2/)  +  X  (^  -I-  ö5'  2/)  +  /"^ 


4.5.7.8.9' 


e  complexe,  cuhischc  Wurzel  der  Einheit  ist. 


(5)  Um  den  dem  Gliede  %(x  +  hy)  entsprechenden  Theil 
dea  particulären  Integrals  zu  erhalten,  führe  man  für  x  und  y  die 
neuen  Veränderlichen  |  und  "q  ein  mittelst  der  Gleichungen : 

dann  geht  die  diesem  Theile  entsprechende  Gleichung  über  in: 
d^e  _  1  . 

■bp  ~"  (1  —  aiy  ^^^'' 

Somit  ist  dieser  TheÜ  gleich        __  fj  %  (|)  dp  und   das  ^i!l- 

gemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichuag  kutct: 

wo  iiaoh  der  lutograticm  füv  ^  wieder  a:  +  '>''  z«  setzen  ist. 

(0)    «  =  i/(.r  +  !()+/,  (r+-!/) +?  +  ?»■  (»  +  !/)• 
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5.   Aufgabe. 

(1)  Pin-  dio  Complomeiit^lrfniiction  lirliiUt  mfin: 

(D  —  Dl)  (J)   -H   /),    4-   A)  M  ^  0, 

wo  D.  Du   Th   riiri.  zur  AbkflrEung  föi*    ^-— ,    — ,    ;-—   gesetzt    ist. 

dx     cy    d^   "^ 

Die  Complementärfunotion  ist  demiificli :  ¥"  (^  +  ^)+ V'C?'  —  ^.^ — ^)- 
Für  daa  piirtieulüre  Integral  lint  man: 

_  l _  I    /,  _  A       AA\ 

"  "  "  (D  —  7Ji)  (Z)  +  /*,  -I-  /A,}  "^^^  ~  JJ^  \  D  ''"     D-'    /  ^  ■-'  ^ 

*'         6  ^  y^^        24       ^  "^    120  ^  ■ 
Das  vüllstäiidige  Intogi-aZ  der  gegebenen  Gleichung  ist  somit: 
u^cp{y  +  x')  +  ^in  —  x,  z~x)-\'  -x'ye  —  -^x^y  ^  j^x\ 

(2)  Es  ist : 

demnach 

M  =  q^  («  -  X)  +  ü.  (2,  +  2y)  +  z  («  -f  ;^,y). 

§.  252. 

Aufgabe.  Ist  <&(D,D')  =  (7)' —  aZ)  — /S)'-+i  ■  3^ (Z),i)'),  so 
dasB  h  ^  Kh  -\-  ß  eine  (r  +  1)- fache  Wurzel  der  Gleichung 
^  (ft,  ^)  znr  0  ist,  so  ist  der  dem  ersten  Factor  entsprechende  Theil 
der  Complementärfunotion  gleich 


und  daher  nnch  §.  44  gleich 

e^y  \e"y^  [?.„  (x)  +  ^/.^i  (x)  +  . . .  +  r  flD,,  ix)]] 
A.  i. 


yGoosle 


(1)  ü  =  Fix,,)  +  .,/(!)  +  t,jU,ix. 

(2)  .=!.'(«<,)  +  /(!). 
3.  Aufgabe. 

(2)     Die  Coniplümyntiii'iuuctiua  ist  j:  ij)l  —  j  -f^  ^  (  -  j.     Um 
5  particulärp  Integral  au  finden,  sei  allgemein  : 


Beaeichnet  dann  /  (i^i ,  j:~i,  ....  X^  «ine  homogene  Function  /t-teu 
Grades  der  n  Verändeiliclien  Xi,x^,...,  x,,,  so  ist  nach  dem  Euler'- 
schen   Satzo   von  den  homogenen  Functionen:  Jtf  =  A/,    daliM' 

-fz=jf;  ferner,  wenn  ce  eine  Constante  bedeutet:   {n  —  a)  f  i= 

{X  —  K)f,  also:  — ^  /=  Y^f-     Hiei-aus.  folgt  aDgemeiu  dev 

Satz:  Ist  ö  (n:)  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  jt 
mit  constantea  Coefficienten  und  /fe,  %,  . . .,  Xn)  sine  homogene 
Function  A-ten   Grades  der  n  Veränderlichen  Xi,  x-i,  ...,  x„,  so  ist 

.:_    ^ ,= ^  ,_^    J_ 

Multiplication  von  /  mit  G  (^)  i'osp.  Division  von  /  dnroli  ü  (^).  — 
In  unserem  Beispiele  ist 

"  = '  "^  + "  ^'  ■''  '■'•  ">  =  <="' + ''*'• 

also  ^  =^-  n,  lind  Gf  (ir)  ^  jr  (jr  —  1).     Demnacli  ist  das  pai'tiuuläre 

>■ + <j'4 
.(..-1)' 

gugcheneii  Gloiclumg  : 
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(3)    Setat  Ulan  x  =  eß,  y  =  e^  «  =  e? 
erhält,  man  ; 


^n  es  " 


'(D  +  B, +!>.)•  +  •" 


D  +  D,  +  B,  +  I« 


'2«ir       B  +  Dj+D,  B-l-Bi  +  Ba     I 

Macht  man  noch 

SO  erhält,  man  für  u  den  Ausdruck : 

4.  Aufgabe.     SetKt  man  (1  —  ic'^)  -^ Y  {\ —xy)-^  =  n, 

Bu  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an:  -ni^xi)  -]-  Ji^w  =  0  oder 
(ji*  +  m^)  M  =  0.  Man  führe  nun  statt  x  und  j/  zwei  neue  Ver- 
änderliche I  und  ij  ein,  so  dass  die  Operation  mit  je  gleichbedeutend 
wird  mit  der  Differentiation  nach  nur  einer  dieser  neuen  Veränder- 
lichen, dass  also  (1  —  yß)  -^ 1-  (1  —  Kä/)  -;r—  ^=  -^-r  ist.  Dies  ist 

der  Fall,  wenn  man  für  %  und  Jj  die  beiden  Integrale  des  Systems 

—  ■■  -  =  - — ^—  —  dg,  also  I  =  iog  \/  -— ' —  und  tj  =  -,/, 

1  —  x^        X  —  xi)  ^         '^  V   l—x  '        Vl  —  te- 

nimmt.      Dadurch    geht  die   Gleichung  (je'  -|-  n^)  m  :=  0  über  in : 

(  Ttä   "^    "' )  *'  ^  '*'  ^"^'^  ^^^  Integra!  dieser  ist : 
q>(-rj)C()Sn^   -f-  %■  (fj) sin n ^. 
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Somit  wird  das  Integral  der  gegebenen?Gleichung  dargestellt  dnvch: 

..=.(^^)»(..,,Vi|) 

5.  Aufgabe. 

+  ■='"-'♦<»  +  »*  (^  =  Ä'^'  =  irJ 

(2)    Als  Complementärfunütion  findet  man  leicht : 

Der  dem  Gliede  cos{mx  -\-  '"'V)  entsprechende  Th eil  des  pailiouliiren 
Integrals  ist  g'leich 


1  =  91  - 


_  mncoajmx^ny)  ■\-  (w' —  it^)  siw ()» ic  +  « y)  x__ 
—  m^w« +  (»»=  — «2)2  n 

Endlich  ist  der  Theil  des  partioulären  Integrals,  welclier  dem.  Gliede 
cos  {hx-\-ly)  entspricht : 


i{kn  —  l'm){mn-{-ilim  —  iln) 

Mnsm{kx  -\-  ly)  —  (mh  —  n't)cos{kx  +  ly) 

~  {nh  —  ml)  [m2«ä  _|_  (fc„,  —  InY] 

Die  Summe  dieser  drei  Theile  bildet  daa  vollständige  fntegriil. 

8.  Aufgabe.         Nach    dem    allgemeiaen    Satze    in  Nr.  2   der 
3.  Aufgitbe  ist  das  particuläre  Integral  dieser  Gleichung:  «  ^  77^' 
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Auch  die  Coioplenieiitäitun(,tion  ist  leicht  zu  finden  Bezeichnet 
nämlich  Sa  eine  homogene  Fanctioii  a-ten  Giades  dei  m  Veiandei- 
lichen  Xi,  x„  ,  3,»^,  so  ist  {%  —  a)  ?,  =^  fi  Zerlegt  unn  ^!=o 
/(ic)  in  seine  einfachen  Factoren,  so  dass 

/(re)  =  (K  —  «i)  (31  —  «ä)  . . .  (re  —  «,) 

ist,  wo  A  den  Grad  der  Function/  augiebt,  so  wli-cl  der  Gleichung 
/(re)  ^  :^  0  genügt  durch  alle  Werthe,  welche  den  Gleichungen 
(K  — «,)  s  =  0 (n  — k;.)0  =  O  f 


z=  ^a,  +  5„,  +  ■■■  +  ^.^. 

Eine  Modilication  tritt  ein,  wenn  %  eine  (/  -f"  l)-fache  "Wurzel  der 
Gleichung /(te)  =0  ist.  Um  dann  den  dieser  Wurzel  entsprechen- 
den Theil  der  Oomplementärfunction  aubestimmea,  denke  man  sich 

für  den  Augenblick  Xi  =  ^'  und  ^  =  J>;  {J  =  1,  2,  . . . ,  m)  ge- 
setzt; dann  ist  derselbe  gleich  deiQ  Werthe  Ton 
1 


also  nach  §,  33  gleich 

WO  die  Au  -dj,  .  .  .,  Ar  als  Functionen  von  l^,  Sa,  -  .  .,  |,„  zu  be- 
trachten sind.     Dieser  Ausdruck  ist  aber  gleich; 

,■..'.[«,  {l,-i„  £,-!„. ..,S.-f,)  +  «,  (8,-1,,..., S,.-S,)S,  +  .. • 
+  '!'■■+.  (l.-{i 1..-««. 

oder,  wenn  man  mit  Söd  ^i,,  --.,  s«,    homogene   Functionen   «i-teu 
Grades  der  m  Veränderlichen  X|,  x^,  ...,  x,a  bezeichnet,  gleich 

2„.  +  AB,  logxi-^ h  stl  {log  Xi)'\ 

und  dies  ist,  im  Falle  a,  eine  {r -\-  l)-fache  Wurzel  von/(3r)=^0 
ist,  der  dieser  Wurzel  entsprechende  Theil  der  Complementärfunction. 


Aufgabe.    Man  denke  sich  u  in  die  Summe  zweier  Functionen 
Ml  -|-  *(3  von  der  Beschaffenheit  zerlegt,  dass  sie  beide  der  Diffe- 


intialgleicliung  genügen  und  dass  %  =f{x)  und  - 
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dagegen  ji^  =  0  und  -rr-  ^  -FW  für  f  =  0  sei.     Wie  leiclit  er- 

BichÖicli,  sind  die  Ausdrücke  cos«  {x  —  A  -|-  «0  +  cosa  (x  —  i.  —  af) 
und  mna{x  —  l  -\-  at)  —  s8M«(a;  —  A  —  at),  wo  «  und  l  beUeViige 
Constanten  bedeuten,  particuläre  Lösungen  der  gegebenen  Gleioliung. 
Die  erste  benutzen  wir,  um  «i,  die  zweite,  um  %  zu  bilden,  da 
dadui'cb  bereits  je  eine  der  beiden  diesen  Functionen  aufei-legten 
Bedingungen  erfüllt  ist,  Mwltipliciren  wir  den  ersten  Ausdruck 
mit  p{i.)äf-,  integriren  nacb  A  von  — t»  bis  4- co  ,  multipliciren 
sodann  mit  dix  unä  integriren  nach  «  zwiscben  0  und  on,  so  ist 
der  entstehende  Ausdruck,  den  wir  gleteh  mj  setzen,  nocb  immer 
eine  particulSre  Lösung,  und  mau  erhält: 

Für  (  ::=  0  folgt  liiürauK : 

und  dies  ist  nacb  dem  Pourier'acbeu  Theorem  gleich  2  M  0  (iC). 
Atidererseits  soll  aber  Mj   =/(^)  sein  für  t  ^  0,  demnach: 


Analog  Yerfahren  wir,  um  u-i  au  finden.    Wir  bilden  mit  Hülfe  der 
zweiten  particulären  Lösung  den  Ausdruck; 

M,  =  ^J^^J    [shiK  (X-1  +  at)  -  sina(x-X-at)]  F  (l)  dL 

Derselbe  genügt  der  Bedingung,  daas  ■—  =  F{x)    sei   für  t  =  0. 
Um  ihn  au  vereinfachen,  kehren  wir  die  Reihenfolge  der  Integratio- 
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Aullösiingeu  der  Aufgaben. 

sin  «  (m  —  f.  -\-  at) 


^P 


Äua  den  bekannten  Werthen  der  in  der  Klammer  befindlichen  Inte- 
grale {Dirichlet's  diacontiniiirlicher  Factor)  ergiebt  sich,  dass  der 
Ausdruck  in  der  Parenthese  gleich  re  ist,  wenn  A  in  dem  Intervall 
X  —  at  bis  X  -\-  at  sich  bewegt,  dass  er  aber  verachwindet,  wenn  A 
ausserhalb  dieses  Intervalles  Hegt.     Daher  ist: 


«,  =  ^  r  F{X)dl. 


üemiiacli  schliesslich: 


«=  \  [fix  +  at)  +f(^-iit)]  ^  ^J  F(k)  dl. 

(Rieniann,  Part.  Dift'erentiidgl.  S.   113.) 


§.  259. 

1,  Aufgabe,  Man  denke  sich  wiedei  «  als  Summe  zweier 
Functionen  ii\  und  JSj  von  oolebei  Beschaffenheit,  dass  beide  der 
Differentialgleichung  genügen  und  dass  Ui  =  f{v)  sei  für  (  ^  Ü 
und  gleich  0  für  a;  =  0,  dagegen  «.^  =  0  für  (  =  0  und  gleich 
ip(t)  für  a;  =  0     Eine  paiticnläre  Losung  der  Gleichung 

dt  ~  "  dx^' 

welche  der  Bedingung,  gleict  Null  au  sein  für  x  ^=  0,  genügt,  ist 
g—'^f'i  sinccx,  wo  «  eine  Constante  ist.  Multipiicirt  man  mit 
);{«)(!«,  integrirt  zwischen  0  und  co  und  setzt 


so  genügt  !(i  der  Differentialgleichung  und  ist  gluicliNnll  füi 
Für  ;  —  0  ist 


«,=/./««. 
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Ändei'ei'seits  soll 


Mj=/(ä!)  =  —    /  sinaxäd  I  f(lC)sinaXdX 
(nauh  Foiiriür's  Theorem)  für  f  =  0  sein;  somit  ist 
Z(«)  =  l   um  skia),  dl, 


''^  =  1/^^'^*'*^/''"' 


''^^^d^J' 


/W   ' 


Ferner  ist  g-n^'^C— ^)  cosux  ein  particaläres  Integral  der  gegebe- 
nen Differentialgleichung.  Setzt  man  voraue,  dass  (  —  J.  positiv 
sein  solle,  multiplicirt  Bodann  mit  da  und  integrirt  zwischen  den 
Grenzen  0  uud  co,  so  genügt  auch  das  Integral 


dessen  Wertli  unter  der  über  (  —  l  gemachten  Vorausaetaung  gleich 

ist,  der  gegebenen  üifferentjalgleichiüig.  Uasaelbe  ist  der  Fall  mit 
der  Ableitung  dieses  Ausdrucks  nach  x.     Es  ist  somit 

em  pirticulares  Integr<il  lei  Gleichuna  unl  awni  getagt  die&e« 
auch  der  Bedingung  füi  (  =  0  zu  veiscl  winden  di,  alsdann  lueh 
A  ^  0  sein  mus«  Eine  '««mme  von  Ausdrucken  diesei  Ai-t  für 
verschiedene  Werthe  von  X  multiph  irt  le  noch  mit  emu  wilikui 
liehen  runction  von  A  wild  dahei  ebeafdlh  der  Ihfferentialglei  Jiung 
genügen  und  f dl  f  =  0  veiachwmdea  voiausgesetzt  daas  die  Werthe 
von  /l  sammtlith  klemei  als  l  sind  MultipliPirt  man  dabei  mit 
ii){}.)dX  und  mteiTiirt  awiii-hen  leu  Uienzen  0  lul  t  wodurch 
j  ne  Bei  ngui         le     A  eif  11t  w  i  1  teilt    l       ■iu   1  i   k 
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eine  Lösung  der  Differeutiiilgleieliimg  dai',  welche  für  i  =  0  i 
Boliwiudet.  Um  zu  sehen,  was  hieraus  für  a;  =  0  wird,  führe  e 
flu-  l  die  neue  Veränderliche  (t  ein  durch  die  Gleichung 


=1^  /*('-ll7i)'^"'"'' 


daher  U-^  —  ^— ^  (/■  (0  für  a;  =  0.  Nun  sollte  aber  ((.,  =  tf>  {')  sein 
für  x  =  0,   mithin  i^t;  i/((0^-=^  g>  (0  und  daher: 

Die  Sumine  der  beiden  Ausdrücke  tii  und  Mj  stellt  eine  Function  u 
dar,  welche  der  Differentialgleichung  und  der  Bedingung,  gleich 
f(x)  für  (  =  0  und  gleich  cp  (f)  für  a;  =  0  zu  sein,  genügt. 

2.  Aufgabe.      Man  findet  leicht  die  particulären  Integrale : 
<3os  («2  + /32)  b  (  cos  « (a;  -  A)  cos  ^  (y  —  fi) 

sjw  («-^  + /5')  6  f  cos  «  (a:  -  A)  cos /5  (i/ -  ft), 
wo  «,  ß,  l,  fi  willkürliche  Gonstanten  sind.     Multipücirt  man  da« 
erste    mit  /(i,  ii)dld(idaciß  und  integrirt  man  nach  «  und  ß 
zwischen  den  Grrenzen  —  <x>  und  -|-  co ,  nach  A  und  ft  aher  zwischen 
beliebigen  constaiiten  Grenzen,  so  stellt  auch  der  Ausdruck 

ein  Integral  der  Gleichung  dar.  Zerlegt  man  dann  COS  («^  +  ß'^)ht 
in  cosia^ht)  cos{ß'^bt)~  sin(oc^bt)  sin  (ß'^bi),  so  hat  man  ziir  Be- 
rechnung der  Integrale  nach  «  und  ß  die  Formeln: 


/     cos{a'^bt)cosKiie  —  ^)da:=(—\    l  cos  - 


ibt 
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Pühi-t  inM  diese  "Werthe  ein  und  setzt  noch  l  =■  x  -\-  2u{hi)\ 
(i  =  j/  +  2ji(()i)'/a,  80  erhalt  man: 

w:^  Aitfff{x-\-  2u(pty'^,  i/+  2vibty^}mi(u^  +  v^)dudv. 

Eine  ganz  analoge  Rechnung  fflirt  bei  Anwendung  des  zweiten 
oben  aagefiihrten  particuläreu  Integrals  z«  dem  zweiten  Theile  von  n. 

3,  Aufgabe.  Man  denke  sich  auch  hier  u  als  Summe  zweier 
Functionen  tti  und  tUj  von  der  Beschaffenheit ,  dass  sie  beide  der 
Differentialgleichung  genügen  und 

dagegen 

».=0,  !?=./(.,„,.) 

für  t  ^  0  sei.    Particuläre  Integrale  der  gegebenen  Gleichung  sind : 

wo  x  =  {wä  ^  j32^  j.ay/5  y„(j  (4^  ß^  y^  i^  jt^  f,  beliebige  Constanten 
sind.  Das  erste  benutzen  wir  zur  Bildung  YOn  «i,  das  zweite  zur 
Bildung  von  %,  da  damit  bereits  je  einer  der  für  «i  und  Ui  auf- 
gestellten Bedingungen  genügt  wird.    Multiplieirt  man  das  erst-e  mit 

l  (1,  [i,  v)  da  dß  dy  d!.  dji  d  v. 


■—  a){X,  fi,  v)  da  dß  dy  dl  d^  dv 

und  integrirt  naeb  allen  sechs  Veränderlichen  zwischen  den  Gren- 
zen — «  und  +  CO ,  so  sind  die  entstehenden  Ausdrücke  ebenfalls 
Lösungen  der  gegebenen  Gleichung  und  erfüllen  je  eine  der  obigen 
Bedingungen.    Man  setze  daher : 

da  dß  ä-y  dl  d(i  dv 
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da  dß  dy  dl  dfi  dv, 
lind  bemerke,  dass  m^  aas  -ii-j  hervorgeht,  wenn  man  darin  %  für  ra 
schreibt  und  nach  (  differentiirt.     la  der  That  ihuss,   wenn  u  ein 

particuläres   Integral  unserer  Gleichung  ist,.  (Mch  -^  ein  solches 

sein.  Wir  brauchen  daher  nur  u-i  weiter  au  behandeln.  Wir  den- 
ken uas  tt,  ß,  y  aia  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes,  führen 
an  deren  Stelle  durch  die.  Gleichungen  w^pcosÖ',  ß  =  $sin^cos<p, 
y  =^  Q  sin&  sin<p  Pola  reo  ordinalen  ein  und  setzen  zur  Abkürzung: 
q{x  —  X)  =  1    q  [y—  fi)  =  j»,    p  (a  —  V)  =  w 


■■{Icos^  -\-msm& 
Dann  wird : 

dv. 


I   d(p  I  CO 

!(3=  -  I  ^sin{aQf)dQfffla{l,  (t.  v)  dl  dfi  dv 

Um  I  zu  berechnen,  setze  man : 

1  =  q'  cos9^,  m  =  ^'  sin &■' cos  tp',  « ^=  41'  sin &'  sin tp' 

cos  B  7=  cosQ'cos^' -\~  sin&sin&' cos{q>  —  <p'), 
wo  f  den  Winkel  zwischen  den  durch  ö",  (p  und  ■9'',  fp'  bestimmten 
Riclitungon  bedeutet.    Dann  ist : 

7  =T    I  d(p  j  cos  (q' cos s)  sm&d&. 

Da  sich  dieses  Doppehntegnl  nbei  die  ganze  Kugelflachc  deien 
EadiuB  gleich  1  ist  und  deien  Mittelpunl  t  im  Coordmitenanfang'? 
punkte  sich  befindet  ei&treckt  «o  kann  si  h  sein  Weith  nicht  iia 
dem  wenn  min  die  Ächten  beliebig  ändert  also  z  B  die  Polar 
achse  mit  dei  duich  *  q)  be&timmten  Ritiitung  zusammeafMlt 
Dann  ist   ibpi  -9'  ::^  0    £  =  &  tivid  dabei 


I^  I   df   I  cos(^'cos&)  sm&'d^-—  4^ 


y  Google 


U2=  - —  /  Qäm(aQt)dQjJJ(a{K,^,v)     ~^-  dl  dft  dv. 

Betrachten  wir  nun  mxok  A,  jt,  v  als  rechtwinklige  Coordinaten 
eines  Punktes,  so  erstreckt  sich  die  Integration  nach  A,  ft,  v  über 
den  ganzen  unendlichen  Raum.  Nehmen  wir  sodann  den  Punkt 
X,  y,  z  als  Anfangspunkt  eines  Polar coordinatensyste ms  und  setzen: 

A  —  X  =^  r  cos  &,  fi  —  ij  ^rsin^costp,  V  —  s  =  rsin&  sin  ip, 
so  dass  p'^^rp  wird,   so  erhalten  wir: 

Ma^^- — "  /  Kin{aQt)dQ  j  rsiii(rQ)dr  1  d  if  X 

/  (a  (x  -\-  rcos&,  y  -\-  r  sin  &  cos  cp,  0  -\-  r  sin  &  sin  (p)  sin  %  d  %■. 
Nach  dem  Fourier'schen  Satze  ist  aher: 

il){u)^  ~    I    I  '^(r)sin(uQ)  sin(rQ)drdQ, 
also  für  rw  =  i/f  und  u  =  ut: 

Mj  =  23r^  /   ä(p    1  tta(x -\-al  cos9,y -\-at  sin&cos^, 

e  -\-  at  sin  &  sin  <p)  sin  •Ü'd  %: 
Für  t  =  0  folgt  liicriLus:  Uj  =  0  und  -^  =  S  JT'' ra  {x,  J/,«),     Da 


also:      iH=~    f    lfix  +  afcos&,ij  +  afsin&cos(p, 
Alt  J     J 

3  ■\-  atsin&sin  ip)  sind'  d^  dq. 

Hieraus  folgt  dann  sogleich; 

Ui'=  —  ~  t  I     i  F  {x  -\-  at  cos  &,  y  -\-  at  sin  %  cos  <p, 
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4.  Aufgabe.  Sind  k,  ß,  y  von  einander  vinabliüngige  reelle 
Grössen,  ao  kann  man  den  ersten  Theil  dieser  Aufgabe  setr  leicht 
durch  ein  ähnliches  Verfahren  beweisen,  wie  es  zur  Berechnung  des 
mit  I  bezeichneten  Integrals  ia  voriger  Aufgabe  angewendet  wurde. 
Siad  aber  «,  /3,  y  beliebige  (compiexe)  Grössen,  so  setze  man  für 
^(B+ßK+j-s  ^jg  entsprechende  Eeihe;  dadurch  erhält  man,  wenn  man 
den  'Werth    des  Integrals   ffe'"'-^?y^l'  dB  mit  J  beaeichnet: 

Nun  ist  aber: 

J'J[<,.x  +  ßy^y,rdS 

wo  A  4-  C'  ~l~  v  ^^  «  sein  muss.  Führt  man  Polarcoordinaten  ein, 
so  hat  man: 

/735^y"s''dS  =  B"+^    /  cos'' ip  sin'  cpdq)   1  cos'^  &■  sm"+'"^'- &d&. 

Diese  Integrale  sind  aur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  l,  (i,  v 
sammtlich  gende  Zthlen  sind,  und  zwar  ist  dann,  wenn  luiui  für 
^  (i  1  n  resp  2A  2ft,  2v,  2n  sclireibt,  der  Werth  der  rechten 
''tite    1  r  letzten  Gleichung  gleich 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  folgt  nach  einigen  Redurfionea: 
fJl^i  +  ßs  +  yfiS 

!t  man  daher  («ä  +  /S^  +  y2)V*=p,  so  erhält  r 
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Anhang. 

Ist  p  =  0,  so  wird  hieraus  /=  4  Jilf.  — 

Die  Entwickelung  einer   Funotion  u  nach  dein  Taylor'scl 
Lehrsatze  kann  man  symbolisch  darstellen  durch 


Setzt  man  9;  —  X(,^=i,  y  —  2/o^='?,  e  —  6'o^=£.  so  ist  der  Mittel- 
worth  dieser  Function  genommen  über  eine  Kögelfläche ,  deren 
Mittelpunltt  der  Punkt  ä^n,  ^oi  ■^'n  "nd  deren  Radius  a  ist: 

Null  bleibt  aber  der  Beweis  der  obigen  Formel  geaau  derselbe, 
wenn  man  eich  «,  ß,  y  nicht  mehr  als  wirkliche  Zahlgrössen ,  son- 
dern etwa  als  die  Operatioßasymbole  ^i  ö~.  5—    denkt,    da    für 

diese  nach  §.  31  genau  analoge  Gesetze  gelten,  wie  für  eigentliche 
Zahlgrösaen.     Maü  hat  daher  nach  der  obigen  Formel: 

8'  8^  a-'' 

ist.      Genügt  daher  die  Function  %\,  der  Differentialgleichung 

für  alle  Punkte  innerhalb  der  Kngelfläche,  so  ist  ^  j^  ^=  0, 
J '^ it„  =:: zl ^ tl^  ==  0,  u.  s.  w.,  daher: 


^    //   M  1^  S  ^^   Mfi. 


Dieser  Satz  ist  für  die  Potentialthoorie  von  bedeutendem  Werthe. 
(Vergl.  Neumann,  Logarithm.  und  Newton'sohes  Potential, 
8.  26  u.  ff.) 
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1,  Aufgabe.     Die  tranaformirte  Gleichung 

dr^  Cr       dq>^ 

Fällt,  wenn  raan  j(  =  Jf  <P  setzt,  wo  E  nur  vo 

— — -   -(-  a^^  ^  0,  wo  M  eiue  beliebige  Constanti:    ist.      Ein  parti- 
culärer  Werth  von  jt  ist  dalier: 

Ur"  -l-£r-")cosn9  4- (Cr"  +Dr-'')s(wa9).. 
Das  Aggregat  einer  beliebigen  Anzahl  solcher  Ausdrücke  für  ver- 
schiedene Werthe  von  «  imd  der  Constanten  Ä,  S,  C,  D  stellt  eben- 
falls eine  Losung  der  gegebenen  Gleichimg  dar. 

2.  Aufgabe.    Durch   Uebergang    zix    Polare oordinaten    erbiilt 
man  die  Gleiohu3ig : 


M  =^    >)  (Aj  cos  J.  <p  +  .g^  üi«  J.  cp), 

wo  die  jl  und  B  nur  noch  von  (,  r,  &  abhängen  sollen ,  so  müssen 
sowohl  die  A  wie  die  B  der  Gleichung  genägea: 

Es  sei  ferner  ^i  =  Fj  &x,  wo  Fj  eine  Function  von  (  und  r,  ®i  nhei' 
uur  eine  Function  von  &  sein  soll,  und  setzt  man  noch  cos  #t^  jt, 
so  zerfällt  die  vorige  Gleichung  in  die  beiden: 

df  \dr\       dr  )  ^        '-\ 

und: 

wo  a  eine  beliebige  Constante  ist.    Die  Vergleichung   der  letzteren 
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Gleichung  mit  der  für  v'^^  in  §,  264  zeigt,  dass  es  zweclimässig  ist, 
ff  ^  —  )i  (»  +  1)  zu  aetaen.    Alsdann  ist 

wo  P,i  und  Q«  die  particulären  Integrale  der  Leg endre 'sehen 
Gleichung  sind,  imd  die  Gleichung  für  Yi>  oder,  da  Fi  Yon  1  un- 
abhüngig  ist,  die  für  F  wird: 

g'^_,,.i8^^  ,  2aF     ^t(»+i)    I 

Setzt  man  noch  F  ^  T  ^,  wu  a'  nur  von  i,  M  mir  von  r  ahhängon 
soll,  so  zerfällt  diese  Gleichung' ia  die  beiden; 

^a_  „.«T-n  ,™.  gj_/-»(«+l)_ 


wobei  Ä'  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Die  particulären  Inte- 
grale der  ersten  sind  cosaht  und  sin  aht,  das  allgemeine  Integral 
der  letzten  läast  sieh  nach  §.  112,  wenn  man  daselbst  lei  für  n  und 
n  für  m  setzt,  darstellen  in  der  Form: 

ein  Ausdiuek,  dei ,  von  den  willkürlichen  Constaute»  abgesehen, 
übereinstimmt  mit  Ag-*'*'  /„  {ihr)  +  Be^*^f„  { — iJer),  wo/„  die 
auf  Seite  457  angegebene  Function  ist.  —  Aus  diesen  einzelnen 
Resultaten  kann  man  leicht  die  allgemeine  Ldaung  auHamiuensetzen. 
Beschrankt  man  sieb  dabei  auf  die  bei  physikalischen  Unteraucbun- 
gen  fast  ausschliesslich  auftretenden  Falle  und  beachtet  man,  dass 
lunn  auch  W  und  l  alle  Weitbi  yon  U  bis  cc  beilegen  kann,  so 
«halt  man 

+  Bi,„ie''"-f„{—i]cr)]cosnH  oosk(p  + 
drei  analogen   Gliedern,    in   denen  statt  cosaktcosXtp   resji.   die 
Froiucte  cos  a  k  t  sin  X  (p,  sin  aM  cos  2.(p,  sinaktsin  X<p   auftreten 

und  in  denen  allen  P„i  (/*)  für  (1  —  ft»)''^''  ■    ^  "}■—  steht. 

3.  Aufgabe.     IVLui  setze  u  ~  TB®,   wo  T  nur  von  t,  B  nur 
von  )■  und  &  nur  von  &  abhängen  soll,  so  zerfallt  die  Gleichung  in 
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Änllösmiigeu  ilei-  Aiifgal>ci 


in  denen  k'^  und  n^  willkürliche  Coiistanten  ^md  nn  1  dt.ieii  liätzte 
in  die  Bessel'sclie  Gleuhung  ilbeigeht,  wenn  man  noch  A /■  ;=  p 
setzt.  Denkt  man  sich  n  und  K  ^h  tjanze  Zahlen,  so  ist  die  iill- 
gemeinste  Lösung: 

+  [Ä'k«I,,(hr}  +  Bi„rnikr)]  sinn»]  cosukl 

+  2  2   [{A]:„IA}'r)  +  B-i„Y„(kr)]cosn» 

+  1  ^i';  7„  ihr)  +  Bl'„  ¥„  {kr)  \  sin  n  •&]  sin  ah  t. 

§.  271. 
2,  Aufgabe. 

(1)  Die  beiden  Hülfsgieichungen-  (4)  auf  S.  460  geben 
resp.  die  Integrale :  x  -\-  «/  =  2 1  und  x  —  y  =:^  ^tj,  wo  |  und  r/ 
willkürliche  Constanten  sind.  Führt  man  |  und  ij  als  neue  unah- 
hängige  Veränderliche  ein,  ao  geht  die  Gleichung  üher  in: 

und  diese  nimmt  durch  Differentiation  nach  |  dio  Form  an: 

«  +  •"  i*rr,  =  m 

Hieraus  folgt: 

WO  diese  Form  der  willkürlichen  Function  der  ki 
wegen  gewählt  ist.      Ferner  : 


und  sodann : 

Die  Functionen  cp,  j/f,  j;  sind  aber  nicht  yöllig  willkürlich,   sonder 
an  eine  Bedingung  gebunden,  die  man  erhält,  wenn  man  den  Werl 


y  Google 


Anhang,  TU9 

von  Z  in  die  transformirte  Gleioliung  einsetzt.     Man  findet : 

Mithin: 

z  =  x  \^'{:.:\y)^'--¥'{x-y)\-^(,j^^n)-''i'{^->J)- 

(2)  Die  Hülfsgieichung  (2)  auf  S.  4«0  gieht  das  Integra!: 
3'^i'  —  9*^=2«,  und  dieses  liefert,  nach  der  Cliarpit'soben  Me- 
thode integrirt,  als  partioulares  Integral  der  gegebenen  Gleichung: 

Betrachtet  man  nun  y  als  Function  von  o  und  /3  und  vorfährt 
dann  nach  §.  271,  so  folgt  für  y  die  Gleichung:  ;r^^r— ,  deren 
Integral  nach  §.  259  lautet: 


7  =  y    9^ 


Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  wird  sodann  ilav- 
gestellt  durch  das  System  der  drei  Gleichungen : 

z^^y^-^-^t±H  f    ^(^-!-2«VU)ö-'^dA, 

0  =  ?-  —     r   y"  (/3  +  2  «'/.!)  ,:-'-^U. 

(3)  Durcli  Addition  der  Hülfsgleichungen  (1)  Uöd  (2)  auf 
8.  45!»  u.  460  erhält  man  bier  das  Integral:  (i"  +  ä)  (y  +  i))  =  « 
und  hieraus  nach  der  Gharpit'sclienMethode  als  particuläree  Inte- 
gral der  gegeheaen  Gleichung: 

s  =/=  j3^  -i-  ^  ^  -~  xy—  y. 

Sodann  muse  y,  wenn  man  es  alu  Function  vun  ra  und  ß  betrachtet, 
der  Gleicliung  genügen: 
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710  AuflÖNtmgen  dei'  Aufgaben. 

Fütrt  man  liieiin  an  Stelle  von  ß  die  neue  unabhängige  Veränder- 
liche t  mittelst  der  Gleiciiung  ß  r=  «'<''  e"  und  sodana  an  Stelle  von 
«  die  Veränderliche  S  ein  durch  die  Gleichung  a  =  s^'^,  so  erhält 

man  die  Gleidiung;  -■—  ^  xr?  deren  TntegTal  lautut: 


'  =  /  fli 


Mithin  wird  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleiohu 
gestellt  durch  daa  System  der  drei  Gleichungen ; 


(4)  Bildet  man  die  Hülfsgleiohungen  (1)  und  (2J  auf  S.  45!) 
u  4C0  «owohl  tur  die  oberen  wie  für  die  unteren  Zeichen  von  (?''''  und 
fugt  zu  jedem  diese)  beiden  Systeme  dis — pdx  —  g_dy  =^  0  hinzu, 
so  eihalt  man  aus  jedem  System  eine  integi-able  Combination,  wenn 

man  die  erste  Gleichung  mit ,  die  zweite  mit  —  1,  die  dritte 

mit  —  2  z  multipb:,irt,  und  die  SO  veränderten  Gleichungen  jedes 
Systems  addirt.     Diese  Summen  liefern  die  Integrale: 
x'ip  -\- Xi^ q  —  2 ^ X  —  blog (-1^-  2blogx  =  a, 
x^p-\-x^q  —  2 «  w  -f  () 7o3  3  —  2b'loffx  =  ß. 
Aus  dieseu  folgt : 

2  =  x-'e  ^"  ,  p^  -g-^-  +  ^  —  x^c  '"  , 

und  mit  Hülfe  dieser  Wertlie  findet  man : 

als  particuläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung.    Betrachtet  man, 
um  das  aDgemeine  Integral  zu  finden,  y  als  Function  von  a  und  ß  und 
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letztM'e  üla  Functioneii  von  x  und  p,  so  miiss  y   der  GloicliuTig  ge- 
ntigen: 

Duroll  die  Suljstituliüu  y  =  (;        t  gtsht  diese  in  die  oiiifathereüber: 


Diese  Gleichung  lasst  sich,  nach  Laplace    (Memoires  de  TAciLdemie 
V.  J.  177!))   durch   hestimmie   Integral«  iiitegrireii   und   Kwar   erhält 

£  ==    Tg  |j3  („  _  A)]  qj  (A)  rf  A  +  y  G  {«  (^  —  A)i  i(-  W  d  ^, 
wo  G  das  Inte^iral  der  DifEerentialgleiohung 

d'0     de       1 
"51?  +Ä  +  TiP'*-° 

ist.     Das  allgemeine  Integi'al    der  gegebenen  Differentialgleichung 
wird  dann  dargestellt  diirch  das  System  der  drei  Gleicliungen ; 

1,1     ~2i,         .    .,      1    '"ir  .,     ,     '"76"  .,3« 

(5)    Die  beiden  Systeme  der  Hillfsgleichungen  (1)  und  (2) 
auf  S,  459  u.  460  werden  hier: 

I.    dy  —  qdx  —  xdx^O,  dp  -\-  {(i^x)  dq  —  ([dx^O 
und 

II.    dy~qdx-\-  xdx=^0,  dp -{-.{g^-^-  x)dq  —  qdx^O. 
Die  zweite  Gleichung  des  ersten  Systems  giebt  integrirt : 

"  +J«' -«!!  =  «• 
Miiltipliüirt    man    ferner   die   erste  Gleichung   des    zweiten    Systems 
mit  2   und    subtrahirt   davon   die   zweite  Gleichung,    so   erhält   man 
einen  integrablen  Ausdruck,  welcher  durch  Integration  giebt : 
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712  AuflusungeQ  der  Aufgaben, 

Berechnet  man  nun  p  und  q  aus  den  evlialtenen  Integralen,  setzt 
ihre  "Werthe  in  de=pdx -\-  qäy  ein  und  integrii-t  man,  so  er- 
ergiebt  sich: 

Betraolitet  man  nun  wieder  y  als  Function  von  «  und  ß  und  diese 
als  Functionen  von  X  und  ;y,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  y 
die  Gleichung : 

Wäre  das  allgemeine  Integral  derselben  bekannt,  so  würde  das  der 
gegebenen  dargestellt  werden  durch  die  drei  Gleichungen : 


n^l        I    ß-<*  +  2y       dy 

"^  i^  '^       ix  dß' 

(6)    Die  Hülfsgieichung  (2)  auf  S.  460  giebt ,  je  nachdem 
1  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  die  beiden  Integrale: 


2x 

Betraclitet  man  nun  wieder  y  als  Function  von  C.  und  /S  und  diese 
als  Functionen  von  x  und  y,  so  hat  man  y  aus  der  Gleichung  au 
bestimmen: 

"dy 

Das  allgemeine  Integral  dieser  letzteren  lässt  sich  nach  Lapla' 
durch  bestimmte  Integrale  darstellen.  Schreibt  man  noch  —  w  f 
«,  so  wird  das  Integral  von 
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dargestellt  durch: 


+  («+/i)'A/y(t^)*W.i^, 

0  /  der  Oleicliung 


df 


chung  M  (1  —  u)  ~  +  (1  —  m)  7^  +  ^  F  =  Ü  liefiiedigt  und 
der  Bedingung  genügt,  dasa  ?=  1  iiud  —  =  —  TJ;  ^^'^  furM=;0. 

Da  die  beiden  Gleichungen  für  /  und  F  hypergeometrische  sind,  ao 
sind  diese  Functionen  als  bekannt  zii  betrachten.  Das  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  Differentialgieichung  wird  dann  dargestellt 
durch  das  System  der  drei  Gleichungen : 

--^  + («  +  «■'-+'■ 
''=-i  +  |(«  +  »-"'''-|^' 

(7)    Mit  Hülfe  der  Gleichung  (2)  aiifS.4G0  findet  man  leicht  : 

«  =  b(a+,3)ic-i(/J-R)5^  +  {j3^«)y  +  r. 

Betrachtet  man  y  als  Function  Yon  «  und  ß  und  diese  als  Functio- 
nen von  X  und  y,  so  muss  y  der  Gleichung  genügen: 

6^y     —  Jl^  fit  4-  2i^\ 
du.dß         2b  \3«  "^8/5/ 

deren  Lösung  sich  als  bestimmtes  Integral  darstellen  läast,  und 
zwar  ist: 

y  =  e~{J nß(a~^)]<pi,)cU^J  F[^iß^,)\<P{.)dJi. 
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4  Aiifiiisungen  der  Aufgaben, 

ü/und  F  (\<^r  Gleiolmii^ 


und  der  Bedingung  wuterliegen,  dass  y  =  1  uud  ^  ^  - 


sein  mnBB  für  m  :^  0.  Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung  wird  dann  dargestellt  durnli  das  System  di;r 
drei  Gleichungen : 


bx  —  (ß—ci)x  +  ij- 


dß 


(8)  Die  Gleichung  (2)  auf  S.  460  gieht,  wenn  man  das 
untere  Zeichen  nimmt:  2dti  z=  d  r  also  2^=a;  +  «  Integrirt 
man  diese  wie  eine  gewöhnliche  Diffei  entialgleichung  so  stellt 
2z^(x  +  CI.)i;  +  ß=0  wop  euie  wiÜkurlidie  Function  von  x 
sein  kinn  ein  particidirea  Integril  dei  gegebenen  Gleichung  dar. 
Denkt  man  sich  nun  an  Stelle  von  c  uud  (/  ali  neue  unabhängige 
Veiandeihcbe  x  und  a  emgefuhrt  und  nimmt  mm  an  dass(3  ausser 
von  t  auch  [noch  von  a  ahhange,  io  wird  obige  Gleichung  noch 
immer  ein   Integi  -\l   der  Gl6ii,hiin^   2  ^  :^  J.  -h  ^    ''ein     wenn  die 

Bedingung  —  ^  +  -r-^  ^  0  eifullt  ist      L^   hleiht   nui    noch    die 

Bedingung  zu  suchen  dass  auüh  3  j  ^  J.  4"  "^  noch  immer  ein 
Integi  \1  dei  gegebenen  Cxleichung  aei  Difleienturt  min  sie  nach 
j   und  (/   so  folf,t 

2s  =  1  -I 2f  =  — 


Die  gesuchte  Bedingung  iat  daher  ausgedrückt  durch  diu  Gloioluing : 

Nun  ist  aber,    da  x   und   «   die   unabhängigen   Vprändeiiicben   sein 
sollen: 
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Substituirt  man  in   fliese  Gleichung  die  Wertlie : 
dß     Bj  _    d'ß 
^        8«'   dx        ?)adx 
und  ferner 

^'  =  •!(,='+   5J  =  2l8^  +  8lf> 
SO  folgt  zui'  Hestlmmuug  you  ß  die  Gleiohiing: 

(^   4.   ^J\  ^11.  —  1 

\d3>  "*"  da/  dwdx 
Es  ist  somit  die  Integration  der  gegebenen  Uleicliung  auf  diejenige 
einer  Gleichuag  von  der  Form  (p  -|-  <;)  a  ^=  1  zurückgefühi-t. 


"Vermischte   Aufgaben. 

1.    Ein  System  der  Mongo'schon  Hülfsgleidmngen  ist: 

ip 
dy  —  dx  =  Q,   dp  ~  dq  ■\-  — -j-—  dx  =  0, 

dp  —  rfg  -I-   5-^7-  doi  =  Ü. 

Wegen  dg  z=  pdx  -{-  qdy  =  pdt/  -\-  qdy  Itann  die  letuto  Gloi- 
cliung  auf  die  Form  gebracht  werden : 

d\{2y  -  a)  ip  -  q)\  +  2(^4^  =  0, 
mithin:  (2  !/  —  «)  (j)  -  g)   +  2^  =/(«) 

oder:  (j:  +  i/)  (jj  -  9)  +  3^  ^  f{y  ~  x\ 

und  dieses  ist  ein  erstes  Integral  der  gegebenen  Gleioliung.  Nach 
der  Lagrange'schen  Methode  ergiebt  sich  hieraus  leicht: 

ase    "  +  F(a)  =  — I  e    "  f{2y~a)dy, 

wo  nach  der  Integration  a;  +  3*  für  «  zu  setzen  ist,  oder,  wenn 
man  zugleich  — /  für  /  schreibt,  was  wegen  der  Willkürliühkeit 
von  /  erlaubt  ist 

M.  ^    .,  _.  ^ 

Wendet  man  auf  die  zweite  Gleichung  (p  -1-  a)  ('" — t)=^^x(rt  —  s') 
die  Inversion  (§.  242)  an,  so  erhält  man  wiederum  die  erste: 
{X  ^   Y)  (B  —  T)   Y  ^P  -^~  0. 


yGoosle 


716  Auflöaiinguii  der  Aufgaben, 

Setzt  mau.  daliei- 

=^0,  so  findet  man  das  Integral  der  zwaiton  GlDiohuiig,  v 
X  r,  Z  aus  den  vier  Gleichungeu 


<P  = 

-0,    X 

X 

^0, 

■■"äl+B-f"»' 

t 

- 

z 

89). 
8Z 

2. 

(1) 

Ihi. 

oriiäll  leiclil 

die 

beiden  ZwisclienintegriLle 

1  +« 

—  <f(£) 

und  J, 

^  g  i/j(^  +  ^  +  3). 

it: 
d 

--pdz 

+  Id, 

_ 

1  — 

'',„  +  (ip2l*„.. 

Somit 


Setzt  man  if'  (a^  -|-  !/  +  2)  =  1  +  Z  (^^  "t"  S*  +  ^)  -  so  geht  die  Glei- 
cliimg  ttlior  in : 

j;  (a;  +  !/  +  «) ' 

und  daher  durcli  Integration:  x -\- ¥ {x -^  y  ■\-'z)-^f  {n).  —  Das- 
selbe Resultat  hätte  man  nach  der  Lagrange'aelien  Methode  durch 
directe  Integration  jedes  der  beiden  Zwisctenintegrale  erhalten, 

(2)    Die  beiden  Systeme  von  Hülfsgleichungen  sind : 

dj/  — c;iC  =  Ü,  (l-l-i>ä+P')'^ä  =  (l+i'y  +  9')'^J' 
und: 

Das  erste  System  liefert  das  Zwischenintegral : 

ebenso  ffihi't  das  aweite,  wen»  man  noch  die  Gleiohting  rlzz^pdx 
-{^ qdy  mit  hinaunimmt,  zu  dem  anderen  Zwischenintegral : 

ä:  +  P  +  iP  +  ([)  ^  =  <Pi  ip  +  <jl)- 
Beaeichuet  it  diejenige  Function  von  x,  y,  s,  welche  sich  Aurcli  Äuf- 
lösiing  der  Gleichung  9>i  (m)  —  3  j(  =i a;  -^-y  ergiebt,  so  hat  man: 

i»  +  a  =  M,    q  —  p  =  <p  {y  —  x)  Vu^  -\-  2, 
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oder: 


Setzt  man  diese  Werthe  in  de  -=  pdx  +  qdp  ein  und  integrirt 
man,  woliei  zu  beacSit^,  dass  d{x  +  y)=:^\  {u)dit,  —  cl{eu)  ist, 
so  folgt: 

e  yil^2  =^{y-^x)  +f^^M  du. 

(3)  Als  Zwischeniutegvale  erhält  man : 
py^qx  =  (p[^\  und  13 ^  +  g 2/ =  ^ (is'^  +  j,ä). 

Setzt  man  die  hieraus  folgenden  Wertlie  von  jj  und  q  in  dg-::^ pdx 
-\-  qdy  ein  imd  integrirt  man,  ^o  wird: 

«  =  -  y  5P  (0  -I  an  lang  |  +  \J<li  (»<  +  s')  i(  loj  (i»  +  ■/•), 
a.i.  «=/(!)  +  Fti' +  !/•). 

(4)  Nur  das  eine  System  von  Hülfsgleichungen,  nämlich 
xdy-^  ydx^=Ü,  xdp-\-  ydc[ — pdx  —  grfj/^^O  liefert,  verbun- 
den mit  d2=pdx  -\-  qdy,  ein  Zwischenintegral : 

xp-i-^q  —  2z  =  (p(xii). 
Die  Lagrange'selien  Gleichungen  sind: 
dx äy de 


also  X  =  Gy  und  j     —  2  —  r=^ 


dy 


(5)    Die  Hülfsgleichungen  sind:  dy  +  dx  =  0  und: 

dj)  ~  dq  =  —  xdy  —  q)  (:k  +  »;)  rf y, 
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alao  */  -j-   x  =^   C  wüä  : 

dp  —  dq  ■=  —  {C—ii)chj  —  (fi{C)dy, 

d.i.  j,-9=i(0-#-qp(0);,  +  i^(C). 

Die  Lagriiiige'sche  Metliode  führt  au  dem  Integral: 

[vei-gl.  §.  250,  Aufg.  3,  (6)},  odci-  auch; 

^  —  %{x-Vy)-y<i'{x^ II)  +  g  «' 4-  2  ;;' g' (^  +  v)- 

(ü)     Zwischenintegrale ; 

XiJ-\-y,i  —  z  =  cp{x-\-y),    ju  — g^z-^^j- 
AllgemeiueB  Integral: 

'  =  1{'  +  'J)  +  (i+!/)li(0 

(7)    Die  beiden  Systeme   der  Monge'adieii  Tlülfsgleiehun- 
gen,  nämlich 

x{xdf  -\-y<lq)^=2{xp  —  d)&x,  xdy.^  )/rfai  =:  0 

3;{^dj)  — y(ig}  =  2(aii) — z)ä^,  xd}j-~ydx:^0 
liefern,  verbunden  mit  d^=^pdx  -\-  qdy,  die  beiden   Zwisohen- 
integrale : 

px+  qij—2s=x<p{xy)    und    px~qp'-s=x'''<p(-\ 

Man  erhält  hieraus  als  allgemeines  Integral  der  gegebenen  Gleichung; 

oder: 

(3)    »  =  v(«  + »>  +  ♦(":' -!/'). 
(9)    r  =  9(i  +  s)  +  »(|j- 
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3.  Das  allgemeine  Integral  yök  r  -\-t^^2s  ist: 
daher  mit  Berflcksiclitigung  der  gestellten  Be ding u ngen : 

.  =  (.+„(1  +  1) 

4.  Als  Zwischenintegral  der  ersten  Gleichung  erhält  n 

und  hiei'iiua  folgt  nach  der  Lagrange'achen  Methode  ala 
nes  Integral:  e  =  <l>ix^  +  y^):'+  Xi^^  —  V^)-' 

Für  die  zweite  Gleichung  gieht  es  nur  ein  System  von  Hülfa- 
gleichungen,  nämlich : 

(px  —  e!)pdx  4-  xsdp  —  xpqdy  =  0, 
pyqdx  —  yzdq  —  (qy  —  ^)<idy  =  0. 
.Nun  ist: 

xdp  =  d  (px  ~  s)  +  qdy,    ydq  =  d{qy  —  z)  -\-  pdx. 
SubstituJrt  man  diese  Werthe  in  die  erste,  rosp.  ^iwoite  Gleichung, 
so  lassen  sich  diese  in  der  Form  achreiben : 

d{px  —  s)        pdx  —  qdy  _  ^ 
px  —  s  z 

wnd: 

d{qy^ s)  _  pd£~-qdy  ^  ^ 
qy  —  z  s 

somit  duroll  Addition  der  beiden  und  Integration; 
{px  —  n)  (qp  —  B)  =  C. 

5.  Differentiivt  man  g^  ^=  ai*(l  +p^)  nach  y,  so  folgt: 

s  =  -^ 
x''p' 

und  die  Gleichung  rt  —  s'^  ^  U  geht  über  in:  t{x^p''r  —  g^O^^O. 
Man  genügt  ihr  also  durch  f  =  0  oder :  n  -^  y  ip  {x)  +1^  (x). 
Hieraus:  p=:yfp'{x)Ar  ^'(^X  9^^V(*)-  Damit  nanq'^^x^il  +j)') 
sei,  miiss  (p'  {x)  ^  0,  also  ip{x)  =  a  und  ferner 

sein.     Es  wird  daher : 

*  W  =  (o'  - 1=)'/.  +  «  %  ?—(»'-»')' 
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6.  Die  Gleichung  pi/  —  qx  =  0  hat  das  allgomciuc  Integral : 
3;ä  4"  yä  ^  (p  (gj,  goii  dasBelbe  ftuch  der  Gleichung  zweiter  Ord- 
nung genügen ,  so  muss  man  <p  (i)  entsprechend  bestimmen.  Be- 
rechnet man  aus  x'^  -{-  y^  ^  (p  iß)  die  Werthe  von  p,  q,  r,  s,  f  und 
setzt  dieselben  in  jene  Gleichung  ein,  so  erhält  man  zur  Destim- 
mung  von  q>  die  Gleichung : 

Sotzt  man  noch  g^  («)  ^  ^^(s)  so  wird; 

dz^        \ds/ 
eine  Gleichung,   die  sich  nach  §.  6.7  leicht  integriren  lässt.     Man 
findet  i^  (ä:)  =  c  conh  - ,  also ;  (iC«  +  y^)'^  =  c  cosh  —  —  In  Betreif 

der  zweiten    Gleichung    vergleiche   man:    Monge,    Application    de 
l'Analjse  k  la  Geometrie,  5.  ed.,  j).  197  ii.  ff. 

7.  (1)    Man  setze  e*  =;  |,    e»  =  IJ.    Allgemeines  Integral: 

z  =  <p  i^ -\- ey)  ->r  V'  (^  —  &>)■ 

(2)  Allgemeines  Integral:  y  ■^=  ifi{x)^{z). 

(3)  Setzt  man  —  =;  m   und  betrachtet  x  und  i;    als   die 

V 
neuen  unabhäHgigen  Veränderlichen,  so  geht  die  Gleichung  über  iu; 

Ein  Zwisclienintegral  hiervon  ist; 

somit  das  alliremeine  Integral   der  gegebenen  Gleichung: 

wo  nach  der  Integration  für  IJ  wieder  —  zu  setzen  ist. 

(4)  Allgemeines  Integral:  e  =  x'  -^  (p  (y)  +  ip  (|^)  ■ 

(5)  z  =  <p  (2  x'/^  +  y)  +  ^(2  x'/^  —  y). 

(6)  Führt  man  ax  -\-  y  '=^  i  und  na:  —  «/  =  »;  als  neue 
unabhängige  Veränderliclie  ein,  so  geht  die  Gleicliung  über  iu : 
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deren  fillgemoino;^   Integral   imch  Nr.  (2)  der  2.  Aufgabü  in  §.  271 
lautet: 

«=  (I  +  >()  W'd)  +  *'(1)|  -  2!P(I)  -  2*(i?). 
Demnaoh  ist  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung,  wenn 
man  2  <p  und  2  ^^  ebenfaUs  mit  (p  und.  i)  beaeictnet : 
^=zax  \q}'(ax  +  y)  +  ip'(as!  —  tj))  —  q'  (ax  +  p)  —il>  {as^  —  y). 


S.    DiL  u  reell  sein  nnd  der  Gleiciuing  (^-1  "'"(ä"")^^  ^ 


ge- 


nügen  soll, 

so  kann  man—  —cosa      —  ~  sin  a   setzen 
dx                '     dy 

eine  Functi 

on  von  i\  y  sein  tann.    Infolge  der  ersten  Gleichnng 

wi  +  W'=" 

miiss  diese 

Funeticm  der  Bedingung  genügen; 

da     .              dm 

ox                    6y 

ferner  aber 

'    9    ÖM  _  Ö    du 

'Öy  Zx  ~  dx  dy' 

daher: 

lf~+lf  — »■ 

Aus  l)eidon  Gleichungen  folgt: 

CX          öy 

also  u  =  consf  =^  a,  und  sodann: 

M  =  xcosa  +  ysina  +  ß. 

9.    Setzt  man  den  Werth  -ffon  (   aas    der  ersten  Gkichung  in 

die  zweite  ein,  eo  kann  mau  diese  in  der  Form  schreiben : 

s9  ^  (r  -  ay  =  «5  _[_  b^  =  c\ 

Daher  kann  man,  weil  die  Lösung  reell  sein  soll,  setziin: 

s  =  c  sin  0),    r  =  a-\-ccosa,    t  =  a  —  c  cos  ta,  wo  ra  eine  Function 

von  X,  y  sein  kann.  Nun  müssen  aber  die  beiden  Gleichlingen  gelteu : 

ds         dr         ,  es         9(      ,        8o  ,    Sra  ^ 

--  =  T—    und  ^~  =  5-  oder:  —     — 

Ox        dy  ny        ox  ca 

F  0  rs  y  t  li ,   DiftewntinlsleiolniiiECU. 
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da    .  da  r,     .      1    ■!      p ,  i    ÖßJ      ^'^       ,-,     I 

-=—  sznm —  t^—  cos  (0  =  0.    Ausbeidea  folfft:  ^r^^^r— ^^0.  also 
dx  dp  d(c      <)y 

ro  =  conät  =  a.     Aws  den  Gleichungen 

dp  ^=  rdx  -\-  sdy,    dq^  fidx  ■]-  tdij 

ergielrt  sich  aoflann: 

p^(a~\-ccosa)  w~\-eyäna-\-ß, 

(j-^cxsintt  4"  (ö  —  ccosa,)y-\-'y, 

und  (ins  d  ä  =J3  dx  \-  qdy  folgt  schliesslich ; 

t  =  ~x-'-  {a  +  ceos  a.)  ^cxysinf/.-{- -  ff  [a  —  c  cos  m)+/^  :f:^y  j/  +  ö. 

10,  Nach  der  Monge'sehen  Methode  findet  man  die  beiden 
Hülfsgleicliuugen :  dp^^O  waApq^dy-\-{\  -\-$'^)dx  =  0,  akog^^a 
wüA.  p{<idy  -\-^dx)  -\-dx  =  Qi  A.\.pdß-\-  da;  ^=  0,  also  d.ä  -\-  x 
:^=  (p  («).  Demnach  ist  ein  erstes  Z wisch eniategral:  x  -\- p &^::=  (p  (p). 
Die  Charpit'aehen  Hnlfsgleichungen  hiervon  sind: 

dp     dq dy 

1  +i)5  ~  pq'^    0  ' 
nud  diese  führen  zu  einem  aweiten  Zwischeniutegral: 

Hiernach  würde  man   das  allgemeine  Integral  erhalten   durch  EU- 

minntion  von  p  aus  den  beiden  Gleichungen: 

x+ps=  ipity)  und  e{l+  p^y/^  =  /  {1  -hp^)-''^ (p'  ip) dp-\-il' (y). 

Man  kann  aber  auch  das  aweit«  Zwischeniutegral  nach  der  Char- 

pit'flciien  Methode  integriren.     Die  Hiilfsgleichimgen  sind; 

dp dix  dy 

"ö  ~  -{lArp-^yk^"  iy)  ~  ^' 

p  =  a,    3  =  (1  +  n^)'/*  ij>'(y) 
uud  somit: 

2  =  a«  +  ,)(<.)  +  (l  +  o')'**(j). 

Das   allgemeine  Integral   der  gegebenen  Gleioliung   wird   demnach 
dargestellt  dnroh  das  System  der  beiden  (rleioliungen : 

j  =  !pW  +  «»+  (1  +  o')'«*(!/). 

0  =/(«)  +  ;.+  0(1 +«')-''■*(!/)■ 


n,  ,1,  ,  =  ,(^)  +  *(5) 
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(2)  Diese  Gleichung  gelit  aus  der  vorigen  durch  Inversion 
(nach  §.  242)  hervor.  Ihr  allgemeines  Integral  wird  daher  erhal- 
ten, wenn  man  X,  F,  Z  aus  den  vier  Gleichungen  eliminirt : 

.=  .©  +  *(?) 

"  =  - P ''(?)  +  =' T*  b> 

(3)  Führt  mau  ie  +  j;  =  ^  und  a;  —  ?;  =  jj  als  n«ue 
imahhängige  Veränderliche  ein,  so  geht  die  Gleichiing  über  in: 

deren  allgemeines  Integral  nach  Nr.  (1)  der  2.  Aufgabe  in  §.  242 
lautet:  »  =  I  9*  (*?)  H"  'J  Tf"  (!)■  Demnach  ist  das  allgemeine  Inte- 
gra! der  gegebenen  Gleichung; 

^  =  (a:  +  »/)  9  (a;  —  3/)  +  {x~-s)'^{x\-  y). 

(4)  Die  transfomjirte  Gleichung  ist: 

also:  £■  =  ^j'-^q^d)  -|-  i(i(|)  oder:  g  =  x%{xy)  +  i>{3:y). 
(3)    Die  transformirte  Gleichung  ist: 

'  Sil 

Hieraus  findet  man; 
^^.^  ir^i+J-^'^'^^^^^i^  oder  ^  =  xx  0)/^'^'''"->  i/'i  (^3^), 

wo  nach  der  Integration  für  ^  wieder  sein  Werth  -■  log  {x  y) 
zu  setzeu  ist. 

12.    (1)    Man  scIkc  «  =  -  §.    Das  allgemeine  Integral  ist: 
2  =  -  {^{;y^no:)Ar^iV-ax)\- 
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hitngige  Veränderliche  ein,  so  geht  die  Gleicliuiig  über  int 

8i8i     {+<iV8s    8^;    «  +  «)• 

8«\ 


5^g    _      1       fO£    I    83\ 
818,     'S  +  iAäl        81/ 


Demnach  ist  iülüIi  Kr.  (1)  der  2.  Aufgabe  in  §.  271: 

5  =  tt  +  <?)  Iv'«)  +  *'(';))  -  2(P(0-2*W 
und  daher : 

wo  uach   Aiisfährung  der  Differentiation  für  |  und  ^  wieder  ihre 
Wcrtlie  in  X  und  «/  au  setzen  sind. 


welche  mit  Nr.  (1)  ilbereinstimmt.    Daher: 

(4)    Führt  man  y  —  o;jc=:|    und  —  j/^t;    als  i 
abhängige  Veränderliche 
Gleicliung  über  in  : 


Daher  ist : 

g  —  (p'{p^ax)  —  Tp'ip)  -\-  ~  \<p  {y —  ('!()  + ^iy)\- 

(5)    Man  vergleiche  Nr.  (2). 
13.    x{y~e)  =  «2. 

14    (1)    Eliininirt    maß    r  zwischen    hoiden  Gleiehmigon, 
folgt: 

8%  8%  _ 

da;*         dy^  ' 
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daher : 

i!  =  f(x  +  i-/f)  +  tp(x~  i  y).     Analog  ist ; 

-ox'       dt' 

und  V 

=  /, (i  +  iii)  +  <PiiJ^->t)-    n»  »lis'  1^ 

f,  =  -, :/„.J  :,,  =  (,>  .oin,. 1,0 

•  =  7  (/(«  +  >!/)-9>(«-i</)|- 

Im  Speciellerea  (aämlich  wenn  tp  dieselbe  Fimotion  von  x  —  i  y  wie 
/  von  X  -\-  ip  ist)  ergiebt  sich  hieraiis ,  dass  sowohl  dei-  reelle  wie 
der  iiBöginäre  TIiDil  einer  jeden  Function  der  complexen  Veränder- 
lichen X  ~\-  iy  dea  gegebenen  simultanen  Gleichungen  genügt. 

(2)    FJiminirt  man  ^  zwischen  beiden  Gleichungen,  so  folgt: 


x^  dx^dti^         01* 


(X  =  f(x  +  iy)  +  xfi{x  -{^  i!/)  +  *p(x  —  ip)  +  x<Pi(x  —  ly). 
Analog  erhält  man : 

8^    ^  ^  dx'^dy^   ^  g?/'~     ' 

ß^F(x-\-iy)  -^  xi\{x  +  iy)  -\-  ^(x--ip)  +  x<Pi(x-iy). 
Setzt  man  aber  diese  Werthe  in  eine  der  gegebenen  Gleichungen 
ein,  so  findet  man,  dasa  f^  =  (pi  ~  F,  =  ^i  =  0  und  F=if, 
>p  =^  —  i(p  sein  musB.  Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  die 
gegebenen  Gleichimgeu  bei  verschiedenen  Wei'tlien  von  m  und  n 
nur  dann  ausammen  bestehen. IcÖnneii,  wenn  ihre  beiden  Seiten  für 
sich  versch winden. 

15.    Die  zweite  Gleichung  lässt  sich  in  der  Form  schreiben: 


Nach  §.  195  integrirt,  liefert  sie  das  Integral: 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  erste  Gleichung  t 
selbe  befriedigt,  wenn  man  ü 
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woraus  die  geometrisi^hti  Bedeutung  olme  "Weiteres  erhellt. 

16.  Schreibt  man  die  Gleichung  Gs  +Bp  -'r  K  =^  0  in  dev 
Form  G-dci  -\-  Sde  +  Kdx  ^  0,  so  kann  man  dieselbe  als  eiae 
Gleichung  von  der  in  §.  150  bis  153  behandelten  Art  betrachten, 
in  welcher  q  und  e  die  abhängigen,  x  die  unabhängige  Veränder- 
liche ist,  während  y  für  die  Integration  als  Coiistante  zti  betrachten 
ist.  Nach  §.  152  besitzt  diese  Gleichung  ein  Integral  mit  einer 
willkürhchen  Cönstanten,  die  in  unserem  Falle  durch  eine  willkür- 
liche Function  von  ä/  ersetzt  werden  kann,  wenn  die  Bedingung 
/dB      dK\    ,    „/dK     dG\    ,    ^^/dG      d Ii\ 


G 


erfüllt  ist,  und  dieses  Integral  kann  genau  in  der  im  §.  153  an- 
gegebenen Weise  eihalten  werden.  —  Für  das  Beispiel  ist  diese. 
Bedingung  erfüllt  Betrachtet  man  zunächst  a;  als  conetant,  wo- 
duich  man  (j.  -\-  y~)dq  —  yq^dn  ^=^  0  erhält,  so  ergiebt  die  Inte- 
giation  dieses  Ausdiucks: 


(X  -h  ye)  - 


--  9  (a;)- 


Diffeientiut  mai 
lieh  betiathtet 


dies  indem  man  jetzt  wieder  a;,  a,  g  als  veränder- 
c  ergiebt  sich  duich  Vergleichung  des  entstehenden 


Resultits  mit  dei  gegelenen  bk 


aus  folgt 


1  =  ? 


:cliuig:   (p'  (x)  I 


x+y 

9  (^)    f 


'  +7 


'  (X  -\-y)t<?/)  {x+y)t  in) 

Integru-t  man  diese  schliesslich  wie  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zwischen  g  und  y  und  ersetzt  ^ie  willkürliche  Constante 
durch  eine  willkürliche  Function  von  x,  so  erhält  man  das  Integral 
des  gegebenen  Beispiele  in  der  angegebenen  Gestalt. 


17.    Setzt  man  etwa  ^— r  -f  - 


=  a'^,  so  geht  die  Gleichung 


über  in  ^— j  -|-  a'^u  r^=  0.    Die  Lösung  dieser  ist : 

u  =  cos  axip  iy,  s)  ■{■  sin  axxiy,  e). 
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Man  entwickele  nun  cos  aa;  und  sin  ax  nach  Potenzen  vona:,  ersetze 

dann  a'^  wieder  durch  das  Symbol  -rr—:  -\-  Tr—^r  und  in  der  Entwioke- 

lung  von  sin  ax  setae  man  ax  ip^^)  =  'P  (.y,^)-  Dabei  kommt  es 
nicht  darauf  an,  welche  Bedeutung  man  dem  Symbol  a%{y,z)  hei- 
Jegen  will;  es  genügt,  zu  wissen,  dass  dieser  Ausdruck  eine  willkür- 
liche Function  von  y  und  s  darstellt.  Man  erhält  auf  diese  Weise 
für  M  die  Entwickelung: 

+  l!  fe  +  0^)  -^f^'  ^'^  6]  fe  +  9^^)  ^^'  ^>  +■- 

wobei  die  Potenzen  von  ^ — -  +  t^— x  ebenfalls  symbolisch    au  ver- 

stehen  sind.  — 

Die  Annahme  ti=  ^fiix+ny+p!  führt  ebenso  wie  in  §.251  leicht 
zu  particulären  Integralen  der  zweiten  G-leichung.  Man  kann  die 
letztere  aber  auch  auf  die  Form  der  vorigen  Cfleiehung  zurflckfüh- 
ren  durch  eine  Transformation,  welche  analog  ist  der  Transfor- 
mation der  Coordinateü,     Setzt  man 

x  +  ßv-\-r^  =  t    a;  +  )5i ?/ +  n ^  —  ►).    a^  +  f^sjz  +  y,^  =  £. 
so  erfiält  man,  wenn  die  resultirende  Gleichung  die  Form 
8"«        8%        8^ 
di'  +8,'+  di'        " 
annehmen  soll   zui  Bestnnmung  dei  sechs  triosaen  ^  y  im  G^onzeu 
sechs  Gleichungen     Abgesehen  von  dei  algebraischen  Schwiei  igkeit 
dieser  Bestimmung  ist  somit  jene  Reductiou  stets  m  gheh    Ist  aber 
die  Disciimininte  der  hnken  Seite  gleich  Null   &o  zcif  llt    lie  Glei- 
chung m  zwei  lineaie  Grleichungen  vm  ler  Fiim 

deren  ,T,llgemeinea  Integral  u  =^  <p{^x  —  ly,  vx  —  Is)  ist. 
18.    Führt  man  in  der  ersten  Gleichung 


ue  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  geht  dicsollje  über 
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wo  Ä  =  T-TT T\  ^^''-     ^^^  hängt  die   Entscheidung  darüber,   ob 

sich  die  Gleichung  in  endlicher  Form  integriren  lasse,   nach  §.  244 
und  245  davon  ah,  ob  öine  der  Functionea  K  Yer  seh  windet.    Nach 
den  Eelatiouen  in  der  2.  Aufgabe  zu  §.  245  hat  man  aher: 
Tf   _  &{1_-Ä)     „   _(l  +  ft)(2-fe) 

'     Ti  +  ^)^'   '~     i^  +  vr    '■■■' 

Mithin  verschwindet  Ei,  wenn    ft  =:  —  j   oder  J  =  j  +  1,   d.  h. 

wenn  fc  eine  ganae  positive  oder  negative  Zahl  ist.   Da  h  ^  -—- — -v 

2  (0  —  1 ) 

ist,  so  folgt  hieraus,  daas  unsere  Gleichung  in  endlicher  Form  inte- 
grirbar  ist,  sobald  h  =  ~ ,  ,  -  ist ,  wo  i  eine  ganze  positive  Zahl 
bedeutet.    Ist  h  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  das  Integral 

_  ^^  i   <pii)  \  ,  i!iL  (   ^(n)  \ 
-  d  1"-^  1(1  +  if]  ^  B  ij'-M  (I  +  nf  r 

Ist  hingegen  h  eine  ganae  negative  Zahl,  so  hat  man: 

Durch  die  Substitutionen  ax-[-y  =  ^,  ax  —  y=^^  geht  die  zweite 
Gleichung  in  die  einfache  Form  über : 

8181  ■  e+1)'  ■ 

Hier  sind  diis  Grossen  K: 

i(i+l)     „    ^(l-i)(2  +  «) 
(1  +  1)''      '  (i+ij)'     '        ■ 

_(r-i)(r+l  +  i) 
«+*■ 
Dejauaoh  ist  liie  fcleiülmöt,  in  endlithci  Fcim  mtegiubii    ^scnn  K, 
verschwindet    d  h   wenn  t  eme  gmze  positive  odei  negative  7ahl 
ist.    Um   das  Integial  daizi\9tellen    benutzen  wii    das  Heaultat  von 

§.  112,  imlem  wii    h  db'.t  «  —    fii^ml^fi     m    d  i  lUi 


Ä,,  : 
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*'  \x  dx)   ■ 

-  ('-  ^y 

\x  dxj 
positive  Zahl  ist,  und  aaalog : 


f{y  +  ax)+i'(y  —  iix) 


wenn  *  eine  ganze  negative  Zalil  ist. 

19.    Setzt  mau  it  ^  -,  so  gulit  die  Gleichniig  iiliur  in; 

Man  erhält  somit  das  Integral  in  der  angegebenen  Foi'm  unmittel- 
bar aiia  dem  Resultat  iles  zweiten  Beispiels  in  voriger  Kummer. 
Fülirt  man  in  der  zweiten  Gloicliung  zunächst 
r  -|-  «f  =  §,    r  —  at  =  ^ 
als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  so  geht  dieselbe  über  in : 

und  wenn  man  noch  w  =  (g  +  i/)-'/.  „  setzt,  so  wml: 

Um  diese  Gleichung  durch  ein  Integral  zu  integriren,  kann  man 
analog  verfahren  wie  in  §.  258,  nämlich  so,  dass  man  zunÜcbBt  ein 
particuläres  Integral  derselben  sucht  und  dieses  dann  in  angemesse- 
ner Weise  verallgemeinert.    Der  letzten  Gleichung  genügt  man  nun 

durch  eine  Function  t)  =  /{ j;~r~  )  ,  wenn  /iius  äev  gewöhnlichen 
Differentialgleichung 

wo  X  =  -r-r—  ist,  bestimmt  wird.    Setzt  mau  g  —  <l  für  i,  f)  +  l 

für  1/,  wo  A  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  ändeiii  sich  diu  ülci- 
chnfigeii  fttr  V  und  /  nicht,  es  ist  daher  auch 


'=Af 


\i  +  n) 
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em  parhi-wlaieo  Integi  il  dei  Gleichung  in  i     Multipliciit  ma 
selbe  mit  cp(^)dK  und  mtegnit  nach  X  zwischen  beliebigen 
zen    so  bleibt  es  noch  immei    eine  Losung   dei  Crleichunit 
man  voiaue,  dasB  /  endlich  bleiben   soll  fni   x  =  0    so  k  1 1 
0  und  I  als  Integiationsgrenzen  nehmen  und  daher  stellt 

eine  Lösung  der  Gleichung  in  v  dar.     Alä  awoitc  ei'liLtlt  man 
analog: 

Somit  ist 


+/  ■^C'a'r')'^"''") 


das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung ,  da  es  zwei  will- 
kürliche Functionen  enthält.  Was  die  Function  /  anlangt,  so  ist 
dieselbe  aus  Nr.  (1)  der  3,  Aufgabe  in  §.  144  bekannt,  und  zwar 
ist  es  dasjenige  der  beiden  Integrale  jener  Gleichung,  welches  für 
X  =  0  endlich  bleibt,  d.  h.  es  ist/=  K,  wo  K  das  erste  vollstän- 
dige elliptische  Integral  erster  Gattung  ist. 

20.  Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  transformiiien 
Gleichung  in  voriger  Kummer  iiberein ,  wenn  man  darin  —  i)  für 
5J  setzt. 

21.  Das  Integral  dieser  Gleichung  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  des  in  §.  259  angegebenen  Verfahrens  erhalten. 
Nach  einer  daselbst  aufgestellten  Formel  ist  nämlicli: 


--/- 

.„-./v,... 
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«— //" 


Deukt  man  sich  nun  e'''  als  irgend  eine  Difierentialoperation,  so  kana 
man  die  dadurch  angedeutete  Operation  durch  diejenige  Operation 
ersetzen,  welche  durch  die  rechte  Seite  dargestellt  wird.  Nun  folgt 
aus  der  gogehenen  Gleichung  die  nachstehende: 

(vergl,  §,  249).     Demnaeh  ist  l  =  t'^-Hi  ;^,  somit: 


"'-IL'-" 


f{x  +  2'^^auv'/H^dudv. 


22.    Die  Tran aformationsform ein  sind : 

^~1  ^=_?1  "^ll— L      8'y    _       qs—pt 

dz      q'  dx           q'  8«^  g^'  dsdx  5^      ' 

8^1/ q^r  —  2pqs-\-p^t 

Setzt  man  die  hieraus  sich   ergehenden  Werthe  von  p,  3,  r,  s,  t 
die  gegebene  Gleichung  ein,  so  nimmt  dieselbe  die  einfache  Form  P 


V     ^  de)  d>i<      \     +  dx) 


8«8i 


/i  («), 
und  hieraus  nach  der  Lagrauge'schen  Methode: 

weh  ei 


/(')■■ 


I  f,  w 

ist.    (Verg!.  Aufgabe  2,  (1)  S.  716.) 

23.    Es  mögen  pi,  qu  Si  die  Ableitungen  von  s;  sein  und  man 
setze,  unter  C|,  Cj,  ...,  C;,  vorläufig  nocli  unbestimmte  Functionen 
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von  X,  1/  verstehend, 

Z=  6\  ^i  +  C^  %  +  •  ■  ■  +  C,  ^,, 
P=  C,p,  +  C,p,  +---  +  C:,p:„ 
Q=    Giqi    +    C,q,    +--'+Q,q-„ 

s=  C|Si  +  Cs,  +...  +  a,s:,. 

Dann  liat  man  den  Gleich unguii 
dSi^pidx  +  qidy, 

dpi=(ai  Si  -^  aipi  \-  «s  qi  +  iuäi)dx  +  Sidy, 
£?  gt  =  Si  eZ  a;  +  (^1  Sj  +  bj  Pj  +  &3  at  +  '*!  ^i>  ^  i'i 
dSi  =  {aiS^  +  u,pi  -I-  «,  g;  -I-  «4^;)  dx+(ßiSi  +  (Upi^h'li 

zufolge  die  GleichuEgüH : 

dZ=J>dx+  Qdtj  +  SidCi-^ \'S:,dC:„ 

dP=iaiS-\-ft3F+a-^Q  +  aiZ)dx+Sdy+pidC^^ \-p,dC,, 

dQ^Sdx+ib,S  +  b^I>+b,Q  +  hZ)d^j  +  qidC\  +  -  +  q:,äC,. 

dS  =  ia,S+rK,P+<,,Q+a,Z)dx+(ß,S+ß,P+ß,Q  +  ß,Z)<ly 

+  s,ÄC,+---4-S,c!Cr,. 

Nun  kann  man  aber  die  fünf  Functionen  C  stets  derart  bestimmen, 

dasB  die  vier  Functionen  Z,  P,  Q,  S  identisch  verschwinden.   Mithin 

folgt  dann  aus  den  letzten  Gleichungen : 

^1  rf  Ci  -I-  ^ä  (?  Ca  H \-e-,da^  =  0, 

PidC,  +  p.idC^  +  ---  +  pr,  d  G:,  =  0, 
<ltdCi-\-qidC^+---  +  qidG-^=r.i), 
s,  dC,+Sidaj  +  ---  +  s-,d<l  =  Ü, 
und  diese  zeigen,  verglichen  mit  den  vier  Gleichungen 

Z  =  0,    P  =  0,    §  —  0,    8  =  0, 
dass 

dGi  __dG-i ^  d  Os 

'C^  ^  ~g7  ^  " '  ~  ~Gi^ 
sein  muas.  Hiei'aus  aber  schliesst  man,  dass  die  Verhältnisse  der 
Factoreu  C  zu  einem  vou  ihnen  constant  sind.  Setzt  man  die 
Wertlie  dieser  Verhältnisse  in  die  Gleichung  Z  =  G  ein,  so  stellt 
dieselbe  eine  Relation  awischeu  ^i,  ^j,  .- . ,  .^ä  mit  constanten  Ooef- 
ficienten  dar.  —  Verschwindet  die  Detenninante  .£  i  ^i  j^  q^  s^ 
zwischen  den  vier  Functionen  «i,  pj.^,  3-^,  ^4,  so  kann  man  tu  dem 
Vorhergehenden  Cj,  ^^:  0  setzen. 
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24.  Uezeichnet  man  die  Keilia  für  F  mit  2J  Am,«  3>"^  tf"  '^^^ 
schreibt  man  die  beiden  Differentialgleichungen,  denen  sie  genügen 
soll,  in  der  Form  : 


wo  0  für  X  ;r—  und  @i  für  y  ;t—  gesetzt  ist,  so  findet  nifin  leiolit, 
dfiaa  die  Coeffioienteii  Ä„i^„  den  Relationen  genügen  inüssen: 

(m  +  n  +  «)  (m  +  ß)  ^,„,„  ~  (m  +  1}  (m  +  &)  Ä^,.^,.  =  0 
und 

{n  +  m  +  «)  {n  +  y)  -4.,,,  -  (n  +  l)  (n  +  s)  A,.,h-i  -=  0- 

Setzt  man  ahei  im  A  A  j^  A  ^„+1  ihie  Werthe  ein,  so  findet 
man,  dass  diese  Relationen  m  dei  Th\t  befriedigt  sind.  —  Die 
Function  F  genügt  somit  luch  dei  Summe  beider  Gleichungen, 
Bildet  man  diese  Summe  io  tieien  ß  und  y  darin  nur  in  der  Ver- 
bindung ß  -\-y  auf  Ist  dther  derWeith  von  ß  -\-  y  =  d  gegeben, 
so  kann  man  /3=-d-fc  )=  —  c  nnehmen  wo  c  eine  ganz  wiil- 
knrliche  Grosse  ist,  und  demnach  ist 

FC«,  *  +  (!,  —  c,  ft,  £,  a,  J}) 
eine  Lösung  der  Gleichung 

{\  - x)xT  —  2xys  -V  {l  -y)yt 
^  j^  _(„ -1- d -I- 1)^1  jj  +  Ji- (« -f  5+1)  j,>g- «05  =  0. 

25.    Es  seien  ^j,  z^,  s^,  s^  vier  Functionen,   welche  den   drei 

ersten   Gleichungen    genügen.     Man  kann   dann   stete  vier  andere 

Functionen  C^,  Ca,  Cj,  C4  bestimmen,  so  dass  die  drei  Gleichungen 

Ci^i  +  Cä^a  +  Giä-i  +  ^4^4  =  0, 

Cii).  +  (kf^  +  Oti»,,  +  C4i>4  =  0, 

identisch  bestehen.  Differentiirt  man  diese,  bo  erhält  mim  juit  Rück- 
sicht rtuf  die  gegebenen  Gleichungen: 

3i  ä  Gl  +  32  (10.2  +  q,  rfC,  +  >u  ('Ci  =  0^ 
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und  diese  i'ührüü,  vergliolieii  mit  dorn  vorigen  Gl ciohungssy stein,  zu 
den   Rpln.tioiinii  • 

If    _  IC    _  dCj  ___  €lCi 

Gl  ~  t  ~  Cs  ~  C4' 
woiaua  iolgfc,  das?  die  Veihaltcisse  der  C  coaatant  sind.  Setzt  mau 
he  Werthe  deraelben  m  öi  ^i  +  C^  «s  +  O3  £^3  +  C«  ^^4  =  0  ein,  so 
stellt  diese  Grleichung  eme  Relation  zwischen  äj,  Sj,  %,  «^  mit  gou- 
stanten  Coefflcienten  dar  —  \  erscliwindet  nun  die  Determinante 
^  'h  '1  P2  23  zwischen  den  diei  Functionen  ^j,  Sg,  is«^,  so  kann  man 
im  V  i hergehenden  emfich  C4  ^  0  setzen. 

26     Diffeienturt   in  n    die    Gleichung  S+  xyp  -\-  kys  ■= 
man  der 
dl    Cl^'icl  mt. 


bmtei  einander      mal  n-wh  j.   und  setzt  ^---  - 


7jr,+   -r. +  ('+"*"'=»■ 

Kann  man  das  Integral  der  letzteren  finden,  so  hat  man  auch  das 
der  gegebenen.     Ist  uua  Je  eine  negative  ganze  Zahl  und  n=^  —  h, 

Bei  der  Integr'^tion ,  welche  erfoideiiich  ist  um  ^  au  eihalten, 
biiucht  man  keine  willkui  hohen  Fnnctionen  von  j/  mehr  einzufüh- 
ren da  beieits  die  nothwendigo  Anzahl  willkürlicher  Functionen 
voihandeu  ist  und  die  etwa  neu  eingeführten  einei  Anzihl  von 
ßelationen  genügen  mussten  dnich  welche  ihre  Zalil  wieder  auf 
zwei  leducirt  weiden  wuide   —   Ist  k  eine  positive  ganze  Zahl     so 

gehe   man   aus   v  n   du   Gleichung  - — ^ \-  vyi(  =  0  und  difteien- 

tiire  diese  fc-mal  nach  « ;  setzt  man  dann  ;r — ^  =  ^,   so   erhält  man 
dir 

die  Gleichung 

d'^e       ,  ? " 

dxoy  < 

welche  mit  der  gegebenen  übereinstimmt,  wenn  man  X  und  y  mit 
einander  vertauscht.  Um  also  e  im  Falle  eines  positiven  Ic  zu 
finden,  gehe  man  aus  Ton  dem  oben  angegebenen  Werthe  von  11, 
differeutüre  denselben  Ä-mal  nach  y  und  vertausche  nach  Ausfüh- 
rung der  Differentiation  X  und  y  mit  einander. 


y  Google 


Auflöauiigeu  der  Aufgaben.  735 

'27.    Setzt  man  6"--=%  so  kann  man  die  Qleiclmiig  achreiben: 

d^  log  it 

dxdy 
Oonkt  man   sich  u  als   die  Ableitung   nach  x  you    einer  gewissen 

Function  v  von  x  und  y,  d.  h.  setzt  man   u  =  ^,    so   kann    man 
die  Gleichung'  nach  x  integrireii,  also 

dy  \       dx/ 

d-'v  dv    ,        ,  ,84' 

Integrii-t  mau  von  neuem  nach  x,  so  ergiebt  sich: 

Es  sei  nun  v  ^=  0(1/}  ein  besonderer  Werth  von  »J,  welcher  dieser 
Uleiobung  genügt,  so  dass 

ß»'  iv)  =  2  ^'^  (y)  -f  9  (y)  «5  (y)  4- 1  (v) 

ist,  und   OS   werde  angenommen,  daas  sich   der  itllgemeine   Werth 

Ton  V  darstellen  lasse  in  der  Form  -.  v  ^=  co(j/) ;  dann  muss  iv 

der  Gleichung  genügen; 


lJ'ef^'"«>^+'P<mä^idt/  =  %{il) 


Benmacli : 
und  hierin 


8»  [/W  +  xWP 

Die  zweite  Gleichung  a  =  S^  ist  ein  besonderer  Fall  von  einer  der 
vorher  erhaltenen  Gleiohnngen ;  man  erhält  ihn,  wenn  man  gj  (y)  ^  0 
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setat.     Analog  wie  Torher  erhält  man  für  e  den  Werth; 

B  =  m{p)-ef'<y>^y  {fix)  +  IJef-ivHv  dy^ 
wo  oi{y)  ein  li(\snii derer  Werth  von  a  ist,  welchoi'  der  (ileichimg 

genügt.  Da  aber  ■^  (y)  eine  willkürliche  Function  ist,  so  kann  man 
ala  einen  solchen  besonderen  Werth  von?  ebenfalls  eine  willkürliche 
Function  von  ?/  nehmen.     Setzen  wir  daher 

-J  e^'"<-y>'iydy  =  %(y), 

n  t  =  ^"^^  —  _il!M_ 

(läouville,  Jouni.  d.  Matli-,  I.  Serie,  t.  XVIll.) 
28.     (1)     Nimmt  man  in   den  Hülfsgleichnngen   (2)    und   (a) 
S.  460  das  untere  Vorzeichen,  so  werden  diesellien  hier; 
ssdq  ■\-  pqdx  ^:=  Q    und  q^dy  —  dx  ^=  0. 
Diene  liefera  in  Verbindung    mit    de  —  pdx  —  gdj/i^O  eiue 
integrable  Combination,  derea  Integral  s  g  —  x  =  ß  zugleich  ein 
particixläres  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist.     Ein   zweites  ist 
ic  ;=  ff.     Durch  weitere  Integration  des  ersteren  folgt; 

Betrachtet  man  nun  hierin  y  als  Function  von  x  =  et,  und  ß,  so 
wird  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  dargestellt 
durch  das  System : 

wofern  y  bestimmt  wird  durch  diu  Gleichung: 
Setzt  man  in  dieser  y  =  (ai+  ß)^d,  so  wird; 

i^  +  ß^  '"        " 

untl  das  allgemeine  Integra]  dieser  ist: 

0 


*m.JW 
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Mithin: 

r  =  (.  +  ».{*,« +  /^:). 

(2)  Untersucht  man,  oh  ea  möglich  sei,  dieser  Gleichung  durch 
oinon  Ausdruck  von  der  allgemeinen  Form; 

3  =  Ax^  +  Bxy  +  Gy^  -f-  Öa;  +  £y  +  F 
zu  geBügen,  so  findet  man  als  particuläres  Integral  der  gegehencn 
Gleichung-  s  =z  ax  +  ßy  —  yxy.  Betrachtet  man  nun  hierin  y 
als  Function  von  «  und  ß  und  dies?  als  Functionen  TOn  x  und  y, 
so  wird  der  letzte  Anadruek  noch  immer  ein  Integral  der  gegebe- 
nen Gleichung  darstellen,  wenn  man  damit  die  beiden  Gleichungen 
verbindet. 

und  y  aus  der  Gleichung  bestimmt: 

_  ,  ^  4_  „  -_  n 

vv-        "  dß-^  "^  'da,  "^      dß  "^ 

Diese  Gleichung  ist  aber,  sei  es  in  endlicher  Form,  sei  es  mittelst 
bestimmter  Integrale,  immer  nach  der  Methode  Yon  Laplacc 
(Histoire  et  Memoires  de  l'Acad.  des  Scienoea  1779,  Memoire  aur 
les  suites)  integrirbar, 

(3)  Die  beiden  Systeme  von  Ilülfsgleiohungen  (1)  und  (2)  auf 
S.  459  u,  460  werden  hier 

'l^y  ^  y  ^  <1  ^^  {p  -]-  x)  dx,    dp  -{-  dx  ^  Q 
und 

'ldy-\rydq,  =  Q,    cidp -ir  (p -\- x)  d q.  ^- g_dx  ^  0. 
Das  erste  liefert  das  Integral :  p  -^  x  =^  a,  das  nwoito  die  beiden 
Integrale  g  (j) -f- k)  =  j5    und    qy  ^  ßi.     Benutzt  man    zunächst 
das  erste  und  zweite  Integral,  so  erhält  man  in 

s  =  ax  —  -x^i--y  +  y 

ein  pitrticulüres  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  IJetrachtet  man 
y  als  eine  Function  von  «  und  (J,  dieae  seibat  als  Functionen  von 
a!  und  y  und  verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  beiden  fol- 

«ä        Ö  a '  a        d  ß' 

Bo   erhält  man   das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung, 
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wenn  miiii  y  a«s  der  Gleichunff  rr — ^-5  =  0  bestimmt.     Es  ist  also 

ÖKOp 

y  ■:=  fp{(t)  -\-  t/f  {ß)  und  daher  wird  das  allgemeino  Integral  dar- 
gestellt durch  das  System  der  drei  Gleichuiigen : 

^  =  («  -  f)  a;  +  ^  ^  +  V(«)  +  ^(ßl 

(Vergl.  Nr.  (2)  der  5.  Aufg.  in  §.  241.)  —  Nimmt  man  aiier  die 
beiden.  Integrale  p  -\-  x  =  n  und  qy  =  ß,    30  ist 

5  —  «a;  — -xä  +  ßihgy  +  y 

ein  partjculäres  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  Analog  wie 
vorher  erhält  man  dann  das  allgemeine  Integral  durch  das  System 
der  drei  Gleichungen : 

s  =  «I  -  i  «;■  +  (S,  iojy  +  A  %  {ug  i)  +  .jj  («)  +  *  {§.). 
0  =  1+  J^ 1-  f'  («),    0  =  %  j,  +  ;»!;  Uo,i  i)  +  *'  ((J). 
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*)  Diese'  \  cizeiclitiiB=  enthalt,  uhne  Haend  wolrhen  Anspr  ch  luf  %  II 
stänbgiieit  ra  erheben,  inssei  leii  im  Buol  e  selbit  int,  fühlten  Nimen  iio  1  die 
Titel  lon  einigen  dei  wiohtj^äten  Abhandlungen  besonder'^  über  die  Theoiio  der 
parliellen  Difiarentialgleichungen  sowie  einige  der  hnuil'^blicheren  Leliibncher 
über  die  Differentml  und  Integrali  eebiiuiig  m-khe  lie  Lehre  von  den  Differential 
gleii-hungen  etwas  auBfahilicbei  behiindeln 
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